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bzgl. Verkniipfung abgeschlossene Menge

Definition
Es sei (X, x) eine Menge mit Verkniipfung.

Eine Teilmenge Y C X heillt abgeschlossen bzgl. x, wenn
*: X x X — X eingeschrankt werden kann zu xy: Y X Y — Y.

In diesem Fall heift xy die auf Y induzierte Verkniipfung.

Beispiel
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Untergruppe

Definition
Es sei (G, ) eine Gruppe.

© Eine bzgl. x abgeschlossene Teilmenge U C G heilt eine
Untergruppe von (G, x), wenn (U, xy) selbst wieder eine Gruppe
ist.

@ Eine Untergruppe (U, xy) von (G, *) heit echt, wenn U C G gilt.
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neutrale und inverse Elemente in einer Untergruppe

Lemma
Es sei (U, *y) eine Untergruppe der Gruppe (G, x).

@ Das neutrale Element ey von (U, xy) ist gleich dem neutralen
Element e von (G, x).

@ Das Inverse von a € U ist gleich dem Inversen von a in G.

Beweis. Hausaufgabe
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Untergruppenkriterium

Satz

Es sei (G, x) eine Gruppe mit dem neutralen Element e sowie U C G.
Dann sind 3quivalent:

© (U, ) ist eine Untergruppe von (G, ).
Q@ U#0, undfiiralle a,b e Ugiltaxb € U.

Beweis.
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Untergruppenkriterium

Satz

Es sei (G, x) eine Gruppe mit dem neutralen Element e sowie U C G.
Dann sind 3quivalent:

© (U, ) ist eine Untergruppe von (G, ).
Q@ U#0, undfiiralle a,b e Ugiltaxb € U.

Beweis.
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Untergruppe

Beispiel
© Es sei (G, %) eine Gruppe mit dem neutralen Element e. Dann sind
({e}, %) und (G, x) die trivialen Untergruppen von (G, *).

@ (R, ") ist eine Untergruppe von (R, -).

@ Fir Zahl me Nist mZ = {mz|z € Z} mit der Operation + eine
Untergruppe der Gruppe (Z,+).
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alle Untergruppen von S3

Beispiel
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Durchschnitt von Untergruppen

Lemma

Es sei (G, ) eine Gruppe und (U, x);c; eine Familie von Untergruppen
mit Indexmenge | # ().

Dann ist auch (;; U; mit % eine Untergruppe von (G, %).

Beweis. Hausaufgabe
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erzeugte Untergruppe

Definition
Es sei (G, ) eine Gruppe und E C G.
Dann heif3t

ﬂ{U‘ ) ist Untergruppe von (G, x) und E C U}

die von E erzeugte Untergruppe in (G, x).
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Darstellung der erzeugten Untergruppe

Satz
Es sei (G, ) eine Gruppe und E C G.

Dann gilt fiir die von E erzeugte Untergruppe:
(Ey={a1*---*a,|IneNgVi=1,...,n(aj € EUE")},

wobei E’ die Menge der Inversen von E bezeichnet.
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Darstellung der erzeugten Untergruppe

(E) = ﬂ{U‘(U,*) ist Untergruppe von (G,*) und E C U}
M={ayx--xa,|IneNgVi=1,...,n(aj e EUE")}

Beweis.
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Darstellung der erzeugten Untergruppe

(E) = ﬂ{U‘(U,*) ist Untergruppe von (G,*) und E C U}
M={ayx--xa,|IneNgVi=1,...,n(aj e EUE")}

Beweis.
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erzeugte Untergruppe

Beispiel

Fiir die Elemente von S3
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von nur einem Element erzeugte Untergruppe

Definition
Es sei (G, ) eine Gruppe.

O Die von a € G erzeugte Untergruppe (a) := ({a}) heiBt die von a
erzeugte zyklische Untergruppe von (G, x).

@ Falls G = (a) fiir ein a € G gilt, so heift (G, %) eine zyklische
Gruppe.
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von nur einem Element erzeugte Untergruppe

Beispiel
o
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abkirzende Schreibweisen
Definition
Es sei (H, ) eine Halbgruppe, a € H sowie A,B C H.

axB:={axb|be B}

Bxa:={bxal|be B}

AxB:={axblac A, be B}
A= {a'|a € Aist invertierbar}

Beispiel
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Untergruppe induziert eine Aquivalenzrelation

Lemma
Es sei (U, ) eine Untergruppe der Gruppe (G, ). Dann gilt:
@ a~Yb :& beaxU ist eine Aquivalenzrelation.

@ Die Aquivalenzklassen sind [a] = a* U.

© Jede Aquivalenzklasse ist gleichmichtig zu U.

Beweis.
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Untergruppe induziert zwei Aquivalenzrelationen
Definition
Es sei (U, *) eine Untergruppe der Gruppe (G, *).

a~Vb e becaxU al~b > acUxb
[a]. v = ax U Linksnebenklasse [a]y, = U x a Rechtsnebenklasse

G/~Y oder G/ U G /Y oder U\G

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 05 19 / 34


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Untergruppe induziert zwei Aquivalenzrelationen

Beispiel
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Satz von Lagrange

Satz
Es sei (G, «) eine endliche Gruppe und (U, ) eine Untergruppe.
Dann gilt #U | #G.

Beweis. Hausaufgabe
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Homomorphismus von Halbgruppen

Definition
Es seien (H1, ) und (Hz,0) zwei Halbgruppen.

@ Eine Abbildung f: H; — H, heilt strukturvertraglich oder ein
Homomorphismus von (Hy, x) in (H2,0O), wenn gilt:

f(axb)=f(a)Of(b) firallea,be H.

@ Ist zudem f: H; — H> bijektiv, so heilt f auch strukturerhaltend
oder ein Isomorphismus.
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Homomorphismus von Halbgruppen

Beispiel
Q f:(N,+) = (N,4+) mit f: n+—2n

@ Es sei X eine Menge und xp € X.
®: (NX +) — (N, 4) mit &: £+ f(xo)
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Homomorphismus von Monoiden

Definition
Es seien (My,*) und (M,, ) zwei Monoide.
© Eine Abbildung f: My — M, heillt strukturvertraglich oder ein
Homomorphismus von (Mg, %) in (M,,0), wenn gilt:
f(axb)=f(a)df(b) firallea, be My,
f(el) = €.

@ Ist zudem f: My — M, bijektiv, so heillt f auch
strukturerhaltend oder ein Isomorphismus.
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Homomorphismus von Monoiden

Beispiel
Q f:(N,+) = (N,4+) mit f: n+—2n

@ Es sei X eine Menge und xg € X.
®: (NX, 4) = (N, +) mit d: f — f(xo)
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Homomorphismus von Gruppen

Definition
Es seien (Gi,*) und (Gy,0) zwei Gruppen.

@ Eine Abbildung f: G; — G, heilt strukturvertraglich oder ein
Homomorphismus von (G, %) in (Gz,0), wenn gilt:

f(axb)=f(a)ddf(b) fir alle a,be G;.

@ Ist zudem f: Gy — G bijektiv, so heilt f auch strukturerhaltend
oder ein Isomorphismus.
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Homomorphismus von Gruppen

Lemma

Ein Gruppenhomomorphismus erfiillt
Q f(e) = e
@ (f(a)) =f(d)

Beweis.
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Homomorphismus von Gruppen

Beispiel
@ Esseia>0 a#1l.
log,: (R>o,-) — (R, +)

@ sgn: (Sp,0) = ({£1},9)
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Isomorphie ist Aquivalenzrelation

Lemma

Die Isomorphie von Halbgruppen bzw. von Monoiden bzw. von Gruppen
ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis.
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Endomorphismen und Automorphismen

Definition
@ Ein Homomorphismus von Halbgruppen bzw. von Monoiden bzw.
von Gruppen heillt ein Endomorphismus, wenn beide Strukturen
identisch sind.

@ Ein Isomorphismus von Halbgruppen bzw. von Monoiden bzw. von
Gruppen heillt ein Automorphismus, wenn beide Strukturen
identisch sind.
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Bild eines Gruppenhomomorphismus

Definition
Es seien (Gi,*) und (Gy, ) Gruppen.

Das Bild von f ist definiert als
Bild(f) == {f(x) € Ga|x € G1} = f(Gy).

Lemma
Bild(f) ist eine Untergruppe von (G, ).

Beweis.
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Kern eines Gruppenhomomorphismus

Definition
Es seien (Gi,*), (G2,0) Gruppen mit neutralen Elementen e; bzw. e;.

Der Kern von f ist definiert als
Kern(f) = {x1 € G1 | f(x) = e} = f_l({ez}).

Lemma

Kern(f) ist eine Untergruppe von (Gi, ).

Beweis.
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Bild und Kern eines Gruppenhomomorphismus

Beispiel
Q sgn: (Sn,0) = ({£1},)
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Injektivitat eines Gruppenhomomorphismus

Lemma

Es seien (G1,*), (G2,00) Gruppen mit neutralen Elementen e; bzw. e;.
Fiir einen Homomorphismus f: G; — G sind dquivalent:

@ f ist injektiv.
@ Kern(f) ={e1}.
© Die einzige Losung der Gleichung f(a) = ey ist a = e;.

Beweis.
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