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Die Umfrageergebnisse

el B sammenfass B
Was soll in der Plenariibung vorrangig behandelt werden? Welche weiteren Fragen haben Sie zum Stoff der Veranstaltung?
Antwort Anzahl  Brutto-Prozentsatz Antwort Anzahl Brutto-Prozentsatz
Wiederholung von Skriptinhalien Ansehen 21 38.89% Antwort| Ansehen 6 1%
Erklarungen zu Skriptbeispielen  Ansehen M At Keine Antwort 6 20.63%
Nicht beendet oder nicht gezeigt 32 50.26%
Lasungen der Hausaufgaben =~ Ansehen 6 A
Gesami(Brutto) 54 100.00%
Nicht beendst oder nicht gezeigt 32 59.26%
Gesami(Brutto) 63 100.00%

,Gehauftes" Interesse an:

(1) (Zyklischer) Erzeugung und Ordnung

(2) Nebenklassen und Aquivalenzrelationen
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Ziele und Vorgehen fiir heute

Hauptziele
(1) Inhalte festigen

(2) Intuition verbessern

Arbeitsplan

(1) Wocheniiberblick

(2) Wiederholen und Ergénzen bekannter Inhalte
(3) Arbeiten mit den Begriffen

(1) Untergruppen und (zyklische) Erzeugung
(2) Nebenklassen und Aquivalenzrelationen
(3) Homomorphismen (zeitabhangig)

(4) "Nutzen"der Begriffe zeigen
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Wocheniberblick
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Wiederholung Untergruppen und Erzeugung

Definition
Es sei (G, ) eine Gruppe.
(1) U C G Untergruppe, wenn --abgeschlossen und selbst Gruppe

(2) E C G, dann ist die von E erzeugte Untergruppe
(E) = ﬂ{U ’ (U, -) ist Untergruppe von (G,-) und E C U}
= {al-('--)-a,,EIneNoVi:1,...,n(a,-E EUE")}

(3) E C G Erzeugendensystem, wenn (E) = G
(4) a € G, dann ist (a) zyklisch erzeugte UG

(5) Ordnung ord(a) ist kleinstes n € N, so dass a” = 1 (oder o)
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Untergruppenstruktur in Verkniipfungstabellen

Es sei (G, -) eine (endliche) Gruppe und (U, -) eine Untergruppe mit
U={1,u1,...,ux}. Wie ist die Verkniipfungstabelle strukturiert?

‘1 up ug ai aj

u1

Uk
ai

a
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Untergruppen der Sz in der Verkniipfungstabelle

Untergruppen der S3

Siehe Vorlesungsmitschrift: {09, 01,02}, {00,003}, {00,04}, {00,055}

o) ‘ e d d2 51 So S3

e e d d*° s s s3
d| d d* e s5 s1 s
d? | d? e d s s3 s
s1|s1 s s3 e d d?
| s s3 s d> e d
s3|s3 s1 s d d?* e
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Visualisierung zyklisch erzeugter Gruppen

Es sei (G, -) eine Gruppe und a € G mit ord(a) € N. Wie sieht (a) aus?

Wir wissen: (a) = {a*|z € Z}.
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Wahr/Falsch zu Untergruppen und Erzeugung

Gilt fiir allgemeine (G, -) Gruppe, (U, -) Untergr., E,F C G, a€ G:
(1) @) =0

(2) Fiir jedes b € (a) ist (b) = (a)

(3) Fiir E C Fist (E) C (F)

(4) Es gibt (U,-) mit (u) = U firalle u e U

(5) Das groRte Erzeugendensystem von G ist eindeutig.
(6) Das kleinste Erzeugendensystem von G ist eindeutig.
(7) (E) U(G \ E) ist mit - eine Untergruppe von G

(8) Ist G endlich erzeugt, so ist G endlich.
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Primgruppen
Satz

Es sei p eine Primzahl. Dann ist jede Gruppe (G, ) mit Ordnung p
zyklisch und es ist ord(a) = p und (a) = G fiiralle a € G\ {1¢}.

Beweis:
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Wiederholung Nebenklassen

Definition
Es sei (U, *) eine Untergruppe der Gruppe (G, *).

a~Vb e becaxU al~b > acUxb
[a]. v = ax U Linksnebenklasse [a]y, = U x a Rechtsnebenklasse

@®®® Georg Miiller (Heidelberg University) Plenariibung Lineare Algebra | (Inhalts)-Woche 05 11 / 18


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Nebenklassen in Verknilipfungstabellen

Es sei (G, -) eine (endliche) Gruppe und (U, -) eine Untergruppe mit
U={1,u1,...,ux}. Wo stehen die Nebenklassen?

‘1 up ug ai aj

u1

Uk
ai

a
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Nebenklassen der Ss in der Verkniipfungstabelle

Nebenklassen fiir U = {e, d, d?} Nebenklassen fiir U = {e, s3}
2 2
o ‘ e d d* s s s3 o ‘ e d d®° s s s
e e d d?> s S> S3 e e d d?> s S S3
d d d° e s3 S5 S d d d? e S3 s1 S
d? | d? e d S5 Ss3  s1 d? | d? e d S s3 s1
S1 | s1 S22 s3 e d d? S1 ST S2 oS3 e d d°
2 | 2 s3 s d? e d % | 2 s3 s d? e d
S3 S3 s1 5o d d? e S3 S3 s1 S> d d? e
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True/False zu Nebenklassen

Gilt fiir allgemeine (G, ) Gruppe, (U, -) Untergruppe, a,b € G:
(1) a€[a].w

(2) 1€ a]w

(3) [a].w ist eine Untergruppe
(4) [a]ua = (a)

(5) [alo) = [a]can

(6) [alw=[blw =a=b

(7) [lw=[blwYU =a=b

(8) [a]NU1 = [a]Nuz Va = U =U,

@®®® Georg Miiller (Heidelberg University) Plenariibung Lineare Algebra | (Inhalts)-Woche 05 14 / 18


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Untergruppe induziert eine Aquivalenzrelation

Lemma

Es sei (U, ) eine Untergruppe der Gruppe (G, ). Dann gilt:
(1) a~Yb = b€ axU ist eine Aquivalenzrelation.

(2) Die Aquivalenzklassen sind [a] = a x U.

(3) Jede Aquivalenzklasse ist gleichmichtig zu U.

Beweis.
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Homomorphismen

Definition

Es seien (Gi,*) und (Gy,0) zwei Gruppen und : G; — G,

(1) f Homomorphismus, wenn strukturvertraglich
f(axb)=f(a)df(b) Va,be G

(2) f Isom., wenn strukturvertraglich und bijektiv

(3) f Endom., wenn strukturvertraglich und (Gy, *) = (G, )

(4) f Autom., wenn Endom. und Isom.
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Direkte Konsequenzen aus der Strukturvertraglichkeit

Es seien (Gi,*) und (G,00), Uy C Gy, Us C Gy Untergruppen,
E C Gy, a€ Gy und f: Gy — Gy ein Homomorphismus.

(4) (Up,*) Untergruppe = f(U1) ist Untergruppe

(5) (Uz,0) Untergruppe = f~1(U>) ist Untergruppe
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Primgruppen 2

Satz

Es sei p eine Primzahl. Dann ist jede Gruppe (G, ) mit Ordnung p
isomorph zu (Zp, +p).

Beweis:
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