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Die Umfrageergebnisse

„Gehäuftes“ Interesse an:
(1) (Zyklischer) Erzeugung und Ordnung
(2) Nebenklassen und Äquivalenzrelationen
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Ziele und Vorgehen für heute

Hauptziele
(1) Inhalte festigen
(2) Intuition verbessern

Arbeitsplan
(1) Wochenüberblick
(2) Wiederholen und Ergänzen bekannter Inhalte
(3) Arbeiten mit den Begriffen

(1) Untergruppen und (zyklische) Erzeugung
(2) Nebenklassen und Äquivalenzrelationen
(3) Homomorphismen (zeitabhängig)

(4) "Nutzen"der Begriffe zeigen
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Wochenüberblick
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Wiederholung Untergruppen und Erzeugung

Definition
Es sei (G , ·) eine Gruppe.
(1) U ⊆ G Untergruppe, wenn ·-abgeschlossen und selbst Gruppe

(2) E ⊆ G , dann ist die von E erzeugte Untergruppe

⟨E ⟩ :=
⋂{

U
∣∣ (U, ·) ist Untergruppe von (G , ·) und E ⊆ U

}
=

{
a1 · (· · · ) · an

∣∣ ∃n ∈ N0 ∀i = 1, . . . , n (ai ∈ E ∪ E ′)
}

(3) E ⊆ G Erzeugendensystem, wenn ⟨E ⟩ = G

(4) a ∈ G , dann ist ⟨a⟩ zyklisch erzeugte UG

(5) Ordnung ord(a) ist kleinstes n ∈ N, so dass an = 1 (oder ∞)
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Untergruppenstruktur in Verknüpfungstabellen

Es sei (G , ·) eine (endliche) Gruppe und (U, ·) eine Untergruppe mit
U = {1, u1, . . . , uk}. Wie ist die Verknüpfungstabelle strukturiert?

· 1 u1 . . . uk a1 . . . al

1
u1
...
uk
a1
...
al
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Untergruppen der S3 in der Verknüpfungstabelle

Untergruppen der S3

Siehe Vorlesungsmitschrift: {σ0, σ1, σ2}, {σ0, σ3}, {σ0, σ4}, {σ0, σ5}

◦ e d d2 s1 s2 s3

e e d d2 s1 s2 s3
d d d2 e s3 s1 s2
d2 d2 e d s2 s3 s1
s1 s1 s2 s3 e d d2

s2 s2 s3 s1 d2 e d
s3 s3 s1 s2 d d2 e
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Visualisierung zyklisch erzeugter Gruppen

Es sei (G , ·) eine Gruppe und a ∈ G mit ord(a) ∈ N. Wie sieht ⟨a⟩ aus?

Wir wissen: ⟨a⟩ = {az | z ∈ Z}.
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Wahr/Falsch zu Untergruppen und Erzeugung

Gilt für allgemeine (G , ·) Gruppe, (U, ·) Untergr., E ,F ⊆ G , a ∈ G :
(1) ⟨∅⟩ = ∅

(2) Für jedes b ∈ ⟨a⟩ ist ⟨b⟩ = ⟨a⟩

(3) Für E ⊆ F ist ⟨E ⟩ ⊆ ⟨F ⟩

(4) Es gibt (U, ·) mit ⟨u⟩ = U für alle u ∈ U

(5) Das größte Erzeugendensystem von G ist eindeutig.

(6) Das kleinste Erzeugendensystem von G ist eindeutig.

(7) ⟨E ⟩ ∪ ⟨G \ E ⟩ ist mit · eine Untergruppe von G

(8) Ist G endlich erzeugt, so ist G endlich.
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Primgruppen
Satz
Es sei p eine Primzahl. Dann ist jede Gruppe (G , ·) mit Ordnung p
zyklisch und es ist ord(a) = p und ⟨a⟩ = G für alle a ∈ G \ {1G}.

Beweis:

cbna Georg Müller (Heidelberg University) Plenarübung Lineare Algebra I (Inhalts)-Woche 05 10 / 18

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/


Wiederholung Nebenklassen

Definition
Es sei (U, ⋆) eine Untergruppe der Gruppe (G , ⋆).

a ∼U b :⇔ b ∈ a ⋆ U a U∼ b :⇔ a ∈ U ⋆ b

[a]∼U = a ⋆ U Linksnebenklasse [a]U∼ = U ⋆ a Rechtsnebenklasse
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Nebenklassen in Verknüpfungstabellen

Es sei (G , ·) eine (endliche) Gruppe und (U, ·) eine Untergruppe mit
U = {1, u1, . . . , uk}. Wo stehen die Nebenklassen?

· 1 u1 . . . uk a1 . . . al

1
u1
...
uk
a1
...
al
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Nebenklassen der S3 in der Verknüpfungstabelle

Nebenklassen für U = {e, d , d2} Nebenklassen für U = {e, s3}

◦ e d d2 s1 s2 s3

e e d d2 s1 s2 s3
d d d2 e s3 s1 s2
d2 d2 e d s2 s3 s1
s1 s1 s2 s3 e d d2

s2 s2 s3 s1 d2 e d
s3 s3 s1 s2 d d2 e

◦ e d d2 s1 s2 s3

e e d d2 s1 s2 s3
d d d2 e s3 s1 s2
d2 d2 e d s2 s3 s1
s1 s1 s2 s3 e d d2

s2 s2 s3 s1 d2 e d
s3 s3 s1 s2 d d2 e
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True/False zu Nebenklassen

Gilt für allgemeine (G , ·) Gruppe, (U, ·) Untergruppe, a, b ∈ G :
(1) a ∈ [a]∼U

(2) 1 ∈ [a]∼U

(3) [a]∼U ist eine Untergruppe

(4) [a]∼⟨a⟩ = ⟨a⟩

(5) [a]∼⟨a⟩ = [a]⟨a⟩∼

(6) [a]∼U = [b]∼U ⇒ a = b

(7) [a]∼U = [b]∼U ∀U ⇒ a = b

(8) [a]∼U1 = [a]∼U2 ∀a ⇒ U1 = U2
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Untergruppe induziert eine Äquivalenzrelation
Lemma
Es sei (U, ⋆) eine Untergruppe der Gruppe (G , ⋆). Dann gilt:
(1) a ∼U b :⇔ b ∈ a ⋆ U ist eine Äquivalenzrelation.
(2) Die Äquivalenzklassen sind [a] = a ⋆ U.
(3) Jede Äquivalenzklasse ist gleichmächtig zu U.

Beweis.
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Homomorphismen

Definition
Es seien (G1, ⋆) und (G2,□) zwei Gruppen und f : G1 → G2

(1) f Homomorphismus, wenn strukturverträglich
f (a ⋆ b) = f (a)□ f (b) ∀a, b ∈ G1

(2) f Isom., wenn strukturverträglich und bijektiv
(3) f Endom., wenn strukturverträglich und (G1, ⋆) = (G2,□)

(4) f Autom., wenn Endom. und Isom.
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Direkte Konsequenzen aus der Strukturverträglichkeit

Es seien (G1, ⋆) und (G2,□), U1 ⊆ G1, U2 ⊆ G2 Untergruppen,
E ⊆ G1, a ∈ G1 und f : G1 → G2 ein Homomorphismus.

(1) f (an) = f (a)n

(2) (f (a))−1 = f
(
a−1)

(3) f (⟨E ⟩) = ⟨f (E )⟩

(4) (U1, ⋆) Untergruppe ⇒ f (U1) ist Untergruppe

(5) (U2,□) Untergruppe ⇒ f −1(U2) ist Untergruppe

(6) f ([a]∼U) = [f (a)]∼f (U)
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Primgruppen 2
Satz
Es sei p eine Primzahl. Dann ist jede Gruppe (G , ·) mit Ordnung p
isomorph zu (Zp,+p).

Beweis:
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