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bzgl. Verkniipfung abgeschlossene Menge

Definition ApleciVrecnp fir "13&1

Es sei (X, ) eine Menge mit Verkniipfung.

Eine Teilmenge Y C X heillt abgeschlossen bzgh *, wenn
*: X x X — X eingeschrankt werden kann zu xy: Y X Y — Y.

In diesem Fall heift xy die auf Y induzierte Verkniipfung.

Beispiel
T (2, €) S N pad N, ooy 7Bl +.

e w2 = bz (2¢2y «f ag g <,
fen
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Untergruppe

Definition
Es sei (G, ) eine Gruppe.

© Eine bzgl. x abgeschlossene Teilmenge U C G heillt eine
Untergruppe von (G, ), wenn (U, xy) selbst wieder eine Gruppe

ist. (UG) hureler Elennce t
ale drveshotas

@ Eine Untergruppe (U, xy) von (G, *) heit echt, wenn U C G gilt.
o e stvedben aun (%) £ (§%)
. & & Odavagebatou awf Jo Hege

o (G o (G.+).

(eflescd , Qhigmm. Yusibs )
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neutrale und inverse Elemente in einer Untergruppe

Lemma
Es sei (U, *y) eine Untergruppe der Gruppe (G, x).

@ Das neutrale Element ey von (U, xy) ist gleich dem neutralen
Element e von (G, x).

@ Das Inverse von a € U ist gleich dem Inversen von a in G.

Beweis. Hausaufgabe

Wowugguesz :  Sdveie. x  stadt
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Untergruppenkriterium
Telinenye

Satz A

Es sei (G, x) eine Gruppe mit dem neutralen Element e sowie U C G.
Dann sind 3quivalent:

© (U, ) ist eine Untergruppe von (G, ).

Q@ U#0, undfiiralle a,b e Ugiltaxb € U.

Beweis. @ =@ w ale érwp(, el cn neuher ~
/> gemet | Wamleda e, Alro vt L+ g.

r a, beld gr% Vlell nada doun Louwwa ezu.
R ot bygl. ¥ avg., adeo axb' ell.
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Untergruppenkriterium

Satz

Es sei (G, x) eine Gruppe mit dem neutralen Element e sowie U C G.
Dann sind 3quivalent:

Q (U, ) ist eine Untergruppe von (G, ).
U #0, und fiir alle a,b € U gilt ax b’ € U.
Beweis. @ == @
L tukhath das newdale Elampd e g
e i s 1 n v
v (L tuttnall g Tuvedew scier Sleweufe -
el = @)= exa hoda Vor-

- Rt oy, bal *!

{
$ - =a+s®) e
abell =o belk oxb % @) U
e &
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Untergruppe

Beispiel
© Es sei (G, *) eine Gruppe mit dem neutralen Element e. Dann sind
({e}, %) und (G, x) die trivialen Untergruppen von (G, *).
@ (R.o, ) ist eine Untergruppe von (R, -).
4  uad oY e Ry o
@ Fir Zahl me Nist mZ = {mz|z € Z} mit der Operation + eine
Untergruppe der Gruppe (Z,+).

wd M — 2, > @) S Mz
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alle Untergruppen von S3

Beispiel
i«oo =

69
=6y‘ \
Lo-°)°-4, VL’J ,LVOpO\). iG‘o 5,5 iGb 03‘77

UG der {

1607
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Durchschnitt von Untergruppen

Lemma

Es sei (G, ) eine Gruppe und (U, x);c; eine Familie von Untergruppen
mit Indexmenge | # ().

Dann ist auch (;; U; mit % eine Untergruppe von (G, %).

Beweis. Hausaufgabe
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erzeugte Untergruppe

Definition
Es sei (G, ) eine Gruppe und E C G.
Dann heilt p/ Ourcacom it vber Lﬂu{dﬁw

ﬂ{ ) ist Untergruppe von (G, x) und E C U}

—

die von E erzeugte Untergruppe in (lg, *).

4E> (o das Minimuwn  dor Tedienye. R
MMPW(LWMQVWQQM R4, AT ?\
MVM‘AW"? < - ‘P /1\

N\
LI M an_ dans Aexc&,m,a A

=

-1}
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Darstellung der erzeugten Untergruppe

Satz
Es sei (G, ) eine Gruppe und E C G.

Dann gilt fiir die von E erzeugte Untergruppe:
(Ey={a1*---*a,|IneNgVi=1,...,n(aj € EUE")},

wobei E” die Menge der Inversen von E bezeichnet.

2.8.<{anay > wddik

nw=0 (%
~{
n< { R &l\ qrb ¢ a4_ f Q:
. - — “ -
w;l ‘ aﬂ_*—a’( ) “,{*’ac ) A't)'ab )y ~~ ah *at‘

noldd ale vestclewse,
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Darstellung der erzeugten Untergruppe
E= &t woguly ) € auu rumenlin, s !
(E) = m{U‘(U,*) ist Untergruppe von (G,*) und E C U} =N R
M={ayx--xa,|IneNgVi=1,...,n(aj e EUE")}
Beweis. L & <EY: & i UER bdu;b'ﬁr‘
D Eell ud U UG Gt gt Ef=uL.
W G alg. bagl ® == L catbatlt
n=0) e (n=t) oy fir a, s€EVE' el (U2)
avar duar ag,a,6 GuE' .  Trdultdrou, wber MEAY !
Mk, (o ww ekl R
> e N =<6
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Darstellung der erzeugten Untergruppe

= ﬂ{U‘(U,*) ist Untergruppe von (G, *) und E C U}

M={ayx--xa,|IneNgVi=1,...,n(aj e EUE")}
Beweis. 46 SH!
c Mid UG v g-, Nube da, UG- Kt
NWe @ AReuu 2zsh.
S ok -, nud b -—vbu lacwt.QMH
Ao cwcd o 8~—vwa, o5 kb, ) e
\/\(_—)

,c\(wwlp( el eeuc UG et

. wpdcr uf e (L Nk |
~0 LE>=NR =«W_.
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erzeugte Untergruppe

Beispiel

Fiir die Elemente von S3

2 3 (123 oo

2 3 1 02—312 rehungen
2 2
2 1

g) Spiegelungen

a 60 —i
gllt < lﬁl’ ) {\i" 6\3 '%‘ ) 6106; ) ”"')6}0@7[\‘5
= ,,:6‘3
= {64’4 6‘1;
Q63 = 3 60 &, 6, Guooy, 7‘1 4{6\0,5\1@,}
— —
= =bz \3
40,6250 = S
£ Ereugendesgion
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von nur einem Element erzeugte Untergruppe

Definition
Es sei (G, ) eine Gruppe.

O Die von a € G erzeugte Untergrupp:: ({a}) heilt die von a

erzeugte zyklische Untergruppe von (G, x).

@ Falls G = (a) fiir ein a € G gilt, so heift (G, x) eine zyklische

Gruppe. E——
ﬂ
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von nur einem Element erzeugte Untergruppe
Beispiel

0 Tu (4,t) treyb wmez dw 24U Mg

fwmysS -

2] m=1 o s~ 2cgen  geauz (2, +)
cAd = «~1(> =2,
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abkiirzende Schreibweisen

Definition
Es sei (H, ) eine Halbgruppe, a € H sowie A,B C H.
axB:={axb|be B}
Bxa:={bxal|be B}
AxB:={axblac A, be B}
A" = {a'|a € Aist invertierbar}

Beispiel

UG- ok > Lep u+ru el
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Untergruppe induziert eine Aquivalenzrelation

Lemma
Es sei (U, ) eine Untergruppe der Gruppe (G, *). Dann gilt:
Q a-Ybh & lb € ax Ulist eine Aquivalenzrelation.

~ al bl

© Die Aquivalenzklassen sind [a] :@ U. Lodcsneoenmldanze,
u=te]

© Jede Aquivalenzklasse ist gleichmichtig zu U.

Beweis.
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Untergruppe induziert zwei Aquivalenzrelationen

Definition
Es sei (U, *) eine Untergruppe der Gruppe (G, *). \
= a'vpel c= axbell
a~Vb o beaxU als b e acUxb

[a].v =|a x UlLinksnebenklasse [a]u, :‘U * a[Rechtsnebenklasse

kY d
Bapr - <k bt ludea L= ] % @Uc&]
&
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Untergruppe induziert zwei Aquivalenzrelationen

Beispiel
g;\_S& U= Jloel | o(z) =3 L = b%,ﬁ(%
[60] ES4] EGO]U‘V
EGR]N 64 o M U
& /N
0,
L&, 2 Loy
0‘40(L=)164° 60) §,0 G\S’% MOG4= {€°06416@61%
:5(64,61(2, = {61‘63;
6,0U="40,00, 6,008 Woa, = 46006, 6.0 6.}
=~ {6, 6
IL 2, 573 =L°-2—46“r9
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Satz von Lagrange

Satz
Es sei (G, x) eine endliche Gruppe und (U, x) eine Untergruppe.
Dann gilt #U | #G.

Beweis. Hausaufgabe
Duss Sab whwinkt e moglidwa
Wgodkwedldater vou Uindergruppeec eem L

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 05 21 / 34



Homomorphismus von Halbgruppen

Definition
Es seien (H1, ) und (H,,O) zwei Halbgruppen.
@ Eine Abbildung f: H; — H, heilt strukturvertraglich oder ein
Homomorphismus von (Hy, ) in (H2,O), wenn gilt:
f(axb)=f(a)Of(b) firallea,be H.
ool velenapfen et riber
dawm et danw veslendpiun

@ Ist zudem f: H; — H> bijektiv, so heilt f auch strukturerhaltend
oder ein Isomorphismus.
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Homomorphismus von Halbgruppen

Endomonphucmus
Beispiel -~ N
QO fF(N,+) > (N,4+)mit f: n+—>2n =hti
g(yut-m) =2(nt) = NEM Nt = NER T Mt
= 2n €2 = Pn) £fGm) 4

@ Es sei X eine Menge und xg € X.
®: (NX,4) = (N, +) mit &: f — f(x) Avrsetucgiide.

TRedchbrea X~ N mit pfuakfede +
E(f<g) = feg) (k) = {0o) £500) = 1Y) €2G) v
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Homomorphismus von Monoiden

Definition
Es seien (M1, %) und (M,, ) zwei Monoide.
@ Eine Abbildung f: M; — M heillt strukturvertraglich oder ein

Homomorphismus von (Mg, %) in (M,,0), wenn gilt:
f(axb)=f(a)df(b) firallea,be My,

f(el) = €.
ez ‘?@quld'&\'c, ales | lpr A Sukhoen auwnmaciut’

@ Ist zudem f: My — M, bijektiv, so heillit f auch
strukturerhaltend oder ein Isomorphismus.
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Homomorphismus von Monoiden

Beispiel
Q@ f:(Nh+)— (L) mit f:n—2n
Meuod Hauowt
{©) = 0+0 =0 -

@ Es sei X eine Menge und xg € X.
b (Nf,—{—) — (N, +) mit : f — f(xo)

newveden Elument MON;‘ (Mfwkdm)
ﬁ(omax) =ONK(:<°) =0 v
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Homomorphismus von Gruppen

Definition
Es seien (Gi,*) und (Gy,0) zwei Gruppen.

@ Eine Abbildung f: G; — G, heilt strukturvertraglich oder ein
Homomorphismus von (G, %) in (Gz,0), wenn gilt:

f(axb)=f(a)Of(b) fir allea,be G.

@ Ist zudem f: Gy — G bijektiv, so heilt  auch strukturerhaltend
oder ein Isomorphismus.

(Igk0 Gt L ndbat fe) =2
wd )= gt 2
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Homomorphismus von Gruppen

Mau wmiwr glae E@cmwaﬂm Nl forclen |
Lemma

Ein Gruppenhomomorphismus erfiillt
Q fla)=e
@ (f(a)) =1(d)
Beweis. @ 4)(21) be, = {(Q) = (e, +<,)
= fley m fle,) = ©L={le) (Udrmaymrget)
@ ') = fe) = g =4l e, .
Ewnectips Trt teddit dn foygpee ucr !
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Homomorphismus von Gruppen

Beispiel
Q Esseia>0,a#1. '(374.
log,: (Rso,-) — (R, +) bljeho  aleo
— ‘—é-( Romenpiome,
gruyxpc mpe

@u(&'g) = /{%a_x‘ f’@kﬂ
@ sgn: (Sn,0) — ({1}, )
g (G1062) = (L) - (sgn 63) @b A
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Isomorphie ist Aquivalenzrelation

~S
Lemma =

Die Isomorphie von Halbgruppen bzw. von Monoiden bzw. von Gruppen
ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. ({u}f talbgngaen )

Reflocintit ! (at) X W) mid Ay,

© ymmedc ! GRS (Ho,2) mit \f" 2k,
8ttt ot bekehd el Hopmomolpumres !

g_\ (KD'V) = X-\({(az) l:lg‘ﬂ))
L
Ly gw) = (faxv) = orb
= {0 w47
s Trawrncindst 1 Vauwpoithon e Tsom&philnmen St
TRowp lns,

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 05 29 / 34



Endomorphismen und Automorphismen

Definition
@ Ein Homomorphismus von Halbgruppen bzw. von Monoiden bzw.

von Gruppen heit ein Endomorphismus, wenn beide Strukturen
identisch sind.

@ Ein Isomorphismus von Halbgruppen bzw. von Monoiden bzw. von
Gruppen heillt ein Automorphismus, wenn beide Strukturen
identisch sind. s

byjeho
WOWW NM(:IO
. S %} ico\.w
wdo ~——"— oo
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Bild eines Gruppenhomomorphismus

Definition
Es seien (Gi,*) und (G, ) Gruppen.

Das Bild von f ist definiert als

Bild(f) = {f(x) € G2 | x € G} = £(Gy).

&

Lemma
Bild(f) ist eine Untergruppe von (G, ).
Beweis. (LQ'W'-M’WM 2 =gle) ol it ¢, S8l (2.
Et saen X,qe&ifot{. 2 Ao ! xTay! CBIA P
x={f@), y=@9 xng'= {@)= &) =fa) > £E)
(
= {ax’) cku{.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 05 31/ 34



Kern eines Gruppenhomomorphismus

Definition
Es seien (Gi,*), (G2,0) Gruppen mit neutralen Elementen e; bzw. e;.

Der Kern von f ist definiert als
Kern(f) = {xg € G1 | f(x) = &} = f_l(éeg}). 9
2

\
Lemma Uene &
Kern(f) ist eine Untergruppe von ( Gy, ).

Beweis. UG- Wikt @ ¢p =flec) | alo !Z(ellzug 3

E scen b Kond - 21 g adb'e Uen P

%(ourb‘) = 4= ) = fa) = E{CN
=¢b e?_\ =g Ak a-rb\ello-..\f,
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Bild und Kern eines Gruppenhomomorphismus

Beispiel
Q sgn: (Sn,0) = ({£1},) :
nr2: Rl tga =~)Ey SwrEikho .
et Sgl& = sgn"(i&l;) = MMMM
= £ (R0 ,7) o x>0 dRes) el

flcq) =< y)® =X 4t = () -fly)  Grypevesdom.
Uene p = £ (AR )= ) 4] ot g 1o (R, ).
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Injektivitat eines Gruppenhomomorphismus
B et 21 2, dar i 24 a«feeaagga%l
Lemma

Es seien (G1,*), (G2,00) Gruppen mit neutralen Elementen e; bzw. e;.
Fiir einen Homomorphismus f: G; — G, sind dquivalent:

© f ist injektiv.
@ Kern(f) ={e1}.
© Die einzige Losung der Gleichung f(a) = ey ist a = €.

Beweis. =@ * {(gb) =¢, Gf klar. D aodﬂ/udw Gt
LY letn Lestees Element vou G auf < clgRrbvte,
AW Uem § =hed. Y

® > @ £ sdew @ b g Mil f@) = fo) . Ay
a=b. %(ourb‘) = g@d o fb) ={@)a %(9)‘
=4) o f)'=e alo axb'elone =1,
— kb =¢ AU, a=b du £ ] dyjekbd
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