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Algebraische Strukturen

Definition
Eine algebraische Struktur ist eine Menge X, ausgestattet mit einer
oder mehreren Verkniipfungen.

Beispiel

Halbgruppe
Gruppe
Ring
Korper

Vektorraum
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Verkniipfung

Definition
Es sei X eine Menge. Eine (innere) Verkniipfung auf X ist eine

Abbildung
*x: X x X = X.

Wir schreiben a % b statt x(a, b).
Beispiel
+:NxN—=N  Addition
- NxN—=>N Multiplikation
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Verkniipfung

Beispiel
Q@ Auf {0,1} definieren wir die zwei +2 ‘ 0 1 2 ‘ 0 1
Verkniipfungen 0 0
1 1
(2]
o
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Halbgruppe

Definition
Eine Halbgruppe (H, x) ist eine Menge H mit einer assoziativen
Verkniipfung x auf H, also

Beispiel
QO (N, +), (No, +), (Z, +), (Q, +), (R, +) und (C, +)

2] (N")' (N07')' (Z")' (Qa ')- (R") und ((Cv)

© ({0,1},+2) und ({0,1}, )
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Halbgruppe

Beispiel
(%]

Q (P(X),N), (P(X),U) und (P(X),A )
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neutrales Element

Definition
Es sei (H, ) eine Halbgruppe.

Ein e € H heilt ein neutrales Element von (H, ), wenn gilt:

Eine Halbgruppe (H, x) mit einem neutralen Element heilt ein Monoid.

Lemma

Es sei (H, ) eine Halbgruppe. Sind e; und e, beides neutrale Elemente
von (H,*), dann gilt e; = ey.

Beweis.
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Halbgruppe mit/ohne neutralem/s Element

Beispiel
Q (N, +) besitzt kein neutrales Element.

(2] (N07+)' (Zv +)' (Q7+)' (Rv +) und (C7+)
haben alle das neutrale Element 0.

(3] (Nv')' (No,~), (Z7')' (Q> '). (R") und ((Cv')

haben alle das neutrale Element 1.
O +2]0 1 |0 1

0
1

= O (N
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Translationen

Definition
Es sei (H, ) eine Halbgruppe. Fiir festes a € H heifit die Abbildung

*3: H> x+— xxae€ H die Rechtstranslation mit a,
#: H>x— axx € H die Linkstranslation mit a.

Beispiel
o

2]
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invertierbares Element, inverses Element

Definition
Es sei (H,x) eine Halbgruppe mit neutralem Element e.

Ein Element a € H heilt invertierbar oder eine Einheit von (H, %),
wenn ein b € H existiert mit

In diesem Fall heiBt b ein inverses Element oder ein Inverses zu a.
Beachte: b ist Inverses zu a < a ist Inverses zu b!

Lemma

Es sei (H, ) eine Halbgruppe mit neutralem Element e. Ist a € H
invertierbar und sind by und b, beides Inverse zu a, dann gilt by = b,.

Beweis.
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invertierbares Element, inverses Element

Beispiel
© (N, +) hat kein neutrales Element, also auch keine invertierbaren
Elemente.

@ In (Np, +) ist nur das Element O invertierbar. Es ist zu sich selbst
invers.

Q In (Z,+), (Q,+), (R,+) und (C,+) sind alle Elemente
invertierbar. Das Inverse von a wird mit —a bezeichnet.

Q In ({0,1},42) sind beide Elemente invertierbar. +5 ‘ 0 1
Beide sind zu sich selbst invers. 0

1
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invertierbares Element, inverses Element

Beispiel
@ In (N,-) und (No, -) ist nur das Element 1 invertierbar. Es ist zu
sich selbst invers.

@ In (Z,-) sind nur 1 und —1 invertierbar. Beide sind zu sich selbst
invers.

@ In(Q,-), (R,-) und (C,-) sind alle Elemente bis auf 0 invertierbar.
Das Inverse von a wird mit a—! oder 1/a bezeichnet.

@ In ({0,1},-2) ist nur das Element 1 invertierbar. Es 2 ‘ 0 1
ist zu sich selbst invers. 0
1
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allgemeine Notation
@ Wir bezeichnen eine allgemeine Halbgruppe oft mit (H, *).
@ Das neutrale Element (wenn es existiert) heift hiufig e.

@ Das Inverse von a € H wird (wenn es existiert) hiufig mit &’
bezeichnet.

e Das neutrale Element e (wenn es existiert) ist immer invertierbar
und zu sich selbst invers: & = e.
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additive Notation

@ Wir sprechen von einer Halbgruppe in additiver Notation
(H,+), wenn wir die Verkniipfung als ,,Addition” bezeichnen und
mit + (oder dhnlich) notieren.

@ Das neutrale Element (wenn es existiert) heift dann haufig das
Nullelement 0p.

@ Das Inverse von a € H wird dann (wenn es existiert) hdufig mit —a
bezeichnet.

@ Das neutrale Element 0y (wenn es existiert) ist immer invertierbar
und zu sich selbst invers: —0y = 0y.
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additive Notation

e Fir n € Nund a € H ist na eine Abkiirzung fiir a+ - - -+ a (n-mal).

@ Besitzt H das neutrale Element Oy, so definieren wir auch
0Oa:= OH.

o Ist weiter a € H invertierbar, dann ist auch na invertierbar fiir
n € No, und wir setzen (—n)a = —(na).

o Es gilt
n(ma)=(n-m)a und (n+m)a=na+ma

fir alle n, m € 7Z, fiir die beide Ausdriicke in der jeweiligen
Gleichung definiert sind.
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multiplikative Notation

@ Wir sprechen von einer Halbgruppe in multiplikativer Notation
(H,-), wenn wir die Verkniipfung als ,, Multiplikation" bezeichnen
und mit - (oder dhnlich) notieren.

@ Das neutrale Element (wenn es existiert) heift dann haufig das
Einselement 14.

@ Das Inverse von a € H wird dann (wenn es existiert) haufig mit
a~—! bezeichnet.

@ Das neutrale Element 1y (wenn es existiert) ist immer invertierbar
und zu sich selbst invers: 1;1 =1y.
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multiplikative Notation

e Fiir n€ N und a € H ist a" eine Abkiirzung fiir a- - - - - a (n-mal).

@ Besitzt H das neutrale Element 14, so definieren wir auch
0.
a = 1H-

o Ist weiter a € H invertierbar, dann ist auch a” invertierbar fiir
n € Np, und wir setzen a=" = (a") 7.

o Es gilt
(aM)"=2a"" und """ =3a"-a"

fir alle n, m € Z, fiir die beide Ausdriicke in der jeweiligen
Gleichung definiert sind.
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Kompositionsnotation

@ Wir sprechen von einer Halbgruppe in Kompositionsnotation
(H, o), wenn wir die Verkniipfung als ,,Komposition” bezeichnen
und mit o (oder dhnlich) notieren.

@ Das neutrale Element (wenn es existiert) heifft dann haufig die
Identitat id.

@ Das Inverse von a € H wird dann (wenn es existiert) haufig mit
a~—! bezeichnet.

@ Das neutrale Element id (wenn es existiert) ist immer invertierbar
und zu sich selbst invers: id ™' = id.
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Kompositionsnotation
e Fir n€ N und a € H ist a" eine Abkiirzung fiir ao--- o a (n-mal).
@ Besitzt H das neutrale Element id, so definieren wir auch a° := id.

o Ist weiter a € H invertierbar, dann ist auch a" invertierbar fiir
n € Np, und wir setzen a=" = (a") 1.

o Esgilt
(a")™ =a"" und a"tm = 3" 0 g™

fir alle n, m € Z, fiir die beide Ausdriicke in der jeweiligen
Gleichung definiert sind.
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Gruppe

Definition
Ein Monoid (H, %) heilt eine Gruppe, wenn jedes Element aus H ein
Inverses besitzt.

Beispiel
Q (Z,+).(Q,+), (R,+) und (C, +) sind Gruppen.

Q (Q+0,), (Rxo,-) und (Cxg, -) sind Gruppen.

© In jedem Monoid (H, %) ist die Menge der invertierbaren Elemente
E(H,x) = {a € H|a ist invertierbar}

eine Gruppe, genannt die Einheitengruppe E(H,x) von (H,x).
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Gruppe

Beispiel
©Q Fir m € N bildet die Menge +m 0 1 --- m-1
Zm = {0,1,...,m — 1} mit 0
der Verkniipfung +,, (Additi- 1

on modulo m) eine Gruppe.

m—1

@ Ist X eine Menge und (G, ) eine Gruppe, dann ist (GX, %) eine
Gruppe.

@ (XX, 0) ist keine Gruppe, sobald X zwei oder mehr Elemente
enthalt.
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Rechenregeln fiir Inverse

Satz
Es sei (G, x) eine Gruppe mit neutralem Element e.

@ Kiirzungsregeln

a*blza*bz = b1=b2
bl*a:bg*a = b1:b2

Beweis.
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Rechenregeln fiir Inverse

Satz
Es sei (G, ) eine Gruppe mit neutralem Element e.

@ In einer Gruppe reicht es fiir den Nachweis, dass a und b Inverse
voneinander sind, aus, diese in einer der beiden Reihenfolgen
miteinander zu verkniipfen:

axb=e = b=4d
axb=e = a=V¥b

Beweis.
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Rechenregeln fiir Inverse

Satz
Es sei (G, ) eine Gruppe mit neutralem Element e.

© Die Invertierung ist involutorisch, d. h., es gilt
(d) = a
@ Fiir das inverse Element zu ax b gilt
(axb) =b'xd

Beweis.
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Gruppenkriterium mit Translationen

Lemma

Q Ist (G, *) eine Gruppe, so sind alle Rechtstranslationen x, und alle
Linkstranslation  bijektive Abbildungen G — G.

@ Ist (H,*) eine nichtleere Halbgruppe und sind alle
Rechtstranslationen x, und alle Linkstranslationen s surjektive
Abbildungen, dann ist (H, %) eine Gruppe.
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Gruppenkriterium mit Translationen

Beispiel

Ist die Menge {O,X, ©,&, @ B>} mit den Verkniipfungen * bzw. (J eine
Gruppe? (Assoziativitdt wurde bereits gepriift und bestatigt.)

©

&

@

G

B

VEeaR |
BVORG®| R
CHC®®V
RoVR®a
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Gruppenkriterium mit Translationen

Beispiel
Assoziativitat der Verkniipfung ist Voraussetzung fiir die Anwendung
des Gruppenkriteriums! Die Menge {©,X, ©} mit der Verkniipfung x

*‘@&@
OO0 X ©
X Q0 © X
O X O ©

ist keine Gruppe, da x nicht assoziativ ist!

(OxNxK=0xXK =0
Ox(OxX)=0+«XK=K
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Kommutativitat

Definition
Eine Halbgruppe bzw. ein Monoid bzw. eine Gruppe (H, ) heillt
kommutativ oder abelsch, wenn gilt:

x*xy=yx*x firallex,y e H.

Beispiel
O (N, +), (No,+), (Z,+), (Q,+), (R, +)und (C, +)

2] (Nv‘)' (No,’), (Z7')v (Qf)- (R,-)und ((Cv)

© ({0,1},+2) und ({0,1}, )
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die symmetrische Gruppe

Definition
Es sei X # () eine Menge und S(X) = {f: X — X | f ist bijektiv}.
@ (5(X),0) heift die symmetrische Gruppe auf X.
Jedes Element von S$(X) heift eine Permutation von X.
e Ist X = [1, n] fiir n € N, so schreiben wir auch S, und sprechen
von der symmetrischen Gruppe vom Grad n.

Jedes 0 € S, heifit eine Permutation von [1, n].

Darstellung einer Permutation o € Sp;:

S, hat n! Elemente.
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die symmetrische Gruppe vom Grad 3

Beispiel
Die symmetrische Gruppe S3 hat 3! = 6 Elemente:

(123 (123 N
790 = {4 3) 17 2 1) 27 \3
(123 1
3= 1\1 o) 747 \3

g) Drehungen

NN W
=N =N

W N NN

g) Spiegelungen
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Transposition

Definition

Eine Permutation o € S,;, n € N, heilt eine Transposition, wenn es
Zahlen i,j € [1, n] mit i # j gibt, sodass o i und j vertauscht und den
Rest von [1, n] unverdndert lasst. Wir schreiben dann o = 7(i, ).

Satz

Es sei n € N. Jede Permutation o € S,, |asst sich als Komposition von
0 < r < n— 1 Transpositionen schreiben.

Beweis durch vollstandige Induktion.
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Zerlegung in Transpositionen

Beispiel
1 2 3 4\ @410 (1 2 3 4
2 3 41 2 3 1 4
7(3,1)0 1 2 3 4
2 1 3 4
T21)0 (1 2 3 4
1 2 3 4
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Fehlstand und Signum einer Permutation

Definition
Es sei n € N und o eine Permutation in S,,.
@ Ein Indexpaar (i,}) € [1, n]? heiBt ein Fehlstand von o,
wenn i < j und o(i) > o(j) gilt.

@ Das Signum von o ist

sgno ‘= H 70('/)_ _ J(I)
., J — 1
1<i<j<n

Beispiel
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Eigenschaften von Signum

Definition
Es sei n € N und o eine Permutation in S,,.

o heilit eine gerade Permutation im Fall sgno = 1.
o heillt eine ungerade Permutation im Fall sgno = —1.

@ sgno = (_1)Anzahl der Fehlstande von o _. pParitit von o

sgnid = 1 und sgnT = —1 fiir jede Transposition 7

@ sgn(o1 002) = (sgnoi) - (sgnoz)

@ 0 =T110---07, (Komposition von r € N Transpositionen in S,)
impliziert sgno = (—1)"
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