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Algebraische Strukturen

Definition
Eine algebraische Struktur ist eine Menge X, ausgestattet mit einer
oder mehreren Verkniipfungen.

[

"

Beispiel
e Halbgruppe 21 e th.n&,a{u..:{
o Gruppe
® Ring | e Vorudpho
ppr
o Korper

o Vektorraum ug‘yﬂ‘eg
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Verkniipfung

Definition Opvation
Es sei X eine Menge. Eine (innere) Verkniipfung auf X ist eine

Abbildung
x: X x X — X.

Wir schreiben a % b statt x(a, b).
Beispiel
+:NxN—-N  Addition
- NxN-—=>N Multiplikation

— ot WMMMN
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Verkniipfung

x 2,

Beispiel
Q@ Auf {0,1} definieren wir die zwei +2 ‘ 0 1 2 ‘ 0 1

Verkniipfungen 0lo 4 0lo o

1 (40 110 1
Q0 X du keye , (S¥) Sadds
§*= 1Ll & x-S 2 &
£ SK xSk SF mik (Prg)(x) - = L) xglx) € S
pm)dhmﬁc

O ¥ o Hegye wad X = 1L 14 X=X
o )(xx xE =X mit @og)(r) := Llg(x)) €X
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Halbgruppe

Definition
Eine Halbgruppe (H, x) ist eine Menge H mit einer assoziativen
Verkniipfung x auf H, also

Xryle2 =2 x x(y »2)

Beispiel
© (N, +), (No,+), (Z,+), (@, +), (R, +) und (C, +) Halbgapea/
— oy Z ut Vw.idamomha)’ Cj{z_‘i)-"*

2] (Nv )' (NO’ )v (Z’ )- (Q7 ). ( ,‘ Und WM» e

o ({07 1}7+2) und ({07 1}5 ‘2) Mbjﬂfv&w
0¢A40) =02V 0 waw
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Halbgruppe

Beispiel
0 X e Mo v Holbgnge
Domn o C 1) Yalbgome . Auozbcdomiit-voati s |
C%*Q)*l&] ()") = -
L{*@g+w] (0 = —
9 y <
X e Houge (X 0) Gt Halbgogpe
Lewpocihow vou Tunbhoreu ut awzlito
(Lamma 6 46 )

0 (P(X),N), (P(X),V) und (P(X),A) +blb§ﬂ,qo¢v\

dsw— = N 1O Ul &6 Sl apoito
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neutrales Element

Definition
Es sei (H, ) eine Halbgruppe.

Ein"e € Hheilt ein neutrales Element von (H, ), wenn gilt:

X =X wund XK *e=x  fur clls xett

Eine Halbgruppe (H, x) mit einem neutralen Element heilt ein Monoid.

Lemma

Es sei (H, ) eine Halbgruppe. Sind e; und e, beides neutrale Elemente
von (H,*), dann gilt e; = ey.

Bewesis. ¢, =€ * g Ao @2 Viewdeo
= 4, do_¢, nedal
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Halbgruppe mit/ohne neutralem/s Element

Beispiel
O (N, +) besitzt kein neutrales Element.
—

Q@ (No,+), (Z,+), (Q,+), (R,+) und (C,+)

haben alle das neutrale Element 0.

o (Nv')' (No,-), (Z7')' (Qa')v (R") und (Cv')

haben alle das neutrale Element 1.

L\rmwwwmm !

Q@ + [0 1 20 1 4 n
ﬁ.’( OM 0) © © Eltwet
V|« o —sl) o YW
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Translationen

Definition
Es sei (H, ) eine Halbgruppe. Fiir festes a € H heifit die Abbildung

*3: H> x+— xxae H die Rechtstranslation mit a,

x: H>x+— axx e H die Linkstranslation mit a.

Beispiel

O(R t) mila=lzZ . Pecdt~Uud Lk, lahohen
Shmmn o el Ademten - Acicon
wu I2

() LRQQ) mi- glo > =2X
Dﬂ { o fog mit CEooxx) = L) = f(2x)
» dregof it @ofd(x) =gl =240
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invertierbares Element, inverses Element

Definition
Es sei (H, ) eine Halbgruppe mit neutralem Element e.

Ein Element a € H heilit invertierbar oder eine_Einheit von (H, %),
wenn ein b € H existiert mit

ardb = ud bra =
In diesem Fall heiBt b ein inverses Element oder ein Inverses zu a.
Beachte: b ist Inverses zu a < a ist Inverses zu b!

Lemma

Es sei (H, ) eine Halbgruppe mit neutralem Element e. Ist a € H
invertierbar und sind by und b, beides Inverse zu a, dann gilt by = b,.

Beweis. b= bae = b * (arbz)
=Y ro )Yy, = <% b, = b,
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invertierbares Element, inverses Element

Beispiel

© (N, +) hat kein neutrales Element, also auch keine invertierbaren
Elemente.

@ In (Np, +) ist nur das Element O invertierbar. Es ist zu sich selbst
invers.

Q In (Z,+), (Q,+), (R,+) und (C,+) sind alle Elemente
invertierbar. Das Inverse von a wird mit —a bezeichnet.

© In ({0,1},42) sind beide Elemente invertierbar. +5 ‘ 0

Beide sind zu sich selbst invers. 0 o 1
00=0 o
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invertierbares Element, inverses Element

Beispiel
@ In (N,-) und (No, -) ist nur das Element 1 invertierbar. Es ist zu
sich selbst invers.

@ In (Z,-) sind nur 1 und —1 invertierbar. Beide sind zu sich selbst
invers.

@ In (Q,-), (R,-) und (C,-) sind alle Elemente bis auf 0 invertierbar.
Das Inverse von a wird mit a—! oder 1/a bezeichnet.

@ In ({0,1},-2) ist nur das Element 1 invertierbar. Es 2 ‘ 0
ist zu sich selbst invers. 0o
1 o

AQ|
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allgemeine Notation
@ Wir bezeichnen eine allgemeine Halbgruppe oft mit (H, *).
@ Das neutrale Element (wenn es existiert) heift haufig e.

e Das Inverse von a € H wird (wenn es existiert) hiufig mit &’
bezeichnet.

e Das neutrale Element e (wenn es existiert) ist immer invertierbar
und zu sich selbst invers: & = e.
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additive Notation

@ Wir sprechen von einer Halbgruppe in additiver Notation
(H,+), wenn wir die Verkniipfung als ,,Addition” bezeichnen und
mit + (oder dhnlich) notieren.

e Das neutrale Element (wenn es existiert) heift dann haufig das
Nullelement 0p.

@ Das Inverse von a € H wird dann (wenn es existiert) hdufig mit —a
bezeichnet.

@ Das neutrale Element 0y (wenn es existiert) ist immer invertierbar
und zu sich selbst invers: —0y = 0y.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 04 14 / 34



additive Notation

e Fir n € Nund a € H ist na eine Abkiirzung fiir a+ - - -+ a (n-mal).

@ Besitzt H das neutrale Element Oy, so definieren wir auch
0Oa:= OH.
@ Ist weiter a € H invertierbar, dann ist auch n a invertierbar fiir
n € No, und wir setzen (—n) a = —(na).
RVA
cL
o Es gilt M /CL&Z. il
n(ma)=(n-m)a und (n+m)a=na+ma
——

~k
fir alle n, m € 7Z, fiir die beide Ausdriicke in der jeweiligen
Gleichung definiert sind.
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multiplikative Notation

@ Wir sprechen von einer Halbgruppe in multiplikativer Notation
(H,-), wenn wir die Verkniipfung als ,, Multiplikation" bezeichnen
und mit - (oder dhnlich) notieren.

e Das neutrale Element (wenn es existiert) heift dann haufig das
Einselement 14.

@ Das Inverse von a € H wird dann (wenn es existiert) haufig mit
a~! bezeichnet.

@ Das neutrale Element 1y (wenn es existiert) ist immer invertierbar
und zu sich selbst invers: 1;1 =1y.
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multiplikative Notation

e Fir n€ N und a € H ist a" eine Abkiirzung fiir a- - - - - a (n-mal).

@ Besitzt H das neutrale Element 14, so definieren wir auch
0.
a = 1H-

o Ist weiter a € H invertierbar, dann ist auch a” invertierbar fiir
n € Np, und wir setzen a=" = (a") L.

o Es gilt
(aM)"=2a"" und """ =3a"-a"

fir alle n, m € Z, fiir die beide Ausdriicke in der jeweiligen
Gleichung definiert sind.
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Kompositionsnotation

@ Wir sprechen von einer Halbgruppe in Kompositionsnotation
(H, o), wenn wir die Verkniipfung als ,,Komposition“ bezeichnen
und mit o (oder dhnlich) notieren.

@ Das neutrale Element (wenn es existiert) heifft dann haufig die
Identitat id.

@ Das Inverse von a € H wird dann (wenn es existiert) haufig mit
a~! bezeichnet.  goa' =t

@ Das neutrale Element id (wenn es existiert) ist immer invertierbar
und zu sich selbst invers: id ™' = id.
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Kompositionsnotation
e Fir n € N und a € H ist a" eine Abkiirzung fiir ao--- o a (n-mal).
@ Besitzt H das neutrale Element id, so definieren wir auch a° := id.

o Ist weiter a € H invertierbar, dann ist auch a" invertierbar fiir
n € Np, und wir setzen a=" = (a") L.

o Esgilt
(a")™ =a"" und a"tm = 3" 0 g™

fir alle n,m € Z, fiir die beide Ausdriicke in der jeweiligen
Gleichung definiert sind.
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Gruppe

Definition
Ein Monoid (H, %) heilt eine Gruppe, wenn jedes Element aus H ein
Inverses besitzt.

Juuene ewdmhé
Beispiel

Q (Z,+), (Q,4), (R, +) und (C,+) sind Gruppen. +~
Q (Q+0,), (Rxo,-) und (Cxg, -) sind Gruppen. /

© In jedem Monoid (H, %) ist die Menge der invertierbaren Elemente
E(H,x) = {a € H|a ist invertierbar}

eine Gruppe, genannt die Einheitengruppe E(H,x) von (H,x).
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Gruppe

Beispiel
@ Fiir m € N bildet die Menge +m ‘ 0 1 m—1
Zm = {0,1,,”’]—1} mlt 0 o) A ~~ wm~1
der Verkniipfung ﬁ—m (Additi- 1 42 ——— O
on modulo m) eine Gruppe. _ 1
T - < - ’

L Exg)
@ Ist X eine Menge und (G, ) eine Gruppe dann ist (GX, %) eine
Gruppe. Thweste 2a &t ( : X~

o =

mt

49" | daun @t vamlizn @480 = forfle)
=e
Q (XX, 0) ist keine Gruppe, sobald X zwei oder mehr Elemente

enthalt. D i Eltnunde S0A (oo e
St Tondettonon. X~ X.
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Rechenregeln fiir Inverse

Satz
Es sei (G, ) eine Gruppe mit neutralem Element e.

@ Kiirzungsregeln

a*blza*bz = b1:b2
bl*a:bg*a = b1:b2

Beweis. O.¥& =axb,
PN (o,‘*ka)-\rb( =(a/‘fk%)?kbg
= e ¥ = e¥b,
=p by = bL

Lort tnalgg
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Rechenregeln fiir Inverse

Satz
Es sei (G, ) eine Gruppe mit neutralem Element e.

@ In einer Gruppe reicht es fiir den Nachweis, dass a und b Inverse
voneinander sind, aus, diese in einer der beiden Reihenfolgen
miteinander zu verkniipfen:

axb=e = b=4
axb=e = a=V¥V

Beweis. &X (den a,b6§ mit axb=e.
hudicerect &t o duestofiar o0 gLk arxal se.
Ao - oxb = sl = b=a'.

Zroete_ MII\‘-L, A TVAI
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Rechenregeln fiir Inverse

Satz
Es sei (G, ) eine Gruppe mit neutralem Element e.

© Die Invertierung ist involutorisch, d. h., es gilt
(&) =a
@ Fiir das inverse Element zu ax b gilt
(axb) =b xd
l

Beweis. @ Tt a o€ Tuwere e o'
oxp = ¢ ?
plyoe = e
@ Qo) (L) = axr(brbrg!
=0 *era'l= oxal =e
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Gruppenkriterium mit Translationen

Lemma ot Ljes Usidens

Q Ist (G, *) eine Gruppe, so sind alle Rechtstranslationen x, und alle
Linkstranslation  bijektive Abbildungen G — G.

hiwseddu~dden boitre— _
@ Ist (H,*) eine nichtleere Halbgruppe und sind alle
Rechtstranslationen x, und alle Linkstranslationen j surjektive

Abbildungen, dann ist (H, %) eine Gruppe.

x| O—

L oA
Coplie 2 Pectof m M LUA-b;j:z‘““p
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Gruppenkriterium mit Translationen

Beispiel Sudolog—Underce,
Ist die Menge {O,X, ©,R, @ B>} mit den Verkniipfungen * bzw. [J eine
Gruppe? (Assoziativitat wurde bereits gepriift und bestatigt.)

» €0 ® ¢ O B 0K © 8 ¢ O b
¢lo B VU ® &KX ele /o) v ¢l ©
|0 8 O BoX_& N R\O ® ¢ ) b
—0 (O RO B> VAL vas 2VEEVE ¥ &)
©0|¢ 0V b X O R 0|0 ¢ 0 0 [9] ¢
i K & O ® O Bl® 0 X O |0
Pl ¢ X © B O Bl ¢ ® 0 U KX

g

]
'
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Gruppenkriterium mit Translationen

Beispiel
Assoziativitat der Verkniipfung ist Voraussetzung fiir die Anwendung
des Gruppenkriteriums! Die Menge {©,X, ©} mit der Verkniipfung x

*‘Q?|Z|@
10 X Q
X 0 © KX
OX QO ©

ist keine Gruppe, da x nicht assoziativ ist!

(OxNxK=0xK =0
Ox(OxX)=0+«XK=K
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Kommutativitat
E,l%uvwb%({y o
Definition
Eine Halbgruppe bzw. ein Monoid bzw. eine Gruppe (H,x) heillt

kommutativ oder abelsch, wenn gilt:

x*xy=yx*x firallex,y e H.

Beispiel
QO (N,+), (No,+), (Z,+), (Q,+), (R,+)und (C,+) m‘dﬁlﬂ;u~
2] (Nv')' (No,'), (Z")v (Qf)- (]R,.)und (Cv) M Au-f Vv

et

O ({0.1},+2) und ({(0.1}2)  thneale o

(XX o) VA wut konmuutato
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die symmetrische Gruppe

Definition
Es sei X # () eine Menge und S(X) = {f: X — X | f ist bijektiv}.
@ (5(X),0) heift die symmetrische Gruppe auf X.
Jedes Element von S(X) heift eine Permutation von X.

e Ist X = [1, n] fiir n € N, so schreiben wir auch S, und sprechen
von der symmetrischen Gruppe vom Grad n.

Jedes 0 € S, heifit eine Permutation von [1, n].

Darstellung einer Permutation o € Sp;:

1 2 3 s n
o(1) o(2) o(3) - o(n)
S, hat n! Elemente. W_‘ = A2 -~ n O!:/(
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die symmetrische Gruppe vom Grad 3

Beispiel
Die symmetrische Gruppe S3 hat 3! = 6 Elemente:

1 3 1 1
790 = {4 3) 17 2 3
1 3 1 1
93=\1 2) 747 \3 2
1

O¢ (o}
N 3/36 6 06} < O

22 & «-%’44 ¢ OF 86\((‘:621
3 natd kOMuac ~
3') tato
3 1 iio-ca 3
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NN W
=N =N

3 —
1) 727
3> e —

5 —
1) 2

W N NN

g) Spiegelungen



Transposition

Definition
Eine Permutation o € S,, n € N, heifit eine Transposition, wenn es
Zahlen i,j € [1, n] mit i # j gibt, sodass o i und j vertauscht und den
Rest von [1, n] unverdndert lasst. Wir schreiben dann o = 7(i, ).

€ givb (1) = 2rnt) veridusgdltnt [Fnapoiihonae,
Satz
Es sei n € N. Jede Permutation o € S, |asst sich als Komposition von

0 < r < n— 1 Transpositionen schreiben. nalet MM@!

Bet/eis ?urch vollstandige Induktion.
Sl A e
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Zerlegung in Transpositionen

Beispiel n=Y, ™2N=1=3 Thwopn. wodun Gebrwdt

1 2 3 4\ @410 (1 2 3 4

2 3 4 1 2 3 1 4
0

G (31 (1 2 3 4

2 1 3 4

21 (1 2 3 4

1 2 3 4

TRLo TR OoTENo & =
=> G= Teyo TU3t)o T2y
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Fehlstand und Signum einer Permutation

Definition
Es sei n € N und o eine Permutation in S,,.

@ Ein Indexpaar (i,}) € [1, n]? heiBt ein Fehlstand von o,
wenn i < j und o(i) > o(j) gilt.

@ Das Signum von o ist

a0 = [ 2W=20

1<i<j<n 47!
Beispiel 8Teu4m

123
321

,b()
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Eigenschaften von Signum

Definition
Es sei n € N und o eine Permutation in S,,.

o heilt eine gerade Permutation im Fall sgno = 1.
o heillt eine ungerade Permutation im Fall sgno = —1.

@ sgno = (_1)Anzahl der Fehlstande von o _. pParitit von o
@ sgnid =1 und ggn 7 = —1 fiir jede Transposition 7

s us-bw:ka@lum mrk
oLsgn(aloUz) = (Sgnffl)'(sg"q 0w -

@ 0 =T110---07, (Komposition von r € N Transpositionen in S,)
impliziert sgno = (—1)"

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 04 34 /34



