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Abbildung/Funktion

Definition
Eine Relation (R, X, Y') zwischen X und Y heillt
o linkstotal, falls fiir alle x € X ein y € Y existiert, sodass x R y gilt.

@ rechtseindeutig, falls fiir alle x € X und alle y1, y» € Y gilt:
XRy1 AxRy> = y1 = ys.

Eine solche Relation (f, X, Y') heift Abbildung von X in Y oder
Funktion von X in Y.

@ X heilt der Definitionsbereich oder die Definitionsmenge.

@ Y heilit die Zielmenge von f.

Der Graph der Funktion f: X — Y ist

{(x,f(x))[xe X} T X x Y.
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Notation von Funktionen
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Funktion
Beispiel
@ Die konstante Funktion auf X mit dem Wert yq ist
Xox—f(x)=yeY.
@ Fiir Mengen X C Y heilit die Abbildung ix_,y mit
X 3 x+— ix_y(x) = x
die kanonische Einbettung von X in Y.
© Fiir eine Menge X heilt die Abbildung idx mit
X 3 x = idx(x) = x

die identische Abbildung von X.
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Bildmenge

Definition
Es sei f: X — Y eine Funktion.

Fir A C X heilt
f(A) = {f(x)|x € A}

die Bildmenge von f auf A oder das Bild von A unter f.
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Einschrankung, Fortsetzung

Definition
Es sei f: X — Y eine Funktion.
Fiir A C X heilt die Funktion f|,

Ad x> fla(x) =f(x) €Y

die Einschrankung oder Restriktion von f auf A.

Gilt f(A) C B, so ist f|B die Einschrinkung von f auf A, wobei
zusatzlich die Zielmenge durch B ersetzt wird:

A3 x— flIB(x) = f(x) € B.
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Urbild

Definition
Es sei f: X — Y eine Funktion.

Fir B C Y heillt die Menge
f~1(B) = {x € X |f(x) € B}

das Urbild von B unter f.
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Bilder, Urbilder von Vereinigungen und Schnitten

Satz

Es sei f: X — Y eine Funktion. Weiter seien {X;|i € I} bzw.
{Yj|Jj € J} eine Menge von Teilmengen von X bzw. Y. Dann gilt:

f(U Xi) = U F(Xi) f(ﬂ Xi) C () F(X)

i€l i€l i€l
UY) =Um () =N
Jjed jed jed jed
Beweis.
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Surjektivitat

Definition
Eine Funktion f: X — Y heift surjektiv, wenn f(X) = Y gilt.
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Injektivitat

Definition
Eine Funktion f: X — Y heilt injektiv, wenn fiir x, x> € X gilt:
f(Xl) = f(X2) = X1 = X2.
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Bijektivitat

Definition
Eine Funktion f: X — Y heilt bijektiv, wenn sie surjektiv und injektiv
ist.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 03 11 /31


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Surjektivitat, Injektivat, Bijektivitat

Beispiel
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Komposition

Definition
Es seien f: X — Y und g: Y — Z Funktionen.

Die Funktion
X3 x 0 (gof)(x) = g(f(x) € Z

heillt die Komposition von f und g.

Beispiel
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Komposition injektiver und surjektiver Funktionen

Lemma

Es seien f: X — Y und g: Y — Z Funktionen.
@ Sind f und g beide injektiv, so ist auch g o f injektiv.
@ Sind f und g beide surjektiv, so ist auch g o f surjektiv.
© Ist g o f injektiv, so ist f injektiv.
Q Ist g o f surjektiv, so ist g surjektiv.

Beweis.
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Komposition zur |dentitat

Folgerung
Es seien f: X — Y und g: Y — Z Funktionen.

Wenn g o f = idx ist, dann ist f injektiv und g surjektiv.

Beweis.
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Umkehrfunktion

Definition
Es sei f: X — Y eine Funktion.

f heilt invertierbar, wenn es eine Funktion g: Y — X gibt mit
gof=idx und fog=idy.

In diesem Fall heit g die Umkehrfunktion zu f.
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Umkehrfunktion

Beispiel
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Umkehrfunktion der Komposition

Satz
Es seien f: X — Y und g: Y — Z bijektive Funktionen.

Dann ist auch g o f bijektiv, und die Umkehrfunktion ist gegeben durch
(gof)t=fTlog™

Beweis.
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Charakterisierung der Injektivitat

Lemma (Beweis im Skript)
Es sei f: X — Y eine Funktion und X # ().

Dann sind 3quivalent:
@ f ist injektiv.
@ Es existiert eine Abbildung g: Y — X mit der Eigenschaft

gof =idx.

Eine solche Abbildung heifit eine Linksinverse von f. Sie ist notwendig
surjektiv. lhre Einschrankung g\f(x) auf das Bild von f ist eindeutig.

Gibt es eine entsprechende Charakterisierung auch fiir die Surjektivitat?
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Gleichmachtigkeit von Mengen

Definition
Zwei Mengen X und Y heiRen gleichmachtig, wenn es eine bijektive
Abbildung f: X — Y gibt. Wir schreiben in diesem Fall X ~ Y.

o Gleichmichtigkeit ist eine Aquivalenzrelation.

o Die Aquivalenzklassen heiRen Kardinalzahlen.
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Endlichkeit, Abzahlbarkeit, Uberabzihlbarkeit

Definition
Eine Menge X heifit
e endlich, wenn X ~ [1, n] fiir ein n € Ny gilt.

Die Zahl n heift dann die Machtigkeit oder Kardinalitat von X.
Wir schreiben: #X = n.

@ unendlich, wenn X nicht endlich ist.

@ abzdhlbar unendlich, wenn X ~ N gilt.

@ abzahlbar, wenn X entweder endlich oder abzahlbar unendlich ist.

o uiberabzahlbar, wenn X nicht abzahlbar ist.
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Endlichkeit, Abzahlbarkeit, Uberabzahlbarkeit

Beispiel
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Injektivitat, Surjektivitat, Bijektivitat fir endliche Mengen

Satz

Es seien X und Y endliche, gleichmiachtige Mengen und f: X — Y eine
Funktion. Dann sind dquivalent:

© f ist injektiv.
@ f ist surjektiv.
© f ist bijektiv.
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Vergleich von Machtigkeiten

Definition
Es seien X und Y Mengen.

X ist hochstens gleichmachtig zu Y, wenn es eine bijektive
Abbildung von X auf eine Teilmenge von Y gibt. Wir schreiben in
diesem Fall X L Y.

Das ist eine Ordnungsrelation auf der Klasse aller Mengen.

o Reflexivitat:
@ Transitivitat:

@ Antisymmetrie: Satz von Cantor-Bernstein-Schroder
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Familie von Elementen

Definition
Es seien / und Y Mengen.
@ Eine Abbildung
I2i—y(i)=yieY
heift eine Familie von Elementen aus Y mit der Indexmenge /.
Kurz wird diese auch mit (y;);ec; bezeichnet.

@ Ist Iy C I, dann heift (y;)icy, eine Teilfamilie von (y;)ic/, und
(vi)ier heiBt eine Oberfamilie von (y;)icy, -
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Folge

Definition
Es seien / und Y Mengen.
© Ist / abzahlbar unendlich (also / ~ N), so heiBt (y;);es eine
abzadhlbar unendliche Familie.
Ist speziell | = N oder allgemeiner | = {n € Z|n > np} mit einem
Startindex ng € Z, so heilt (y;j);cs eine Folge in Y.
Q Ist / endlich, gilt also I ~ [1, n] fiir ein n € Ny, so heilt (y;)ies
eine endliche Familie.

Ist speziell I = [1, n], so heiRt (y;);c/ eine endliche Folge in Y.
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Kartesisches Produkt allgemein

Bisher hatten wir das kartesische Produkt von endlich vielen Mengen
A1, ..., A, fir n € N definiert:

n
X Ai={(a1,...,a,) |a € A fiiri=1,...,n}
i=1 —

n-Tupel

Definition
Allgemein ist das kartesische Produkt einer Familie (A;);c; von
Mengen mit /| # () definiert durch

SA; = {F: 1= A
i=l

i€l

F(i) € A fiir alle i € /}

—_———

Funktion
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Potenznotation von Funktionen

Definition
Es seien X und Y Mengen. Dann bezeichnet

YX = {F|F: X — Y ist Funktion}.

Beispiel
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Auswahlaxiom

Kann man Elemente des kartesischen Produkts

X A= {F:

iel

) €A furallelel}

Funktion
einer Familie (A;)ic; von Mengen iliberhaupt angeben?

Definition (Auswahlaxiom)

Ist U eine Menge von nichtleeren Mengen, dann gibt es eine Funktion
F:U — |JU, sodass gilt:

YU elU (F(U) e V).

Eine solche Funktion F heilt Auswahlfunktion fiir U, weil sie aus
jedem Element U von U irgendein Element auswahlt.
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Auswirkungen des Auswahlaxioms

Satz

Folgende Aussagen sind in der Mengenlehre von Zermelo-Fraenkel
dquivalent:

@ Es gilt das Auswahlaxiom.

@ Ist / eine beliebige Menge und (A;);c; eine Familie nichtleerer
Mengen, so ist das kartesische Produkt X;_, A; nichtleer.

© Jede Aquivalenzrelation besitzt ein vollstindiges
Repréasentantensystem.

@ Essei f: X — Y eine beliebige Funktion. Dann sind dquivalent:

@ f ist surjektiv.

@ Es existiert eine Abbildung h: Y — X mit der Eigenschaft
f o h =idy. Eine solche Abbildung heiRt eine Rechtsinverse von f.
Sie ist notwendig injektiv.

@ Es gilt das Lemma von Zorn.
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Lemma von Zorn

Lemma
Es sei X mit der Relation < eine halbgeordnete Menge.

Weiter besitze jede totalgeordnete Teilmenge A C X eine obere
Schranke in X.

Dann existiert in X ein maximales Element.

@ Das Lemma von Zorn ist dquivalent zum Auswahlaxiom.

@ Wir werden in der Vorlesung darauf hinweisen, wo Resultate vom
Auswahlaxiom bzw. vom Lemma von Zorn abhingen.
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