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Abbildung/Funktion

FKden 12X kowuit Vor.

Definition Re XxY
Eine Relation (R, X wischen X und Y heilt

o linkstotal, talls fiir alle x € X ein y € Y existiert, sodass x R y gilt.

@ rechtseindeutig, falls fiir alle x € X und alle y1, y» € Y gilt:
XRy1AXRy, = y1 = ys. Jedler x bk meb Lwdmkuo
UL 4 u
Eine solche Relation (f, X, Y') heift Abbildung von X in Y oder
Funktion von X in Y.

@ X heilt der Definitionsbereich oder die Definitionsmenge.

@ Y heilt die Zielmenge von f. v
Der Graph der Funktion f: X — Y ist ! —~—
{(x,f(x))|xe X} T X x Y. x

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 03 2/31



Notation von Funktionen

c frxoL ¢ Xox — 4x) Y
£
r X DY Rox t» Xk 21 , r
-y £x Pox o X2c\Rsd het gleiks
. (Z)Cﬂl
lé f X te 000

QLo -ﬂwbh,mm (XY, 40 lO>T wdAd gledda,
ke X=LO Lk f(x) »@(x) ¥reX.
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Funktion
Beispiel
@ Die konstante Funktion auf X mit dem Wert yq ist

Xox—f(x)=yweY.

@ Fiir Mengen X C Y heilit die Abbildung ix_,y mit T

X3 x> iX_>y(X) =X @

die kanonische Einbettung von X in Y.

© Fiir eine Menge X heilt die Abbildung idx mit
X 3 x —idx(x) = x

die identische Abbildung von X.
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Bildmenge

Definition
Es sei f: X — Y eine Funktion.

Fir A C X heillt
f(A) ={f(x)|xe A} <Y

die Bildmenge von f auf A oder das Bild von A unter f.

09
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Einschrankung, Fortsetzung

Definition

Es sei f: X — Y eine Funktion.

Fiir A C X heiBt die Funktion{f| , é['A_ Wﬂu@w N
Ad x> fla(x) =f(x) €Y

die Einschrankung oder Restriktion von f auf A.

Gilt f(A) C B, so ist f|& die Einschrinkung von f auf A, wobei
zusatzlich die Zielmenge durch B ersetzt wird: Xlg=£&
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Urbild

Definition
Es sei f: X — Y eine Funktion.

Fir B C Y heillt die Menge
f~1(B) = {x € X |f(x) € B}

das Urbild von B unter f.

1
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Bilder, Urbilder von Vereinigungen und Schnitten

Satz

Es sei f: X — Y eine Funktion. Weiter seien {X;|i € I} bzw.
{Yj|Jj € J} eine Menge von Teilmengen von X bzw. Y. Dann gilt:

Y f(Ux)=Urx b f(N)x) <N

i€l i iel i€l
) H(Uv) = U ) A () =N
Jjed jed Jjed

Beweis. ¢) x& ¥ \(_L) J?i)
= Jye VY (y={o) rededq-
=1 Fjed 3 g Y, Q —Jﬂ)) nacudef. von U

=) 3”€J )(G{‘(l‘) ada ~
= x€ Lg 4"(1,')’ ) {)fdow U
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Surjektivitat
dumer ¢ {IX) £¥

Definition
Eine Funktion f: X — Y heift surjektiv, wenn f(X) = Y gilt.

Jter yel Lnd gekeffeen -
el (£ UD) +¢
X Y
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Injektivitat

Definition
Eine Funktion f: X — Y heilt injektiv, wenn fiir x;, x> € X gilt:
f(Xl) = f(Xz) = X1 = X2.

Jeden yel wid idckslews
i g .

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 03 10 / 31



Bijektivitit

Definition
Eine Funktion f: X — Y heilt bijektiv, wenn sie surjektiv und injektiv
ist.

-the v (fUgh)
° hed (7%
, S
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Surjektivitat, Injektivat, Bijektivitat

Beispiel
{t Roxrexe® nodd swq\ddio, it djeldw
— f’{(?) f(/f)aq”(‘() =
o RPdx e Lel (st £ur,\ddz'o nodat LM,MM
J > ( LOfL-1)r=1

W R 2K e xfeR (st wikit sy iujekho

Ur R,,3x o B, Xt loydeto
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Komposition
(wo gpd = wolgof)  Aagubtivitt

Definition

Es seien f: X — Y und g: Y — Z Funktionen.” o4_ \ £ X

Die Funktion 29\_/
X3xes (gof)x)=glf(x) ez 9°&

heift die Komposition von f und g. g nada 4 ¢

Beispiel
¢ PaxroxleR
g: Rox toxtleR

(gofd(x) = §(dw) = 40&) = x*+A
Jog)e) ~ §G) ~—fxet) ~ (xe0)”

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 03 13 /31



Komposition injektiver und surjektiver Funktionen

Lemma G4

Es seien f: X — Y und g: Y — Z Funktionen.
@ Sind f und g beide injektiv, so ist auch g o f injektiv.
@ Sind f und g beide surjektiv, so ist auch g o f surjektiv.
© Ist g o f injektiv, so ist f injektiv.
Q Ist g o f surjektiv, so ist g surjektiv.

Beweis. @ Fur & X gt (Gof () =(go0)(xz).
Awr des Tujelctivtit o 4 =4df&)  ~4(flx)
(fs(ﬁt 4(1%)2@9).
Moor do Trjesdentit imu § folgh A= - =
ES sttty % €Xumat fls) <L) . Done gt
94in) ~9{(r) . Do Tijeleeoral- Lo gof acst

X=
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Komposition zur ldentitat

Folgerung X
Esseien f: X - Yund g: Y —>/Z/Funktionen.

Wenn g o f = idx ist, dann ist f injektiv und g surjektiv.
Beweis. Ld,)( csf btldalw Alio D‘ﬁt e et
(e | dary { OAIUU‘%? wA 4 w)\udw Gt

X Y X
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Umkehrfunktion
= bqu

Definition

Es sei f: X — Yeine Funktion.

f heilt invertierbar, wenn es eine Funktion g: Y — X gibt mit
gof=idx und fog=idy.

In diesem Fall heift g die Umkehrfunktion zu f.
wedy bielho.

gﬂéﬂu‘xp) = Wrboed , OX. e

{0 > Wet oo laeckels(oh (e encstinct)
oo o Seleg€X () 0]
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Umkehrfunktion

Beispiel
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Umkehrfunktion der Komposition

Satz
Es seien f: X — Y und g: Y — Z bijektive Funktionen.

Dann ist auch g o f bijektiv, und die Umkehrfunktion ist gegeben durch
(gof)t=fTlog™
_ ¢ e A
Beweis. 4of st byedo hads Q Q O
Ll 643 (Folw A¥) - Z
of) () =X 2=(4e0)
gog) ¢ = ) GO w) {imaﬂzﬁze_
= 2= g(d(x\) =) g ‘(g)cgcn)
= 47(g@) 2x = (£Tog7 X2) 2
- - Aol Fundkfmun <o gles
Dln o™ = L70G" Tl e i of voge, e
weol NIITT “w bt hvenens
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Charakterisierung der Injektivitat

Lemma (Beweis im Skript)
Es sei f: X — Y eine Funktion und X # ().
Dann sind 3quivalent:
@ f ist injektiv.
@ Es existiert eine Abbildung g: Y — X mit der Eigenschaft

gOf:idx.

Eine solche Abbildung heifit eine Linksinverse von f. Sie ist notwendig
surjektiv. lhre Einschrankung g\f(x) auf das Bild von f ist eindeutig.

EalIVay o) 4= nu_{mﬂwb,nmt iy edio |

7?2 :
% NN ) gl = =l T N ey
Gibt es eine entsprechend araktérisierung auch fiir die Surjektivitat?

o e Dapy Mmtist Har Ao iihbosime.
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Gleichmachtigkeit von Mengen

Definition
Zwei Mengen X und Y heiRen gleichmachtig, wenn es eine bijektive
Abbildung f: X — Y gibt. Wir schreiben in diesem Fall X ~ Y.

o Gleichmichtigkeit ist eine Aquivalenzrelation.

o Die Aquivalenzklassen heiRen Kardinalzahlen.

Do Loe HNang Ut mw 2 aula <eixt
Plnm Iy,
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Endlichkeit, Abzahlbarkeit, Uberabzihlbarkeit

Definition n Gt lﬁﬂd&u{\é/
Eine Menge X heift %
e endlich, wenn X ~ [1, n] fiir ein n € Ny gilt.

Die Zahl n heift dann die Machtigkeit oder Kardinalitat von X.
Wir schreiben: #X = n.

@ unendlich, wenn X nicht endlich ist.

@ abzihlbar unendlich, wenn X ~ N gilt. N(LWMG(‘GZ}W(@

@ abzahlbar, wenn X entweder endlich oder abzahlbar unendlich ist.

o uiberabzahlbar, wenn X nicht abzahlbar ist.
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Endlichkeit, Abzahlbarkeit, Uberabzihlbarkeit

Beispiel
1) 2z =12nlne2y v &

8(,1\6‘0'13,‘ O. 21 -Zi ((',_"(', bz—é, ~——
22 vN

Qplbsn 0,4, 2,2 ¢,
2 viN

2) Q it ametn olvrdllnr wasndlties !
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Injektivitat, Surjektivitat, Bijektivitat fir endliche Mengen
eltion g X~ YL
Satz

Es seien X und Y endliche, gleichmachtige Mengen und f: X — Y eine
Funktion. Dann sind dquivalent:

© f ist injektiv.
@ f ist surjektiv.
© f ist bijektiv.
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Vergleich von Machtigkeiten

Definition
Es seien X und Y Mengen.

X ist hochstens gleichmachtig zu Y, wenn es eine bijektive
Abbildung von X auf eine Teilmenge von Y gibt. Wir schreiben in
diesem Fall X L Y.

folale

&
Das ist eine Ordnungsrelation auf der Klasse aller Mengen.

o Reflexivitit: X £ X wmdt (b(,x

mct
o Transitivitit: X < )L d N 22 lpce) o Biythoma
By L X~>4K)<X X~Tr o 2
gy sgilee j
o Antisymmetrie: Satz von Cantor-Bernstein-Schroder

“= Rabeocne
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Familie von Elementen

Definition
Es seien / und Y Mengen.
@ Eine Abbildung
I2i—y(i)=yieY
heift eine Familie von Elementen aus Y mit der Indexmenge /.
Kurz wird diese auch mit (y;);e; bezeichnet.

@ Ist Iy C I, dann heift (y;)icy, eine Teilfamilie von (y;)ics, und
(vi)ier heiBt eine Oberfamilie von (y;)icy, -
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Folge

Definition
Es seien / und Y Mengen.
© Ist / abzahlbar unendlich (also / ~ N), so heiBt (y;);es eine otal
abzadhlbar unendliche Familie. o
Ist speziell | = N oder allgemeiner | = {n € Z|n > ng} mit einem
Startindex ng € Z, so heilt (y;);cs eine Folge in Y.
Q Ist / endlich, gilt also I ~ [1, n] fiir ein n € Ny, so heilt (y;)ies
eine endliche Familie.

Ist speziell I = [1, n], so heiRt (y;);cs eine endliche Folge in Y.
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Kartesisches Produkt allgemein

Bisher hatten wir das kartesische Produkt von endlich vielen Mengen
A1, ..., A, fir n € N definiert:

|aj € A firi=1,...,n}

el @ b Lbr
| - ) %wc)
Definition @/
Allgemein ist das kartesische Produkt einer Familie (A;);c; von
Mengen mi=a=() definiert durch
X A; = {F: I = | JAi | F(i) € A fiir alle i € /}
iel iel
Funktion
AL=A fur we T A= - Fesudetrsn,

FHA
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Potenznotation von Funktionen
Definition
Es seien X und Y Mengen. Dann bezeichnet
YX = {F|F: X — Y ist Funktion}.
Beispiel
PN = Mege oo B-wohson Togun
A .
P A" =det Menge cder 1613-wehiu
Trunkhovw ol A
Bydehon cf TCA)
X— Gadefp gy~ wodisowr o Vapitd 2
hwdy vowendor

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 03 28 / 31



Auswahlaxiom

Kann man Elemente des kartesischen Produkts
SA; = {F: 1= JA;

iel L@
—_——

Funktion

F(i) € A fiir alle i /}

einer Familie (A;)ic; von Mengen iiberhaupt angeben?

Definition (Auswahlaxiom)

Ist U eine Menge von nichtleeren Mengen, dann gibt es eine Funktion
F:U — |JU, sodass gilt:

YU elU (F(U) e V).

Eine solche Funktion F heilt Auswahlfunktion fiir U, weil sie aus
jedem Element U von U irgendein Element auswahlt.
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Auswirkungen des Auswahlaxioms

Satz

Folgende Aussagen sind in der Mengenlehre von Zermelo-Fraenkel
dquivalent:

@ Es gilt das Auswahlaxiom.

@ Ist / eine beliebige Menge und (A;);c; eine Familie nichtleerer
Mengen, so ist das kartesische Produkt X;_, A; nichtleer.

© Jede Aquivalenzrelation besitzt ein vollstindiges
Repréasentantensystem.

@ Essei f: X — Y eine beliebige Funktion. Dann sind dquivalent:

@ f ist surjektiv.

@ Es existiert eine Abbildung h: Y — X mit der Eigenschaft
f o h =idy. Eine solche Abbildung heiRt eine Rechtsinverse von f.
Sie ist notwendig injektiv.

@ Es gilt das Lemma von Zorn.
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Lemma von Zorn

Lemma
Es sei X mit der Relation < eine halbgeordnete Menge.

Weiter besitze jede totalgeordnete Teilmenge A C X eine obere
Schranke in X.

Dann existiert in X ein maximales Element.

@ Das Lemma von Zorn ist dquivalent zum Auswahlaxiom.

e Wir werden in der Vorlesung darauf hinweisen, wo Resultate vom
Auswahlaxiom bzw. vom Lemma von Zorn abhingen.
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