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Was ist eine Menge?

Georg Cantor, Begriinder der Mengenlehre, hat 1895 folgenden Versuch
der Definition einer Menge angegeben:

Definition

»Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung X von
bestimmten wohlunterschiedenen Objekten x unserer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die Elemente von X genannt werden) zu
einem Ganzen."

Diese Definition ist aber zu ungenau und ldsst zuviel als Menge zu, siehe
Russell-Paradoxon spéter.
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Angabe von Mengen

@ Aufzdhlung endlicher Mengen:
X ={2,3,5} ={5,2,3,2}

(Die Elimination doppelter Elemente geschieht bei der
Konstruktion. Elemente einer Menge haben keine Reihenfolge.)

@ Angabe einiger Elemente und ,offensichtliche” Fortsetzung

N:={1,2,3,...}
Z:=1{0,1,-1,2,-2,...}

@ Mengenkomprehension durch Angabe eines Grundbereichs X
und einer Aussageform A auf X:

Y= {xeX|Ax)}

(Auswahl der Elemente x von X, fiir die A(x) wahr ist.)
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Zahlbereiche

N:={1,2,3,...}
No = {0,1,2,3,...}

7 ={0,1,-1,2,-2,...}
0= {%‘mGZ, neZ\{O}}
R

C={a+bila,beR}
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natirliche Zahlen
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Russell-Paradoxon

Die sehr freie Definition einer Menge nach Cantor lasst es zu, X als die
Menge aller Mengen zu definieren. Wahlen wir dann A(x) als die
Aussageform ,enthalt sich nicht selbst”, so ist

R={xe€ X|x ¢ x}
die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten.

Enthalt R sich selbst?

e Falls R sich selbst enthdlt (R € R), dann liegt das daran, dass R
die Komprehensionsbedingung R ¢ R erfiillt.

e Falls R sich nicht selbst enthilt (R ¢ R), dann erfiillt R die
Komprehensionsbedingung R ¢ R nicht, also gilt R € R.
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Ausweg: Axiomatische Mengenlehre nach Zermelo-Fraenkel

@ Die Aufldsung in der modernen, axiomatischen Mengenlehre nach
Zermelo und Fraenkel (ZF-Mengenlehre) besteht darin, den
Mengenbegriff geeignet einzuschranken. Konstruktionen wie die
»Menge aller Mengen” sind dann nicht mehr moglich.

In dieser Lehrveranstaltung kénnen wir das aber nicht behandeln.

@ Die Mengenkomprehension als Konstruktionsprinzip
Y ={xeX ! A(x)} bleibt in der ZF-Mengenlehre erhalten. Der
Grundbereich X der Aussageform A muss aber bereits eine Menge
sein, damit wieder eine Menge herauskommt.

o Es gibt allgemeinere Objekte als Mengen, sogenannte Klassen, wie
zum Beispiel die Klasse aller Mengen.
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Intervalle in R

Intervalle werden mittels Mengenkomprehension definiert:
[a,b] = {x € R|a< x < b} abgeschlossen
(a, b] = {x e R|a < x < b} links offen, rechts abgeschlossen
[a,b) = {x € R|a < x < b} links abgeschlossen, rechts offen
(a,b) = {x €eR|a< x < b} offen

[a,00) = {x e R|a < x} rechts unendlich, abgeschlossen
(a,00) ={x e R|a < x} rechts unendlich, offen
(—o0,b] = {x e R|x < b} links unendlich, abgeschlossen
(—o0,b) = {x € R|x < b} links unendlich, offen

(—00,0) ={xeR|T}=R beidseitig unendlich

[a, b] == [a,b]NZ ganzzahliges Intervall

Zur Bedeutung der Attribute offen und abgeschlossen siehe Vorlesung
Analysis I.
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Teilmenge, Obermenge

@ A st eine Teilmenge von B, kurz: A C B,
wenn jedes Element von A auch ein Element von B ist:

Vae A(a€ B).

B ist dann eine Obermenge von A, kurz: B D A.

@ A ist eine echte Teilmenge von B, kurz: A C B,
wenn A C B und A # B gilt:

VacA(aeB) A 3beB(b&A).

B ist dann eine echte Obermenge von A, kurz: B D A.
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Schnitt von Mengen

Schnitt von zwei Mengen Uy, Us:

UlﬂUQZ:{X‘XGUl /\XGUQ}

Schnitt einer indizierten Menge von Mengen U;:

(Ui ={x|viel(xe U)}

i€l

Schnitt einer beliebigen Menge U/ von Mengen:
(U = {x|VU el (xc )}
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Vereinigung von Mengen

Vereinigung von zwei Mengen Uz, Us:

U]_UU2::{X‘X€U]_ \/XGUQ}

Vereinigung einer indizierten Menge von Mengen U;:

U = {x|Fi el (x € U)}

i€l

Vereinigung einer beliebigen Menge U/ von Mengen:
Uu ={x|3veu (xc )}
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Differenz von zwei Mengen

Differenzmenge von Y in X:

X\Y ={xeX|x&Y}

symmetrische Differenz von X und Y:

XAY = (X\Y)U(Y\X)
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Komplement einer Menge in einer Menge

Komplement von AC X in X
A =X\A={xeX|xgA}

Die Menge X taucht im Symbol A€ nicht auf. Sie muss aus dem
Zusammenhang klar sein.
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Eigenschaften von Schnitt und Vereinigung

Satz
XNY=YNX Kommutativitat von N
XUY=YUX Kommutativitat von U
(XNY)nZ=Xn(¥Yn2z) Assoziativitdt von N
XuY)YuzZz=XU(YU2Z) Assoziativitdt von U

XN(YUuZ)=(XNY)u(XNnZ) Distributivitit
XU(YNZ)=(XUuY)n(XuZ) Distributivitit

X\Y=X\(XNY)

XNyYy=X & XCYVY
XUY=Y & XCY
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Eigenschaften von Schnitt und Vereinigung

Satz

Sind A und B Teilmengen einer Menge X, bzgl. der wir das
Komplement nehmen, so gilt weiter:

(AN B)" = A°U B* De Morgansches Gesetz
(AUB) = A°nN B De Morgansches Gesetz
(A9)=A Komplementbildung ist involutorisch

ACB & B°CA®
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Bindungsregeln
Es bindet ...
-© starker als \ starker als N starker als U

Diese Regeln erlauben uns, auf Klammern zu verzichten. Klammern
kénnen jedoch zur Verdeutlichung nicht schaden.

Beispiel
(A°)N B st dasselbe wie AN B

A\ BUC st dasselbe wie (A\B)UC
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Potenzmenge

Die Menge aller Teilmengen einer Menge A
P(A) ={B|B C A}
heillt die Potenzmenge von A.

Beispiel

Die Potenzmenge von A = {a, b, c} ist

P(A) = {0, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a b, c}}.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 02 16 / 39


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Kartesisches Produkt von endlich vielen Mengen

kartesisches Produkt von zwei Mengen A, As:

Ay X Ay = {(31,32) ‘81 EAL N a € Az}
——

Paar
kartesisches Produkt von endlich vielen Mengen Ay, ..., A, fir n € N:
n
><A,‘ = {(al,...,an) |a,- EA,' fijri:l,...,n}
n-Tupel

Paare und Tupel sind geordnet!
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Relation

Definition
Es seien X und Y Mengen sowie R C X x Y.
(R, X, Y) heilt eine Relation zwischen X und Y mit Graph R.

Im Fall X = Y heit die Relation homogen.

Wenn X und Y klar sind, sagt man auch oft, R selbst sei die Relation.

Beispiel
R = {(x,y) € R?| x < y} ist die Kleiner-Gleich-Relation auf R.

Statt (x,y) € R schreibt man oft x Ry.
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Teilbarkeitsrelation

Definition
Die Zahl x € Z teilt die Zahl y € Z, kurz: x | y, wenn eine Zahl n € Z
existiert, sodass y = nx gilt.

Teilbarkeitsrelation R := {(x,y) |x | y} zwischen X C Z und Y C Z
011|2|3|4|5/6|7]|38

X
<

X N[O P W NP O
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Relationen

Beispiel
e Inklusionsrelation R = {(A, B) € P(X) x P(X)|AC B}

o Auf einer Menge X heilit
Ax ={(x,y) e XxX|x=y}

die Diagonale in X x X. Die Relation idx = (Ax, X, X) heift die
Gleichheitsrelation oder Identitatsrelation auf X.

@ Auf einer Menge X heifit die Relation Ux = (U, X, X) mit
U = X x X die universelle Relation.
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Darstellungen von Relationen

Wenn X und Y endliche Mengen sind, kdnnen wir eine Relation
R C X x Y auf folgende Arten darstellen:
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Komposition von zwei Relationen

Es seien X, Y und Z Mengen sowie (R, X, Y) und (S, Y, Z) zwei
Relationen. Dann heift die Relation (S o R, X, Z) mit

SoR::{(x,z)EXxZ‘Hye Y mit (x,y) € Rund (y,z) € S}
die Komposition von R und S.

Beispiel
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Umkehrrelation

Es seien X und Y Mengen und (R, X, Y) eine Relation. Dann heilt
(R71, Y, X) die Umkehrrelation oder inverse Relation von R mit

R :={(b,a)e Y xX|(a,b)e R} C Y x X.

Beispiel
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Eigenschaften homogener Relationen

Definition
Es sei X eine Menge und (R, X, X) eine Relation auf X.

R heillt ... wenn gilt:
reflexiv: (x,x) € R fiir alle x € X

symmetrisch: (x,y) e R = (y,x)€R
antisymmetrisch: (x,y) € Rund (y,x) R = x=y
transitiv.: (x,y) € Rund (y,z2) e R = (x,z)€R

total: (x,y) € Roder (y,x) € R firallex,y € R
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Eigenschaften homogener Relationen

Bei Darstellung der Relation auf einer endlichen Menge als gerichteter
Graph:
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Ordnungsrelation

Definition
Es sei X eine Menge.
© Eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation (R, X, X)
auf X heiBt eine Ordnungsrelation, Halbordnung oder partielle
Ordnung.

(X, R) heift dann eine halbgeordnete Menge.

@ Ist R zusatzlich total, dann heillt sie eine Totalordnung.

(X, R) heift dann eine totalgeordnete Menge.
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Ordnungsrelation

Beispiel
@ Die Inklusionsrelation C ist eine Halbordnung auf der
Potenzmenge P(X) jeder beliebigen Menge X. Sie ist eine totale
Ordnung dann und nur dann, wenn X entweder kein oder genau ein
Element enthilt.

@ Die Teilbarkeitsrelation | ist eine Halbordnung auf N.
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Vergleichbarkeit, obere Schranke, Supremum

Definition
Es sei X mit der Relation < eine halbgeordnete Menge.

@ x,y € X heiRen vergleichbar, wenn x < y oder y < x gilt.
@ b € X heillt eine obere Schranke von A C X, wenn gilt:

x < b firalle x € A

@ b € X heilt ein Supremum oder kleinste obere Schranke von
A C X, wenn gilt:

b ist eine obere Schranke von A,

und fiir jede obere Schranke b von A gilt: b < b.
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maximales Element, Maximum

Definition
Es sei X mit der Relation < eine halbgeordnete Menge.

@ b € X heilt ein maximales Element von A C X, wenn gilt:

be A,
und fiir alle x € Agilt: b x = x=b.

@ b € X heillt ein Maximum von A C X, wenn gilt:

b e A,
und fiir alle x € A gilt: x < b.
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Supremum, maximales Element, Maximum

Beispiel
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Aquivalenzrelation

Definition
Es sei X eine Menge.

Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation (R, X, X) auf X
heilt eine Aquivalenzrelation.
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Aquivalenzrelation

Beispiel
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Aquivalenzklassen und Reprisentanten

Definition
Es sei X eine Menge mit der Aquivalenzrelation ~.
@ Fiir x € X heillt die Menge

[x] ={y € X|y~x}

die Aquivalenzklasse von x bzgl. ~.

@ Jedes Element einer Aquivalenzklasse heift ein Reprisentant
dieser Aquivalenzklasse.

© Eine Menge S C X, die aus jeder Aquivalenzklasse genau einen
Reprasentanten enthilt, heilt ein Reprasentantensystem von ~.
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Aquivalenzklassen und Reprisentanten

Beispiel
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Aquivalenzklassen sind gleich oder disjunkt

Satz

Es sei X eine Menge mit der Aquivalenzrelation ~ und [x] und [y] zwei
Aquivalenzklassen. Dann sind diese entweder gleich oder disjunkt.

Beweis.
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Partition

Definition

Es sei X eine nichtleere Menge und U eine Menge von Teilmengen von
X, also U C P(X). U heiBt eine Partition oder disjunkte Zerlegung
von X, wenn gilt:

@ Fiir alle x € X gibt es eine Menge U € U, die x enthilt.
@ Fiir alle U,V € U sind U und V entweder gleich oder disjunkt.

Q@ NgU.
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Partionen ,sind” Aquivalenzrelationen

Satz

@ Es sei X eine nichtleere Menge mit der Aquivalenzrelation ~.

Dann bildet die Menge der Aquivalenzklassen {[x] | x € X} eine
Partition von X.

@ Es sei X eine nichtleere Menge und U eine Partition von X.

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Aquivalenzrelation ~,
sodass U genau aus den Aquivalenzklassen von ~ besteht.
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Quotientenmenge

Definition
Es sei X eine nichtleere Menge mit der Aquivalenzrelation ~.

Die Menge der Aquivalenzklassen
X [ ~={[x] |x € X}
heift auch die Quotientenmenge oder die Faktormenge von ~.

Beispiel
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Rationale Zahlen
Wir hatten die Menge der rationalen Zahlen vorlaufig eingefiihrt als

@::{%’meZ,neZ\{O}}.

Wir wollen aber beispielsweise 3,
Zu diesen Zweck verwenden wir die Aquivalenzrelation

my my
—~— & MmN =my- Ny

n ny
Das fiihrt uns zur Definition

Q;:{%‘mez, nGZ\{O}}/N

fir die rationalen Zahlen als Quotientenmenge.
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