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Was ist eine Menge?

Georg Cantor, Begriinder der Mengenlehre, hat 1895 folgenden Versuch
der Definition einer Menge angegeben:

Definition
»Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung X von
bestimmten wohlunterschiedenen Objekten x unserer Anschauung oder

unseres Denkens (welche die Elemente von X genannt werden) zu
einem Ganzen.”

Diese Definition ist aber zu ungenau und ldsst zuviel als Menge zu, siehe
Russell-Paradoxon spater.

Mangee wad oedie duwoe e Elemade bectimnt.

Dspoorddpe : X=Y = Yrex (xek)
N ¥xe¥Y-(eX)
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Angabe von Mengen

@ Aufzdhlung endlicher Mengen:
X ={2,3,5} ={5,2,3,2}

(Die Elimination doppelter Elemente geschieht bei der
Konstruktion. Elemente einer Menge haben keine Reihenfolge.)

@ Angabe einiger Elemente und ,offensichtliche” Fortsetzung

N:={1,2,3,...}
Z:=1{0,1,-1,2,-2,...}

o Mengenkomprehension durch Angabe eines Grundbereichs X
und einer Aussageform A auf X: X q
& /“(;Eé b~

Y= {xeX|Ax)}

(Auswahl der Elemente x von X, fiir die A(x) wahr ist.)
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Zahlbereiche

N N:={1,23,..}

No = {0,1,2,3,...}

7 ={0,1,-1,2,-2,...}
o diller
@::{%‘mez, nGZ\{O}}

R Nesnes

6 n 2 N

C={a+bila,beR}
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natiirliche Zahlen
natirliche Zahlen mit Null

ganze Zahlen
rationale Zahlen (vorliufig)

reelle Zahlen

komplexe Zahlen
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Russell-Paradoxon

Die sehr freie Definition einer Menge nach Cantor lasst es zu, X als die
Menge aller Mengen zu definieren. Wahlen wir dann A(x) als die
Aussageform ,.enthalt sich.nicht selbst”, so ist

R={xe€ X|x ¢ x}
die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten.

Enthalt R sich selbst?

e Falls R sich selbst enthdlt (R € R), dann liegt das daran, dass R
die Komprehensionsbedingung R ¢ R erfiillt.

e Falls R sich nicht selbst enthilt (R ¢ R), dann erfiillt R die
Komprehensionsbedingung R ¢ R nicht, also gilt R € R.

ReER = 2g&P é LD ool
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Ausweg: Axiomatische Mengenlehre nach Zermelo-Fraenkel

@ Die Aufldsung in der modernen, axiomatischen Mengenlehre nach
Zermelo und Fraenkel (ZF-Mengenlehre) besteht darin, den
Mengenbegriff geeignet einzuschranken. Konstruktionen wie die
»Menge aller Mengen" sind dann nicht mehr moglich.

In dieser Lehrveranstaltung kénnen wir das aber nicht behandeln.

@ Die Mengenkomprehension als Konstruktionsprinzip
Y ={xeX ! A(x)} bleibt in der ZF-Mengenlehre erhalten. Der
Grundbereich X der Aussageform A muss aber bereits eine Menge
sein, damit wieder eine Menge herauskommt.

@ Es gibt allgemeinere Objekte als Mengen, sogenannte Klassen, wie
zum Beispiel die Klasse aller Mengen.
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Intervalle in R atx A xtb
€R (Evdpuuld)

Interva% erden mittels Menge mprehension definiert:
S| [, 6] = {xeR]6 ] abgeschlossen
3. (a, b] = {x e R|a < x < b} links offen, rechts abgeschlossen

[a,b) = {x € R|a < x < b} links abgeschlossen, rechts offen
Jabl \ (a,b) = {x € R|a< x < b} offen

[a,00) = {x € R|a < x} rechts unendlich, abgeschlossen
(a,00) ={x e R|a< x} rechts unendlich, offen
(—o0,b] = {x € R|x < b} links unendlich, abgeschlossen
(—o0,b) = {x € R|x < b} links unendlich, offen
(—o0,00) ={xeR|T} =R beidseitig unendlich
walu
la,b] :==1[a,b]NZ ganzzahliges Intervall <2,
Zur Bedeutung der Attribute offen und abgeschlossen siehe Vorlesung
Analysis .
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Teilmenge, Obermenge

B2A \kuu»@tqgmm’
@ A st eine Teilmenge von B, kurz: A C B, "e

wenn jedes Element von A auch ein Element von B ist:

. AR
Vae A(ac B). @ St

B ist dann eine Obermenge von A, kurz: B D A.

BrA ACE &
@ A ist eine echte Teilmenge von B, kurz: A C B, b o
wenn A C B und A # B gilt: @\
VacA(ae B) AN 3dbeB(b¢gA).
A<B

B ist dann eine echte Obermenge von A, kurz: B 2 A.
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Schnitt von Mengen W Uy dugjlenkt » Uynu, =¢

Schnitt von zwei Mengen Uy, Us:
UinlU, = {X‘XGUl N X € Uz}

@uz

Schnitt einer indizierten Menge von Mengen U;: Ir= fﬂ«dmwe«—g&
ﬂU,- ={x|Viel(xeU)}

iel
M\ (&) =10}
£>0
—_———
~& O & ]

Schnitt einer beliebigen Menge U/ von Mengen:
(U = {x|VU el (x e U)}
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Vereinigung von Mengen

Vereinigung von zwei Mengen Uz, Us:

ul U1UU22={X‘X€U1\/X€U2}
Uz

Vereinigung einer indizierten Menge von Mengen U;:

UU,;:{X\aie/(er,-)}
Dy o Yoo -=

ned

n  ne(
Vereinigung einer beliebigen Menge U/ von Mengen:

Uu ={x|3veu (xc )}
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Differenz von zwei Mengen X\\L; X \(X/l }L)

Differenzmenge yon_ Y in X: X ohne v

X\Y ={xeX|x&Y}

&) g0

X\\y =@

symmetrische Differenz von X und Y:

e
L&{foh?dc{— XAY = (X\Y)U(Y\X)
v

%./
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Komplement einer Menge in einer Menge

Komplement von A C X in X
A= X\A={xe X |x&A}

Die Menge X taucht im Symbol A€ nicht auf. Sie muss aus dem
Zusammenhang klar sein.

A= X \A
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Eigenschaften von Schnitt und Vereinigung

Satz
XNY=YNX Kommutativitat von N
XUY=YUX Kommutativitat von U
(XNY)nZ=Xn(Yn2z) Assoziativitdt von N
(XuY)YuzZz=XU(YU2Z) Assoziativitdt von U

XN(YUuZ)=(XNY)u(XNnZ) Distributivitdt
XU(YNZ)=(XUuY)n(XuZ) Distributivitit

X\Y=X\(XNY)

XNyYy=X & XCYVY
XUY=Y & XCY
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Eigenschaften von Schnitt und Vereinigung

Satz

Sind A und B Teilmengen einer Menge X, bzgl. der wir das
Komplement nehmen, so gilt weiter:

(ANB) = A°UB*
(AUB) = A“NB*

(A9)° = A

ACB (&) BCCA®
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De Morgansches Gesetz

De Morgansches Gesetz

Komplementbildung ist involutorisch
Lot ~ (uvey
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Bindungsregeln lbw sch by
Es bindet . .. AC < :EU\D
-© starker als \ starker als N starker als U

Diese Regeln erlauben uns, auf Klammern zu verzichten. Klammern
kénnen jedoch zur Verdeutlichung nicht schaden.

Beispiel
(A°)N B st dasselbe wie AN B

A\ BUC st dasselbe wie (A\B)UC
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Potenzmenge

Die Menge aller Teilmengen einer Menge A
P(A) ={B|B C A}

heilt die Potenzmenge von A.

Beispiel 2= 5; d'o) Biromule. G}_’)
Die Potenzmenge von A = {a, b, c} ist
P(A) = {0, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a b, c}}.
L= L [ R [ w—
lalb s , ¥‘1"~7’7

.4. .@ . a,bcf
¢ . ot = 7
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Kartesisches Produkt von endlich vielen Mengen

kartesisches Produkt von zwei Mengen A, As:

a
( Uac) Ay X Ay = {(31,32) ‘31 €A N a € Az}
P
aar
k)— f/////’ e ° [ ] e
e (4 [ o P
Ay
AxAz,xA;
kartesisches Produkt von endlich vielen Mengen Ay, ..., A, fir n € N:
n
><A,‘ = {(al,...,an) |a,- GA,’ fijri:l,...,n}
n-Tupel
Paare und Tupel sind geordnet! A A;

R = 2Tl
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Relation

Definition P
Es seien X und_Y._Mengen sowief[R C X x Y.
(R, X, Y) heilt eine Relation zwiseh€én X und Y mit Graph R.

Im Fall X = Y heit die Relation homogen.

Wenn X und Y klar sind, sagt man auch oft, R selbst sei die Relation.

Beispiel

R = {(x,y) € R?| x < y} ist die Kleiner-Gleich-Relation auf R.
Statt (x,y) € R schreibt man oft xR y. Fl [ //
12)eR ( 22)er | (32)¢R [

"
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Teilbarkeitsrelation

Qe |

Definition

-

Die Zahl x € Z teilt die Zahl y € Z, kurz:{x | y,Jwenn eine Zahl n € Z

existiert, sodass y = nx gilt.

Teilbarkeitsrelation R := {(x,y) | x | y} zwischen X C Z und Y C Z

x|y|0[1|2|3|4|5|6|7]|8

0 .

1 v | o] o] o| e | s | e| o] e

2 ° » » ° o

3 . ’ .

4 . . 0

5 ) °

6 o o

7 ° .

8 o P
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Relationen

Beispiel
e Inklusionsrelation R = {(A, B) € P(X) x P(X)|AC B}

o Auf einer Menge X heilit
Ax = {(x,y) € X XX‘ﬂ}

_
die Diagonale in X x X. Die Relation idx = (Ax, X, X) heift die

Gleichheitsrelation oder |dentitdtstelation auf X.

° i enge X heilt die Relation Ux = (U, X, X) mit
= X x X_die universelle Relation.
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Darstellungen von Relationen

Wenn X und Y endliche Mengen sind, kdnnen wir eine Relation
R C X x Y auf folgende Arten darstellen:
oble

X‘j[ S
\

e

X
oEF— 9 (x.4)c®

X y
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Komposition von zwei Relationen

Es seien X, Y und Z Mengen sowie (R, X, Y) und (S, Y, Z) zwei
Relationen. Dann heit die Relation (§ o R,X, Z) mit

SoR = {(x,z)eXxZ‘Hye Y mit (x,y) € Rund (y,z) € S}
«Sraca B’
die Komposition von R und S.

Beispiel
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Umkehrrelation

Es seien X und Y Mengen und (R, X, Y) eine Relation. Dann heillt
(R71)Y, X) die Umkehrrelation oder inverse Relation von R mit

t={(ba)e Y xX|(ab)eR} C Y xX.

Beispiel

i // Sy
Urrobeligen
Yy ¢ X
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Eigenschaften(homogenerRelationen )CD_}:

Definition
Es sei X eine Menge und (R, X, X) eine Relation auf X.

R heillt ... wenn gilt:
reflexiv: (x,x) € R fir alle x € X L <R

symmetrisch: (x,y) € R = (y,x)€R 2! <R
antisymmetrisch: (x,y) € Rund (y,x) R = x=y
transitiv.: (x,y) € Rund (y,2) e R = (x,z)€R

total: (x,y) € R oder (y,x) € R fiir alle x,y € X
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Eigenschaften homogener Relationen

Bei Darstellung der Relation auf einer endlichen Menge als gerichteter
Graph:

flniv: M Alefor siod dale” (P 4D
SYypmmetriver  Jedo PC bed eene =y

s v S A

tannhs - (IR wd (g2)R x5 2
o ({2)eR

tofef ‘
2nschon (& 2ued Elemerden. dertht mondesiens
Lowr ol Ddpy. Pluite.
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Ordnungsrelation

Definition
Es sei X eine Menge.

© Eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation (R, X, X)
auf X heiBt eine Ordnungsrelation, Halbordnung oder partielle
Ordnung.

(X, R) heiBt dann eine halbgeordnete Menge. R %
XAK  fur alle xeX

X4y wd Y 4x = x=Yy

X4y wd y42 == X432

@ Ist R zusatzlich total, dann heillt sie eine Totalordnung.

(X, R) heift dann eine totalgeordnete Menge.
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Ordnungsrelation

Beispiel
© Die Inklusionsrelation C ist eine Halbordnung auf der

Potenzmenge P(X) jeder beliebigen Menge X. Sie ist eine totale

Ordnung dann und nur dann, wenn X entweder kein oder genau ein

Element enthilt. A BC <R’X) X=la Y%}
Ash e
ASB wd BcA == A= v %./'ﬁ"”
ASBR wed BEC == ASC N\ p

@ Die Teilbarkeitsrelation | ist eine Halbordnung auf N.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 02 27 / 39



Vergleichbarkeit, obere Schranke, Supremum

Definition
Es sei X mit der Relation < eine halbgeordnete Menge.

@ x,y € X heilen vergleichbar, wenn x < y oder y < x gilt.
@ b € X heillt eine obere Schranke von A C X, wenn gilt:

t«
x<b firalexcA | Gauz Actd

@ b € X heillt ein Supremum oder kleinste obere Schranke von
A C X, wenn gilt:

b ist eine obere Schranke von A,

und fiir jede obere Schranke b von A gilt: b < b.
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maximales Element, Maximum

Definition
Es sei X mit der Relation < eine halbgeordnete Menge.

@ b € X heilt ein maximales Element von A C X, wenn gilt:

beA, JMesr Bl
und fiir alle x € Agilt: b x = x—b AW“W

@ b € X heillt ein Maximum von A C X, wenn gilt:

be A gan-e/\ Ls'b'
und fiir alle x € A gilt: x X b Qﬁ% :
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Supremum, maximales Element, Maximum

Beispiel
04,27 2 2 (ot Supremmuin , Houcthuun wudd €hddies wcug E.
C1,2) ' 2 it Suprismsi | betn Hokomusn | kA vaaus. 67,

c ama@e
X’{‘”’é 4 oo X wto(m&mul
Vo
T b}y - W&PW
\/ . ken e ac A
- 20l wax Elewuie

lLa,;, Zb; o A
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Aquivalenzrelation

Definition
Es sei X eine Menge.

Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation (R, X, X) auf X
heilt eine Aquivalenzrelation.

Xvx e adte =X
Xovy == Yooy @va@& xqe X

xvy uad yvz —= xL
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Aquivalenzrelation
wd T e
Beispiel [ 4!
ULeguweudelechon xgﬂ oder x=yq WM)
=, Fnee ()c~31 Vnm) =7 m(«by

XK dwu xx=0m ey I

X = LJ = Er_,)c o(,epw\ xl/ﬂ_nm ’Dl\-/‘)c:(‘u)m
‘j o Va%‘ o K,
M x—g=nm, y-2 -km > x-2 =(37ck)m
(SVA
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Aquivalenzklassen und Reprisentanten

Definition
Es sei X eine Menge mit der Aquivalenzrelation ~.
@ Fiir x € X heillt die Menge

Oxloder [x]:={y € X |y ~x}

die Aquivalenzklasse von x bzgl. ~.

@ Jedes Element einer Aquivalenzklasse heift ein Reprisentant
dieser Aquivalenzklasse.

© Eine Menge S C X, die aus jeder Aquivalenzklasse genau einen
Reprasentanten enthilt, heilt ein Reprasentantensystem von ~.
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Aquivalenzklassen und Reprisentanten

Beispiel
Ueugrueu pelohon wesol =2
(] = 392 A 29§ =h9etlydt ugonn)
K =24 1
[-4%331]

Ml

104} sird ein Repiserdonton syclem voea
Es hecft dan yeduiile_ Repaeniantensyden

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra | Woche 02 34 /39



Aquivalenzklassen sind gleich oder disjunkt

Satz

Es sei X eine Menge mit der Aquivalenzrelation ~ und [x] und [y] zwei
Aquivalenzklassen. Dann sind diese entweder gleich oder disjunkt.

Beweis.
Cx]l wed Oyl setu nutd dagjreded. Jazmmtveq
Bﬁsw?gtxl,bamgwe XVvxve waly]

Trangihoctal © vz Ak Cx1 <Lyl
MIO@S Cyl =Tx]
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Partition

Definition
Es sei X eine nichtleere Menge und U eine Menge von Teilmengen von
X, also U C P(X). U heiBt eine Partition oder disjunkte Zerlegung

von X, wenn gilt: W W uibodedct X"

@ Fiir alle x € X gibt es eine Menge U € U, die x enthilt.
@ Fiir alle U,V € U sind U und V entweder gleich oder disjunkt.

Q@ 0&U.
X

D Uockeln"  mEgsen
Nt  glutn gros!
NSV
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Partionen ,sind” Aquivalenzrelationen

Satz
@ Es sei X eine nichtleere Menge mit der Aquivalenzrelation ~.
Dann bildet die Menge der Aquivalenzklassen {[x] | x € X} eine
Partition von X.
@ Es sei X eine nichtleere Menge und U eine Partition von X.

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Aquivalenzrelation ~,
sodass U genau aus den Aquivalenzklassen von ~ besteht.

Lusews © @ Vir el mit do- @%w’WWﬁB«N
Ou( )C L sehen W= 4Tx] | X€ X)) als Heuygr dor

2lelasStuund g, dou W et Postihoy

Wegen xnox st xe txl fu alk ) xe N, alw wid X
Lou U’- uldeciet . Noda Seh 13 Sl Aquw[w%%”w

&vud 3 vt jee
A s oLl Rtsinn. (B (it fios wgaﬁ%m‘i'
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Quotientenmenge

Definition
Es sei X eine nichtleere Menge mit der Aquivalenzrelation ~.

Die Menge der Aquivalenzklassen
X [ ~={[x] |x € X}
heift auch die Quotientenmenge oder die Faktormenge von ~.

Beispiel
Do @uoﬁiuﬂrmmvge, 2/ 2 ekt o, den
Aquivaluakiamen T01 wed T, aleo Z/% <40, 1§

. Algumedes st Z/% = {01,047, - Twet1§
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Rationale Zahlen

Wir hatten die Menge der rationalen Zahlen vorlaufig eingefiihrt als

Q= {%’meZ, neZ\{O}}.
Wir wollen aber beispielsweise % % und :—i miteinander identifizieren.

Zu diesen Zweck verwenden wir die Aquivalenzrelation

my my
—~— & MmN =my- Ny
n n»

Das fiihrt uns zur Definition

Q::{%‘mez, neZ\{O}} / ~
fir die rationalen Zahlen als Quotientenmenge.

MWMAW&%W st L2 w—f wow.
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