R. Herzog, G. Miiller Lineare Algebra
Universitat Heidelberg Wintersemester 2023

UBUNG 13

Ausgabedatum: 29. Januar 2024
Abgabedatum: 5. Februar 2024

Hausaufgabe 13.1 (Basics zu Dimensionssétzen) 15 + 1.5 + 3 = 6 Punkte

(a) Gegeben seien die unten stehenden Paare von Vektorrdumen V und Unterrdumen U. Bestimmen
Sie zu jedem Paar mit Hilfe des Dimensionssatzes fiir Faktorrdume codim(U) oder erklédren Sie,
warum anhand dessen keine Aussage moglich ist.

(i) V = (Z3)¥* mit den Matrixverkniipfungen iiber (Zs, +3,3), U := {A € V| Kern(A) 2
(e, e3)}

(ii) V = (Z3)" mit den Funktionsverkniipfungen iiber (Z, +,-), U := {f € V| f(2N) = {0}}

(iiif) V = Q[t] mit den Polynomverkniipfungen iiber (Q,+,-), U = {p € V| deg(p) <
10 und der Koeffizient vor t° ist Null}

(b) Gegeben seien die unten stehenden Vektorraumhomomorphismen f: V. — W zwischen Vektor-
raumen tiber demselben Kérper. Bestimmen Sie in jeder Teilaufgabe den Rang und den Defekt von

f. Wenden Sie in jeder Teilaufgabe einmal den Dimensionssatz fiir Vektorraumhomomorphismen
an.

(i) V= Qs[t], W := Qq[t] tber (Q,+,-), f (Zizo aktk) = qot?

(i) V := RI®3 w = RIO3] iiber (R, +,-), f = id
0 1
(iii) V = RP3, W = R¥ itber (R, +,-), f(A) = |1 0[A
11

() (i) Esseien (K, +,-) ein Koérper und (U, +, -), (V,+,-), (W, +, ) drei Vektorrdume iiber K sowie
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f:U—>V,g: V— W Homomorphismen. Zeigen Sie, dass
dim(Bild(g o f)) + dim(Bild(f) N Kern(g)) = dim(Bild(f))
gilt.

(ii) Gegeben Sei die lineare Abbildung f: R* — R?, die folgende Bedingungen erfiillt:

etk A A

Nutzen Sie Teilaufgabe (i) um dim(Bild(f o f)) zu bestimmen.

Hausaufgabe 13.2 (Charakterisierung der Bijektivitdt von Homomorphismen endlich-dimensionaler

Vektorraume) 3.5 + 2.5 = 6 Punkte

(a) Es seien (K, +, ) ein Kérper und (V, +, ), (W, +, -) zwei Vektorrdume uiber K sowie f: V — W
ein Homomorphismus. Zeigen Sie Folgerung 18.8, also die folgenden Aussagen:

(i) Haben V und W dieselbe endliche Dimension dim(V) = dim(W), dann sind dquivalent:
(1) f ist injektiv.
(2) Defekt(f) =o0.
(3) f ist surjektiv.
(4) Rang(f) = dim(V).
(5) f ist bijektiv.

(ii) Ist V endlich-dimensional und gilt dim(V) < dim(W) € N U {co}, dann kann f nicht
surjektiv sein.

(iii) Ist W endlich-dimensional und gilt dim(W) < dim(V) € N U {co}, dann kann f nicht
injektiv sein.

(iv) Es seiV oder W endlich-dimensional. Ein Isomorphismus V' — W existiert genau dann,
wenn der andere Vektorraum auch endlich-dimensional ist und dim(V') = dim(W) gilt.
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(b) Gegeben seien die unten stehenden Paare von Vektorraumen V und W iiber demselben Korper.
Welche Aussagen konnen Sie beziiglich der Injektivitat und Surjektivitét einer linearen Abbildung
f:V — W anhand des obigen Satzes machen?

(i) V = K3, W := K, iiber einem Kérper (K, +, -)
(ii) V = K4, W := K3 iiber einem Kérper (K, +, -)
(iii) V= Qq[t], W = Ry[t] tiber (Q, +,-)
(iv) V= Qz[t], W := Qu[t] tiber (Q +,)

(Z)) V = (Zz)N, W = P(Zz) ﬁber (Zz,+2, '2)

Hausaufgabe 13.3 (Koordinatendatendarstellung von Vektoren) 0.5+ 0.5 + 1 = 2 Punkte

Gegeben seien die folgenden Kombinationen von Vektorrdumen V mit Basen B und Vektoren v € V.
Bestimmen Sie fiir jede Kombination die Koordinatendarstellung von v bzgl. B. Woraus bestehen die
Spalten der Koeffizientenmatrizen der dazugehorigen linearen Gleichungssysteme?

(a) V :=Rs[t] iber (R,+,-), B = (L1+t,1+t5,1+13),0 := 0+ 1t + 2t2 + 313
(b) V = RI4D iiber (R, +,+), B == (kex)equap, v = id

(¢) V i=Qs[t] /{1, t% t*y iiber (Q,+,-), B:= ([t —t3],[8t=713], [t’]), v == [1+t+ 12+ 2 +t* + 1]

Hausaufgabe 13.4 (Darstellungsmatrizen) 2.5 + 2.5 =5 Punkte

(a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrizen der linearen Abbildungen aus Hausaufgabe 12.1 Tei-
laufgabe (a) und Hausaufgabe 13.1 Teilaufgabe (b), sofern dies moglich ist, jeweils bzgl. der
Standardbasen der entsprechenden Vektorrdume.

(b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrizen der unten stehenden linearen Abbildung

(i) (P(13]).4,-) 2 M Mn{1,3} € (P([L4]), 2, ) iiber (Z,, +2, -2) bzgl. der Basen
({12,31 {1,3}, {12}) und ({12}, {2}, {3,4}, {4}).

(i) (P([1,4]),2,-) 2 M > ey € ((Z)[¥0) 4, ) iiber (Zy, +3, -3) bzgl. der Basen

({1,2}, {2}, {3,4}, {4}) und (e, e;+ey, e +e3, €3+ ey, €4+ es5),
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wobei ey die Elemente aus M auf 1 und jedes andere Argument auf 0 abbildet.
(iii) Die Komposition der beiden obigen Abbildungen bzgl. der Basen

({1,2,3}, {1,3}, {12}) und (e;, e;+eo, e +e3, €3+ ey, €4+ e5).

Hinweis: Hier konnen Sie sich mit einem Resultat aus dem Skript den Grof3teil der Arbeit
sparen.

Bitte reichen Sie Thre Losungen als ein PDF auf Mampf ein.
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