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Hausaufgabe 12.1 (Basics zu Vektorraumhomomorphismen) 3.5 + 1 + 1 + 1.5 + 2 = 9 Punkte

(a) Entscheiden Sie, welche der folgendenAbbildungenVektorraumhomomorphismen, -endomorphismen
oder -automorphismen sind, und beweisen Sie Ihre Antwort.

(𝑖) 𝑓 : 𝐾5 ∋ (𝑣1, . . . , 𝑣5) ↦→ (𝑣5, . . . , 𝑣1) ∈ 𝐾5 jeweils über einem Körper 𝐾 .

(𝑖𝑖) 𝑓 : R5 ∋ (𝑣1, . . . , 𝑣5) ↦→ (3 𝑣1, 2 𝑣4 + 𝑣1, 0, 0, 𝑣5 + 1) ∈ R5 jeweils über R.

(𝑖𝑖𝑖) 𝑓 : R ∋ 𝑥 ↦→ max(𝑥, 0) ∈ R jeweils über R.

(𝑖𝑣) 𝑓 : 𝐾4 [𝑡] ∋ 𝑝 ↦→ 𝑝 · 𝑡4 ∈ 𝐾8 [𝑡] jeweils mit Polynomverknüpfungen über einem Körper 𝐾 .

(𝑣) 𝑓 : ZN2 ∋ 𝑓 ↦→ 𝑓 2 ∈ ZN2 jeweils mit den punktweisen Funktionsverknüpfungen über
(Z2, +2, ·2), wobei 𝑓 2 = 𝑓 ·2 𝑓 punktweise zu verstehen ist.

(𝑣𝑖) 𝑓 : P(Q) ∋ 𝑀 ↦→ Q \𝑀 ∈ P(Q) für (P(Q), △, ·) über (Z2, +2, ·2).

(𝑣𝑖𝑖) 𝑓 : P(Q) ∋ 𝑀 ↦→ 𝑀 ∩ N ∈ P(Q) für (P(Q), △, ·) über (Z2, +2, ·2).

(b) Es seien (𝑈 , +, ·), (𝑉 , +, ·), (𝑊, +, ·) Vektorräume über dem gleichen Körper 𝐾 . Zeigen Sie, dass
wenn 𝑓 : 𝑉 →𝑊 und 𝑔 : 𝑈 → 𝑉 lineare Abbildungen sind, dann ist auch 𝑓 ◦ 𝑔 : 𝑈 →𝑊 eine
lineare Abbildung (Lemma 17.4).

(c) Es seien (𝑉 , +, ·), (𝑊, +, ·) Vektorräume über dem gleichen Körper 𝐾 und 𝑓 : 𝑉 →𝑊 bijektiv.
Zeigen Sie, dass 𝑓 genau dann ein Vektorraumisomorphismus von 𝑉 nach𝑊 ist, wenn 𝑓 −1 ein
Vektorraumisomorphismus von𝑊 nach 𝑉 ist.
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(d) Es sei (𝑉 , +, ·) ein Vektorraum über einem Körper 𝐾 und 𝑓 : 𝑉 → 𝑉 ein Vektorraumendomor-
phismus mit 𝑣 ∈ 𝑉 und 𝑛 ∈ N so, dass

𝑓 (𝑛) (𝑣) B 𝑓 ◦ · · · ◦ 𝑓︸      ︷︷      ︸
𝑛-mal

(𝑣) ≠ 0 und 𝑓 (𝑛+1) (𝑣) B 𝑓 ◦ · · · ◦ 𝑓︸      ︷︷      ︸
𝑛+1-mal

(𝑣) = 0.

Zeigen Sie, dass
{
𝑣, 𝑓 (𝑣), . . . , 𝑓 (𝑛) (𝑣)

}
linear unabhängig ist.

(e) Es sei (𝑉 , +, ·) ein Vektorraum über einem Körper 𝐾 der Charakterstik char(𝐾) ≠ 2. Zeigen Sie:

(𝑖) Ist 𝑓 : 𝑉 → 𝑉 ein selbstinverser Vektorraumautomorphismus, dann sind

𝑉+(𝑓 ) B {𝑣 ∈ 𝑉 | 𝑓 (𝑣) = 𝑣} und 𝑉− (𝑓 ) B {𝑣 ∈ 𝑉 | 𝑓 (𝑣) = −𝑣}

𝑉 -komplementäre Unterräume.

(𝑖𝑖) Sind𝑈 und𝑊 zwei𝑉 -komplementäre Unterräume, dann gibt es genau einen selbstinversen
Vektorraumautomorphismus mit 𝑉+(𝑓 ) = 𝑈 und 𝑉− (𝑓 ) =𝑊 .

Hausaufgabe 12.2 (Konstruktion linearer Abbildungen) 1.5 + 1.5 = 3 Punkte

(a) Wir betrachten die Vektorräume (RN, +, ·) und (R, +, ·) über dem Körper R. Zeigen Sie, dass
es eine lineare Abbildung 𝑓 : RN → R gibt, so dass 𝑓 (𝑒𝑛) = 2𝑛 für alle 𝑛 ∈ N gilt, wobei

𝑒𝑛 (𝑘) B
{
1, 𝑛 = 𝑘

0, sonst
ist. Ist eine solche Abbildung eindeutig, surjektiv, injektiv oder bijektiv?

(b) Es seien (𝑉 , +, ·), (𝑊, +, ·) Vektorräume über demselben Körper 𝐾 und (𝑉1, +, ·) sowie (𝑉2, +, ·)
Unterräume von (𝑉 , +, ·). Zeigen Sie, dass lineare Abbildungen 𝑓1 : 𝑉1 →𝑊 und 𝑓2 : 𝑉2 →𝑊

zu einer linearen Abbildung 𝑓 : 𝑉 →𝑊 mit 𝑓 |
𝑉1

= 𝑓1 und 𝑓 |𝑉2
= 𝑓2 fortgesetzt werden können,

wenn 𝑓1 = 𝑓2 auf 𝑉1 ∩𝑉2 gilt. Entscheiden und beweisen Sie, unter welcher Bedingung an 𝑉1 und
𝑉2 diese Fortsetzung eindeutig ist.

Hausaufgabe 12.3 (Matrix-Vektor-Multiplikation als Vektorraumhomomorphismus) 0.5 + 0.5 + 0.5 +
1.5 = 3 Punkte

Es sei 𝐾 ein Körper und 𝑛,𝑚, 𝑘 ∈ N0. Zeigen Sie Lemma 17.9, also die folgenden Aussagen:

(a) Ist 𝐴 ∈ 𝐾𝑛×𝑚 , dann definiert die von 𝐴 induzierte lineare Abbildung

𝑓𝐴 : 𝐾𝑚 ∋ 𝑥 ↦→ 𝑓𝐴 (𝑥) B 𝐴𝑥 ∈ 𝐾𝑛

tatsächlich eine lineare Abbildung 𝐾𝑚 → 𝐾𝑛 .
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(b) Ist 𝑓 : 𝐾𝑚 → 𝐾𝑛 eine lineare Abbildung, dann gibt es eine Matrix 𝐴 ∈ 𝐾𝑛×𝑚 , sodass 𝑓 = 𝑓𝐴 gilt.

(c) Sind 𝐴 ∈ 𝐾𝑛×𝑚 und 𝐵 ∈ 𝐾𝑚×𝑘 , dann gilt

𝑓𝐴 ◦ 𝑓𝐵 = 𝑓𝐴𝐵 .

(d) 𝐴 ∈ 𝐾𝑛×𝑛 ist genau dann invertierbar, wenn 𝑓𝐴 : 𝐾𝑛 → 𝐾𝑛 invertierbar ist. In diesem Fall gilt

(𝑓𝐴)−1 = 𝑓𝐴−1 .

Hausaufgabe 12.4 (Vektorraum der Vektorraumhomomorphismen) 3 Punkte

Es seien (𝑉 , +, ·) und (𝑊, +, ·) Vektorräume über dem gleichen Körper 𝐾 und𝑉1 ⊆ 𝑉 sowie𝑊1 ⊆𝑊 mit
den entsprechenden Verknüpfungen Unterräume von (𝑉 , +, ·) bzw. (𝑊, +, ·). Entscheiden Sie, welche
der folgenden Mengen Unterräume von Hom(𝑉 ,𝑊 ) sind und beweisen Sie Ihre Antwort.

𝐻= B {𝑓 ∈ Hom(𝑉 ,𝑊 ) | Kern(𝑓 ) = 𝑉1} 𝐺= B {𝑓 ∈ Hom(𝑉 ,𝑊 ) | Bild(𝑓 ) =𝑊1}
𝐻⊆ B {𝑓 ∈ Hom(𝑉 ,𝑊 ) | Kern(𝑓 ) ⊆ 𝑉1} 𝐺⊆ B {𝑓 ∈ Hom(𝑉 ,𝑊 ) | Bild(𝑓 ) ⊆𝑊1}
𝐻⊇ B {𝑓 ∈ Hom(𝑉 ,𝑊 ) | Kern(𝑓 ) ⊇ 𝑉1} 𝐺⊇ B {𝑓 ∈ Hom(𝑉 ,𝑊 ) | Bild(𝑓 ) ⊇𝑊1}

Hausaufgabe 12.5 (Faktorräume und Homomorphiesatz) 1 + 1 = 2 Punkte

(a) Es sei𝑈 B ⟨N⟩ mit den entsprechenden Verknüpfungen der Unterraum von 𝑉 B (P(N), △, ·)
über (Z2, +2, ·2). Geben Sie eine Beschreibung der Elemente von 𝑉 /𝑈 an.

(b) Es sei (𝑉 , +, ·) ein Vektorraum über einem Körper 𝐾 und𝑈 ⊆ 𝑉 ein Unterraum. Entscheiden Sie,
welche der folgenden Aussagen i. A. gültig ist, und beweisen Sie Ihre Antwort.

(𝑖) Ist (𝑣𝑖)𝑖∈𝐼 eine linear unabhängige Familie von Vektoren in 𝑉 , dann ist ( [𝑣𝑖])𝑖∈𝐼 eine linear
unabhängige Familie von Vektoren in 𝑉 /𝑈 .

(𝑖𝑖) Ist ( [𝑣𝑖])𝑖∈𝐼 eine linear unabhängige Familie von Vektoren in 𝑉 /𝑈 , dann ist (𝑣𝑖)𝑖∈𝐼 eine
linear unabhängige Familie von Vektoren in 𝑉 .

Bitte reichen Sie Ihre Lösungen als ein PDF auf Mampf ein.
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