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UBUNG 12

Ausgabedatum: 22. Januar 2024
Abgabedatum: 29. Januar 2024

Hausaufgabe 12.1 (Basics zu Vektorraumhomomorphismen) 3.5+1+1+ 15+ 2 =9 Punkte

(a) Entscheiden Sie, welche der folgenden Abbildungen Vektorraumhomomorphismen, -endomorphismen
oder -automorphismen sind, und beweisen Sie Ihre Antwort.

(i) f: K53 (vy,...,05) > (vs,...,01) € Ks jeweils tiber einem Korper K.
(ii) f:Rs > (v1,...,05) = (301,204 +01,0,0,05 +1) € Rs jeweils tiber R.
(iii) f: R 3 x > max(x,0) € R jeweils iiber R.
(iv) f:Ky[t] > p > p-t* € Kg[t] jeweils mit Polynomverkniipfungen iiber einem Kérper K.

(v) f:Z) > f +— f* € Z) jeweils mit den punktweisen Funktionsverkniipfungen iiber
(Z2,+3,+2), wobei f? = f -, f punktweise zu verstehen ist.

(vi) f: P(Q >2M— Q\M e P(Q) fiur (P(Q), A,-) tber (Zy, +2, -2).
(vii) f: P(Q >2Mm— MNN e P(Q) fiur (P(Q), A,-) tber (Zy, +2,-2).

(b) Es seien (U,+,-), (V,+,+), (W, +, ) Vektorrdume iiber dem gleichen Korper K. Zeigen Sie, dass
wenn f: V — Wund g: U — V lineare Abbildungen sind, dann ist auch f o g: U — W eine
lineare Abbildung (Lemma 17.4).

(c) Esseien (V,+,-), (W, +,-) Vektorrdume iiber dem gleichen Kérper K und f: V. — W bijektiv.
Zeigen Sie, dass f genau dann ein Vektorraumisomorphismus von V nach W ist, wenn f~! ein
Vektorraumisomorphismus von W nach V ist.
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(d) Essei (V,+,-) ein Vektorraum tiber einem Korper K und f: V — V ein Vektorraumendomor-
phismus mit v € V und n € N so, dass

fM @ =fo-of(®#0 und fU(0):=fo-- 0 f(o)=0.
N— N—
n-mal n+1-mal

Zeigen Sie, dass {v, f),...,f™ (v)} linear unabhéngig ist.
(e) Essei (V,+,-) ein Vektorraum iiber einem Korper K der Charakterstik char(K) # 2. Zeigen Sie:

(i) Ist f: V — V ein selbstinverser Vektorraumautomorphismus, dann sind

Vi(f) ={oeVIf()=0} und  V_(f) ={oeV]|f(o)=-v}

V-komplementére Unterraume.

(ii) Sind U und W zwei V-komplementare Unterraume, dann gibt es genau einen selbstinversen
Vektorraumautomorphismus mit V,.(f) = U und V_(f) = W.

Hausaufgabe 12.2 (Konstruktion linearer Abbildungen) 1.5 + 1.5 = 3 Punkte

(a) Wir betrachten die Vektorraume (RN, +,-) und (R, +, -) iiber dem Korper R. Zeigen Sie, dass
es eine lineare Abbildung f: R — R gibt, so dass f(e,) = 2" fiir alle n € N gilt, wobei

1, =k
en(k) = {0 " . ist. Ist eine solche Abbildung eindeutig, surjektiv, injektiv oder bijektiv?
, sons

(b) Es seien (V,+,-), (W, +,-) Vektorraume tiber demselben Korper K und (V3, +, -) sowie (Va, +, -)
Unterrdume von (V, +, -). Zeigen Sie, dass lineare Abbildungen fi: V; > Wund f,: V, -» W
zu einer linearen Abbildung f: V' — W mit f|;, = fi und f|,, = f; fortgesetzt werden kénnen,
wenn f; = f, auf V; NV, gilt. Entscheiden und beweisen Sie, unter welcher Bedingung an V; und
V, diese Fortsetzung eindeutig ist.

Hausaufgabe 12.3 (Matrix-Vektor-Multiplikation als Vektorraumhomomorphismus) 0.5 + 0.5 + 0.5 +
1.5 = 3 Punkte

Es sei K ein Korper und n, m, k € Nj. Zeigen Sie Lemma 17.9, also die folgenden Aussagen:

a) Ist A € K™™, dann definiert die von A induzierte lineare Abbildun,
g
fa: K™ 3 x> fa(x) = Ax e K"

tatsachlich eine lineare Abbildung K™ — K".
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(b) Ist f: K™ — K" eine lineare Abbildung, dann gibt es eine Matrix A € K™™, sodass f = f4 gilt.
(¢) Sind A € K™™ und B € K™k, dann gilt
8

fao fg= fas.

(d) A € K™" ist genau dann invertierbar, wenn f4: K" — K" invertierbar ist. In diesem Fall gilt

(fa)™ = famr.

Hausaufgabe 12.4 (Vektorraum der Vektorraumhomomorphismen) 3 Punkte

Es seien (V, +,-) und (W, +, -) Vektorrdume iiber dem gleichen Kérper K und V; C V sowie W; € W mit
den entsprechenden Verkniipfungen Unterraume von (V,+,-) bzw. (W, +, -). Entscheiden Sie, welche
der folgenden Mengen Unterraume von Hom(V, W) sind und beweisen Sie Thre Antwort.

H- = {f e Hom(V, W) | Kern(f) = W1} G= = {f € Hom(V,W) | Bild(f) = W;}

Hc = {f € Hom(V,W) | Kern(f) € V;} Gc = {f € Hom(V,W) | Bild(f) € W;}

H- = {f € Hom(V, W) | Kern(f) 2 V;} G- = {f € Hom(V,W) | Bild(f) 2 W;}
Hausaufgabe 12.5 (Faktorrdume und Homomorphiesatz) 1+1 = 2 Punkte

(a) EsseiU := (N) mit den entsprechenden Verkniipfungen der Unterraum von V := (P (N), A, )
tiber (Z,, +2, -2). Geben Sie eine Beschreibung der Elemente von V /U an.

(b) Essei (V,+,-) ein Vektorraum iiber einem Korper K und U C V ein Unterraum. Entscheiden Sie,
welche der folgenden Aussagen i. A. giiltig ist, und beweisen Sie Thre Antwort.

(i) Ist (v;);er eine linear unabhéingige Familie von Vektoren in V, dann ist ([v;]);es eine linear
unabhingige Familie von Vektoren in V' /U.

(i) Ist ([v;])ies eine linear unabhéngige Familie von Vektoren in V /U, dann ist (v;);es eine
linear unabhéngige Familie von Vektoren in V.

Bitte reichen Sie Thre Losungen als ein PDF auf Mampf ein.
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