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Hausaufgabe 11.1 (Ring quadratischer Matrizen) 1.5 + 1 + 0.5 + 1 + 2 = 6 Punkte

Es sei (𝐾, +, ·) ein Körper.

(a) Es sei 𝑛 ∈ N. Zeigen Sie, dass das Matrixprodukt von 𝑛 beliebigen strikten oberen Dreiecksma-
trizen aus dem 𝐾𝑛×𝑛 die Nullmatrix ergibt. Zeigen Sie weiter, dass das Lemma 15.33 impliziert,
also dass 𝐴𝑛 = 0 für jede strikte obere Dreiecksmatrix 𝐴 ∈ 𝐾𝑛×𝑛 gilt.

(b) Es seien𝑚,𝑛 ∈ N0. Zeigen Sie, dass für beliebige Matrizen𝐴 ∈ 𝐾𝑛×𝑚 und invertierbare Matrizen
𝐵 ∈ 𝐾𝑛×𝑛 , 𝐶 ∈ 𝐾𝑚×𝑚 die Gleichheit

Rang(𝐵𝐴𝐶) = Rang(𝐴) (15.35)

gilt (Folgerung 15.41).

(c) Es sei 𝑛 ∈ N. Entscheiden Sie, ob 𝐾𝑛×𝑛 ∋ 𝐴 ↦→ 𝐴ᵀ ∈ 𝐾𝑛×𝑛 ein Ringautomorphimus von Ringen
mit Eins ist. Begründen Sie Ihre Antwort.

(d) Es sei 𝑛 ∈ N. Entscheiden Sie, ob die Ringe der Mengen 𝐾𝑛×𝑛 , 𝐾𝑛×𝑛 und 𝐾𝑛×𝑛 mit der Matrixad-
dition und -multiplikation kommutativ sind. Falls ja, kommutieren die jeweiligen Matrizen auch
mit allen Matrizen aus 𝐾𝑛×𝑛?

(e) Es sei 𝑛 ∈ N und

𝑃 B {𝐴 ∈ 𝐾𝑛×𝑛 | In jeder Zeile und jeder Spalte von 𝐴 steht genau eine 1 und sonst 0} ⊆ GL(𝑛, 𝐾) .

(𝑖) Zeigen Sie, dass 𝑃 mit der Matrixmultiplikation eine zur (𝑆𝑛, ◦) isomorphe Gruppe bildet.

(𝑖𝑖) Zeigen Sie, dass 𝐴−1 = 𝐴ᵀ für alle 𝐴 ∈ 𝑃 .
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(𝑖𝑖𝑖) Bestimmen Sie eine Zerlegung der Matrix
0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0


in das Produkt von Elementarmatrizen vom Typ III.

Hausaufgabe 11.2 (Allgemeine lineare Gruppe) 1 + 3 = 4 Punkte

(a) Es seien 𝐾 ein Körper und 𝑛 ∈ N. Zeigen Sie, dass GL(𝑛, 𝐾) genau dann endlich ist, wenn 𝐾
endlich ist.

(b) (𝑖) Bestimmen Sie alle Elemente der GL(2,Z2).

Hinweis: Überführen Sie ein allgemeines𝐴 ∈ Z2×22 in Zeilenstufenform und unterscheiden
Sie geeignete Fälle.

(𝑖𝑖) Bestimmen Sie die Ordnung für alle Elemente aus GL(2,Z2).

(𝑖𝑖𝑖) Zeigen Sie, dass GL(2,Z2) nicht kommutativ ist.

Hausaufgabe 11.3 (Beispiele linearer Gleichungssysteme) 4 + 2 = 6 Punkte

(a) Bestimmen Sie die Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems 𝐴𝑥 = 𝑏 für

(𝑖) 𝐴 =


−2 0 −1 −1
0 0 0 0
6 1 4 2
2 −1 0 2

 , 𝑏 =

©­­­«
𝑟

𝑠

0
−8

ª®®®¬ über (R, +, ·) in Abhängigkeit von 𝑟, 𝑠;

(𝑖𝑖) 𝐴 =


2 1 2 4
4 2 4 1
1 3 1 3

 , 𝑏 =
©­«
4
2
𝑧

ª®¬ über (Z5, +5, ·5) in Abhängigkeit von 𝑧.

(b) Gegeben sei der Vektorraum R3 [𝑡] über (R, +, ·) mit den Basen

𝐵1 B
{
1 + 𝑡2 + 𝑡3, 𝑡 + 2 𝑡2 + 𝑡3, 1 + 𝑡3, 2 𝑡 + 𝑡2 + 𝑡3

}
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𝐵2 B
{
2 + 𝑡2, 3 𝑡 + 2 𝑡3, 1 + 2 𝑡 + 3 𝑡2 + 𝑡3, 1 + 𝑡 + 𝑡2 + 5 𝑡3

}
Bestimmen Sie die Linearkombinationskoeffizienten der Elemente in 𝐵2 bezüglich 𝐵1, indem Sie
das dazugehörige lineare Gleichungssystem mit mehreren rechten Seiten aufstellen und lösen.

Hausaufgabe 11.4 (Resultate zu Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme) 1 + 1 + 1 = 3 Punkte

Es sei 𝐾 ein Körper und 𝑛,𝑚, 𝑘 ∈ N sowie 𝐴 ∈ 𝐾𝑛×𝑚 und 𝑏 ∈ 𝐾𝑛 .

(a) Zeigen Sie, dass L(𝐴,𝑏) genau dann ein Unterraum von 𝐾𝑚 ist, wenn 𝑏 = 0 ist.

(b) Zeigen Sie, dass für alle𝑀 ∈ 𝐾𝑘×𝑛 gilt:

L(𝑀𝐴,𝑀𝑏) = L(𝐴,𝑏 + L(𝑀, 0)) B
⋃

𝑐∈L(𝑀,0)
L(𝐴,𝑏 + 𝑐) .

(c) Zeigen Sie, dass für alle𝑀 ∈ 𝐾𝑚×𝑘 gilt:

L(𝐴𝑀,𝑏) = L(𝑀,L(𝐴,𝑏)) B
⋃

𝑐∈L(𝐴,𝑏 )
L(𝑀,𝑐).

Bitte reichen Sie Ihre Lösungen als ein PDF auf Mampf ein.

https://tinyurl.com/scoop-la Seite 3 von 3

https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/lectures/175
https://tinyurl.com/scoop-la

