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UBUNG 11 - LOSUNG

Ausgabedatum: 15. Januar 2024
Abgabedatum: 22. Januar 2024

Hausaufgabe 11.1 (Ring quadratischer Matrizen) 15+ 1+ 0.5+1+2 =6Punkte

Es sei (K, +, -) ein Korper.

(a) Es sein € N. Zeigen Sie, dass das Matrixprodukt von n beliebigen strikten oberen Dreiecksma-
trizen aus dem K™*" die Nullmatrix ergibt. Zeigen Sie weiter, dass das Lemma 15.33 impliziert,
also dass A" = 0 fiir jede strikte obere Dreiecksmatrix A € K™*" gilt.

(b) Es seien m, n € Ny. Zeigen Sie, dass fiir beliebige Matrizen A € K™*™ und invertierbare Matrizen
g g
B e K™" C e K™ die Gleichheit

Rang(BAC) = Rang(A) (15.35)
gilt (Folgerung 15.41).

(c) Es sein € N. Entscheiden Sie, ob K"*" 5 A > AT € K"™*" ein Ringautomorphimus von Ringen
mit Eins ist. Begriinden Sie Thre Antwort.

(d) Essein € N. Entscheiden Sie, ob die Ringe der Mengen K{X”, K%X” und KgX" mit der Matrixad-
dition und -multiplikation kommutativ sind. Falls ja, kommutieren die jeweiligen Matrizen auch
mit allen Matrizen aus K™*"?

(e) Essein € Nund
P := {A € K™" |In jeder Zeile und jeder Spalte von A steht genau eine 1 und sonst 0} € GL(n, K).

(i) Zeigen Sie, dass P mit der Matrixmultiplikation eine zur (S,, o) isomorphe Gruppe bildet.

(ii) Zeigen Sie, dass A™! = AT fiir alle A € P.
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(iii) Bestimmen Sie eine Zerlegung der Matrix

0 01 0O
1 0 0 0 O
0 0 0 01
01 0 0 O
0 001 0

in das Produkt von Elementarmatrizen vom Typ III.

Loésung.

(a) Wie man in Beispiel 15.34 des Skripts schon sehen kann, sorgt das Erh6hen der Potenz einer
strikten oberen Dreiecksmatrix dafiir, dass mindestens eine weitere Nebendiagonale nur mit
Nullen besetzt ist — die Nicht-Null Eintrage der Matrix wandern bei Erhéhen der Potenz nach
rechts oben. Dieser Effekt ist unabhéngig davon, dass in dem Beispiel die Potenzen einer strikten
oberen Dreiecksmatrix gebildet werden, er tritt auch bei allgemeinen Produkten auf.

Genauer zeigen wir Folgendes: Es seien A und B aus K"*" strikte obere Dreiecksmatrizen und
ka, kg € [[0,n — 1] Zahlen, so dass die k-ten Nebendiagonalen von A bzw. B fiir k € [0, k4] bzw.
k € [0, k] nur aus Nullen besteht. Dann bestehen die k-ten Nebendiagonalen des Produkts A B
fur k € [0, ka + kg + 1] nur aus Nullen.

Die Behauptung folgt schnell aus der Definition des Matrixprodukt, denn nach Voraussetztung

sind
a;j=0firj—i<ks und b;;=0fiirj—i<ks
und somit
n j—kp—-1
(ab);j = Z aie by = Z aieby;
=1 — t=itka+1

=0 =0
fiir £<itka fiir ¢>j—kg

und die Indexmenge der Summe ist leer, wenn j —i < kg + kg + 1.

Die Anzahl der fithrenden, nichtnegativen Nulldiagonalen summiert sich also und wird um
1 verringert. Entsprechend ist klar, dass das Produkt aus n strikten oberen Dreiecksmatrizen
die Nullmatrix ergibt. Die n-te Potenz A" einer solchen Matrix ist genau ein solches Produkt.
(1.5 Punkte)
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(b)

(©)

Der Beweis ist am einfachsten mit der komponentenweise Definition des Matrixprodukts zu
fithren. Eine Intuition, was hier passiert findet man mit der spaltenweisen Interpretation jedoch
leichter. Das Produkt A B erhilt erstmal kg Nullspalten aus der Struktur von B, dann weitere k4
Nullspalten aus der Struktur von A und dem Fakt, dass die Spalten k4 + kp nur die ersten k4
Spalten von A kombinieren. Anschlieflend ist jede Spalte eins weiter rechts eine Kombination
aus Spalten von A, die einen Eintrag hochstens eins weiter unten haben kann.

Dass Falle auftreten konnen, wo wirklich die n-te Potenz benotigt wird, zeigt schon Beispiel 15.34
des Skripts. Andersherum kénnen durchaus auch Fille auftreten, in denen A eine strikte obere
Dreiecksmatrix ist, in der lediglich die Hauptdiagonale ausschlief3lich aus Nullen besteht, und
fiir die schon A? = 0 gilt, z. B. Matrizen der Struktur

0 1——1
0 0——0

Die kleinste Zahl k € N abzulesen, so dass A¥ = 0 ist, ist also keinesfalls offensichtlich.

Wir nutzen Satz 15.14. Da invertierbare Matrizen Vollrang haben, gilt
Rang(B AC) < min{Rang(B), Rang(A), Rang(C)} < Rang(A)
und andererseits

Rang(A) = Rang((B™'B) A(CC™")) = Rang(B ' (BAC)C™)
< min{Rang(B™!), Rang(BAC), Rang(C™")} < Rang(BAC).

(1 Punkt)

Die Einheitsmatrix ist diagonal, daher gilt I' = I. Aulerdem gilt fiir Matrizen A, B € K™*", dass
(A+B)"=A"+B".
Die Matrixmultiplikation ist mit der Transposition aber i. A. bekanntermaflen nicht vertraglich,
denn es gilt
i A.
(AB) =B' A" 2 A"H

wie man fiir die transponierten Matrizen zweier nicht kommutierenden Matrizen sofort einsieht.
Ein Sonderfall ist also lediglich der Fall n = 1, wo solche Matrizen nicht existieren, hier handelt

es sich tatsachlich um einen Ringhomomorphismus. Die Bijektivitat liegt hingegen auf der Hand,
da die Transposition nur Elemente vertauscht. (0.5 Punkte)
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(d)

Im Fall n = 1 stimmen alle drei Unterrdume iiberein und sind isomorph zum Kérper, kommutieren
also. Dass die Dreiecksmatrizen fiir andere n € N nicht kommutieren zeigt schon das Beispiel im
Beweis von Lemma 15.30. Die Diagonalmatrizen bilden fiir beliebige n € N einen kommutativen
Ring. Bei Multiplikation von rechts skaliert eine Diagonalmatrix die Spalten der linken Matrix
mit ihren entsprechenden Hauptdiagonaleintragen. Bei Multiplikation von links wird zeilenweise
skaliert. Das liefert fiir allgemeine Matrizen nicht den gleichen Effekt, wie man am folgenden
Beispiel sieht:

1——1 1 0——0 0 1——1 1 0——0]]|0 171
0 0——0 _ 0 0——0 0 0——0J|0 0——0
Fiir Diagonalmatrizen stimmt aber die j-te Spalte immer mit der j-ten Zeile iiberein, hier werden
also die Hauptdiagonalen komponentenweise multipliziert. (1 Punkt)
Beachte: Die Multiplikation mit Matrizen der vorliegenden Form von rechts bzw. links ver-

tauscht in dem anderen Faktor Spalten bzw. Zeilen, sie permutieren also die Indexmengen der
Spalten und Zeilen, sie werden daher Permutationsmatrizen genannt.

Eine Permutation f € S,, der Form

( 1 e n )
f@ ... f(n)
konnen wir mit der Matrix ®(f) mit

~ {1, i=f())

0, sonst

aus P identifizieren. Die 1-Eintrige sind also genau die ay(;); fiir j € [1,n]. Die Matrix A ist
also spaltenweise aus Einheitsvektoren durch A = (ef(l), e, ef(n)) aufgebaut.

Die Bijektivitat dieser Abbildung ist offensichtlich, und lasst sich an Hand der Umkehrabbildung
leicht verifizieren. Eine Matrix A € P besitzt zu jedem Index j € [1,n] genau einen Index
¢; € [1,n]] mit a,,; = 1, wobei die /; paarweise verschieden sein miissen. Zu A € P gehért also

die Permutation
-1 _ 1 n
® (A)_(ta ]

Es seien nun Permutationen f, g € S,, gegeben. Aus der spaltenweise Interpretation der Matrix-
multiplikation folgt sofort, dass fiir alle Spaltenindizes j € [1, n] gilt

(@(f) 2(9)s; = P(feg(s)
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also hat ®(f) ®(g) in der j-ten Spalte genau am Zeilenindex f(g(j)) eine 1, entspricht also
®(f o g). Da die Mengen isomorph sind und die Abbildung strukturvertraglich folgt sofort, dass
auch P mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe bildet. (1 Punkt)

Beachte: Es besteht grundsitzlich auch die Moglichkeit, die Permutationsmatrizen zeilenweise
statt spaltenweise mit ihren Permutationen der S, zu identifizieren. Dann muss man auf den
Permutationsmatrizen die Multiplikation aber genau mit umgekehrter Reihenfolge der Matrizen
definieren, sonst erhélt man einen Antihomomorphismus. Die hier vorgestellte Variante ist auch
attraktiv, weil der Urbildvektor in der Zweizeilenform der Permutation, also (1,...,n) durch
Multiplikation mit ®(f) gerade auf den Bildvektor, also (f(1),..., f(n)) abgebildet wird.

Wir wissen nun, dass Gruppenhomomorphismen mit Inversenbildung vertriglich sind, und dass
Transpositionen in der S, selbstinvers sind, was entsprechend auch in P gilt. Die Permutationen
der S, besitzen Zerlegungen in Transpositionen, fiir A mit einer Zerlegung der Permutation
®~1(A) =1y 0..., 1k, erhalten wir also, dass

Al=o@ (AT =@ (A ) =e((ro...,5) ) =@(xk) -+ ®(n1)
=0(gp)" - ()" = ((z) - -+ - @(Tk))T =®0(ryo---or) = Al

(0.5 Punkte)

Um fur die Matrix

0 01 0O
1 0 0 0 O
0 0 0 01
0 1.0 0 O
0 001 0

eine Zerlegung in Transpositionsmatrizen (Elementarmatrizen vom Typ III) — das sind natiirlich
genau die zu den Transpositionspermutationen der S, gehorigen Bilder unter ® — zu bestimmen,
haben wir nun vier Moglichkeiten. Entweder arbeiten wir mit der Matrix selbst oder mit der
dazugehorigen Permutation

1 2 3 4 5

(2 415 4) '

Arbeiten wir mit der Matrix, dann bestimmen wir die Transpositionsmatrizen (bzw. deren
Inverse, alle sind selbstinvers), die wir benétigen, um durch Multiplikation von rechts bzw. links,
sukzessive Spalten bzw. Zeilen zu tauschen, so dass die Einheitsmatrix entsteht. Arbeiten wir mit
der Permutation, dann bestimmen wir wie in Hausaufgabe 4.5 eine Zerlegung durch Tauschen
im Urbild- oder Bildbereich der Permutation und bilden die gefundene Zerlegung auf Matrizen
ab, was dann spaltenweisen bzw. zeilenweisen Vorgehensweise bei der Matrix entspricht.

Wir geben hier die beiden Varianten fiir das arbeiten mit der Matrix an, weil die Losung im Rah-
men der S, sehr analog zu Hausaufgabe 4.5 geht. Wir notieren dabei die Transpositionsmatrizen,
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die die i-te und j-te Spalte bzw. Zeile tauscht mit T;;. Einmal erhalten wir dann

0 01 00 1 0 0 0 O
1 0 0 0 O 0 01 0O
0 0 0 0 1{=T32/0 0 0 0 1
010 00 010 0O
0 0 010 00 010
1 0 0 0 O
010 0O
:T12T24 0 0 0 O 1
0 01 0O
0 001 0
1 0 0 0 O
010 0 O
:T12T24T34 0 0 1 0 0
0 0 0 01
0 001 0
= T12T24 T34 Tys.
Alternativ erhalten wir bei Bearbeitung der Spalten (von rechts)
0 01 0O [1 0 0 0 O]
1 0 0 0 O 0 01 0O
0 0 0 0 1f{=(0 0 0 0 1(Ts
0 1.0 0 O 0 1.0 0 O
00010/ (0001 0
[1 0 0 0 O]
0 1.0 0O
={0 0 0 O 1 T23T13
0 01 00
0 0 0 1 0
[1 0 0 0 O]
01 0 00
=(0 0 1 0 O T34T23T13
0 0 0 01
0 0 0 1 0
= TysT34To3Ths.

Und wieder sehen wir, dass die Zerlegungen in Transpositionen nicht eindeutig sind. (0.5 Punkte)
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Hausaufgabe 11.2 (Allgemeine lineare Gruppe) 1+ 3 =4 Punkte

(a) Es seien K ein Korper und n € N. Zeigen Sie, dass GL(n, K) genau dann endlich ist, wenn K
endlich ist.

(b) (i) Bestimmen Sie alle Elemente der GL(2,Z;).

Hinweis: Uberfiihren Sie ein allgemeines A € Z5*? in Zeilenstufenform und unterscheiden
Sie geeignete Fille.

(ii) Bestimmen Sie die Ordnung fiir alle Elemente aus GL(2, Z3).

(iii) Zeigen Sie, dass GL(2,Z;) nicht kommutativ ist.

Losung.

(a) Wenn K ein endlicher Korper ist, dann ist schon die Menge aller Matrizen K™" endlich mit
#K("") Elementen, die Teilmenge GL(n, K) ist entsprechend ebenfalls endlich. (0.5 Punkte)

Ist K ein nicht endlicher Kérper, dann ist fiir jedes o € K die Matrix der Form

a—l 0o—o]"
1—0

I

0——1

invertierbar, also in der GL(n, K), welche damit mindestens so méchtig ist, wie der Korper selbst.

(0.5 Punkte)
a b
c d

ist genau dann invertierbar, wenn sie Vollrang 2 hat. Entsprechend kénnen a und c nicht
gleichzeitig 0 sein. Es ergeben sich also die folgenden Méglichkeiten.

(b) (i) Eine Matrix

Fall 1: @ = O und ¢ # 0, also ¢ = 1. Dann ergibt sich nach erneuter Anwendung des
Vollrangarguments auf die Zeilen der Matrix, dass b nicht Null sein darf, also b = 1 sein
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(ii)

muss. Hier ergeben sich die Matrizen
0 1 01
1 0|’ 1 1
Fall 2: Fir a = 1 und ¢ = 0 erhalten wir analog die Matrizen
1 0 11
0 1|’ 0 1

Fall 3: Fiir a = ¢ = 1 diirfen nun b und d nicht iibereinstimmen, da die Zeilen sonst linear
abhingig sind und damit der Rang 1 < 2 ist. Es ergeben sich

1 0 11
1 17 |1 0

Wir wissen bereits jetzt aus dem Satz von Lagrange, dass die Ordnungen der Matrizen
Teiler von 6 sein missen, also nur die Ordnungen 1, 2, 3, 6 auftreten konnen. Ordnung 6
kann nur dann auftreten, wenn die Gruppe zyklisch erzeugt ist. Es ergeben sich:

(1.5 Punkte)

Ordnung 1: Natiirlich nur die Einheitsmatrix (das neutrale Element)
1 0
-1

Ordnung 2: Alle selbstinversen Elemente, also schonmal die (einzige) Transpositionsmatrix:

bl

Auflerdem die beiden oberen und unteren Dreiecksmatrizen:
N
o 1l " |1 1
Ordnung 3: Hierunter fallen die verbleibenden Antidiagonalmatrizen, denn

I O | R T e R S A

(1 Punkt)
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(iii) Hier kann man sehen, dass sogar die invertierbaren Matrizen im Allgemeinen nicht mit-
einander kommutieren. Ein einfaches Beispiel findet man, wenn man nutzt, dass die
Transpositionsmatrizen von links bzw. rechts die Zeilen bzw. die Spalten vertauschen, was
i. A. nicht die gleiche Transformation des anderen Faktors ist. Es ist z. B.

S i R e e

(0.5 Punkte)

Hausaufgabe 11.3 (Beispiele linearer Gleichungssysteme) 4 + 2 = 6 Punkte

(a) Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Ax = b fiir

[—2 0 -1 -1 r
o 1o 0 0 o  [s]. . o ,
(i) A= 6 1 4 2] b= 0 iiber (R, +, -) in Abhangigkeit von r, s;
-1 0 2 -8
2 1 2 4 4
(i) A=|4 2 4 1|, b=|2]|uber (Zs, +s, 5) in Abhéngigkeit von z.
1 3 1 3 z

(b) Gegeben sei der Vektorraum Rs[¢] tiber (R, +, -) mit den Basen

Bi={1+%+8, t+282+ 1, 140, 2t + 12 + 1}
By ={2+1% 3t+20, 1+2t 43¢+, 1+t +1° +5¢}

Bestimmen Sie die Linearkombinationskoeffizienten der Elemente in B, beziiglich B, indem Sie
das dazugehorige lineare Gleichungssystem mit mehreren rechten Seiten aufstellen und l6sen.

Loésung.

(@) (i) Wir stellen die erweiterte Matrix des linearen Gleichungssystems auf und tiberfithren Sie
in Zeilenstufenform.

-2 0 -1 -1| r -2 0 -1 -1 r -2 0 -1 -1 r

0 0 0 0| s 62—102—8 0 -1 -1 1|r-38

C61420 6 1 4 2| 0 I o 1 1 -1 3r
0 0

2 -1 0 2|-8 0 0 O S 0 0 O S
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Hier sehen wir, dass der Rang von A genau dann dem von Al|b entspricht, wenn s = 0 und
r = 2 ist. Ansonsten ist das Gleichungssystem nicht I6sbar. In dem Fall erkennen wir sofort,
dass der Rang des Systems 2 ist, also haben wir einen 4 — 2 = 2-dimensionalen affinen
Losungsraum. Fir diesen Fall fithren das System in die reduzierte Zeilenstufenform und
erhalten

(=5H-2 0 -1 -1| 2 10 3 3|-1
(-0 -1 -1 1|-6 01 1 -1] 6
~>
0 0 0 0| 0 00 0 0] 0
0 0 0 0| 0 00 0 0[O0

Die abhéngigen Variablen gehoéren zu den Indizes aus {1, 2}, die unabhangigen zu denen
aus {3, 4}. Wir erhalten also eine Partikularlésung durch

-1
6
X0 = 0
0
Fiir das homogene System
11
1 0 3 3 0
0 1 1 -1]0
0 0 O 0|0
0O 0 0 O0fO
erhalten wir x, = x4 — x3 und x; = —%(X3 + x4), also ist eine Basis des Losungsraum durch
die Menge
_1 _1
2 2
-1 1
11’10
0 1

gegeben und die gesamte Losungsmenge ergibt sich zu

-1 —3(a+p) -1 -3\ (-3
6 B-a 6 -1|[1
0 + o a,fpeR; = 0 +< Pl o >
0 B 0 0 1

(2 Punkte)
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(ii) Wir stellen die erweiterte Matrix des linearen Gleichungssystems auf und tiberfithren Sie
in Zeilenstufenform.

2 1 2 414 2 1 2 4 4 2 1 2 4|4

6 4 2 4 1|2~ ( 0 0 0 3 4{~ [0 0 0 3|4

2 13 13|z 35000 1[z+3] [0 00 0]z
Hier sehen wir, dass der Rang von A genau dann dem von A|b entspricht, wenn z = 0 ist.
Nur dann ist das System losbar. In dem Fall erkennen wir sofort, dass der Rang des Systems

2 ist, also haben wir einen 4 — 2 = 2-dimensionalen affinen Lésungsraum. Fiir diesen Fall
filhren das System in die reduzierte Zeilenstufenform und erhalten

2¢ 12 1 2 44 3( 1 3 1 22 1 3 1 01
1¢ 10 0 0 3|4~ 0 0 0 1|3|~1|0 0 0 1]|3
0 0 0 0]0 0 0 0 0]O0 0 0 0 0O

Die abhéngigen Variablen gehoren zu den Indizes aus {1, 4}, die unabhéngigen zu denen
aus {2, 3}. Wir erhalten also eine Partikularlésung durch

1
o = 0
o=l
3
Fir das homogene System

1 3 100
0 0 0 1]0
0 0 0 0]O

erhalten wir x4 = 0 und x; = 2x; + 4x3 und damit die Lésungsmenge

1 20+ 4f 1 2\ (4
0 o 0 1] |o
+ €Zs¢ = +
0 g ||®PE5=], < of|1 >
3 0 3 0/ \o

(2 Punkte)

(b) Fir jedes pl.(z) € By, i =0,...,3 gilt es, die Koeffizienten x,i der Kombination

4
2 i) (1) .
pl.( ) =Zx,£l)pl(c), i=0,...,4
k=0
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zu bestimmen, also das lineare Gleichungssystem mit mehreren rechten Seiten in dem die
Koeflizienten der Polynome spaltenweise auftauchen, also

10 10(2 0 1 1
010 2|0 3 2 1
12 0 1{1 0 3 1
111 1(0 2 15

Wie in der letzten Teilaufgabe tiberfithrt man das System in die Zeilenstufenform via

1 0 1 0(2 0 1 1 10 10 2 0 1 1 10 1 0 2 0
0 10 2|0 3 2 1 01 0 2 0 3 2 1 01 0 2 0 3
~ ~
1 2 0 1{1 0 3 1 02 -1 1|-10 2 0 00 -1 -3]-1 -6
111 1{0 2 15 01 0 1|-2 2 0 4 00 0 -1|-2 -1

Hier kann man nun den Vollrang der Matrix schon erkennen und damit die Invertierbarkeit
tiberpriifen. Wir transformieren nun weiter in die reduzierte Zeilenstufenform (und invertieren
damit letztendlich die Matrix).

10 1 o/ 2 o 1 1 [t 0 1 0]2 0 1 1 1 0 1 0| 2 0
01 0 2/ 0 3 2 1 010 2(0 3 2 1 010 0|-4 1
~> ~>
0 0 -1 -3|-1 -6 -2 =2 001 3|16 2 2 0 01 0|-5 3
00 0 —-1|-2 -1 -2 3 000 12 1 2 -3 00 0 1| 2 1
(1 0 0 0] 7 -3 5 -10
010 0|]-4 1 -2 7
~> .
0 01 0|-5 3 -4 1
o0 o0 1) 2 1 2 =3

Auf der rechten Seite steht nun die Inverse der Systemmatrix angewandt auf die Matrix der
rechten Seiten, und damit (spaltenweise) die Koeffizienten der Linearkombinationen. (2 Punkte)

1
2

-2
-2

Hausaufgabe 11.4 (Resultate zu Losungsmengen linearer Gleichungssysteme) 1 + 1 + 1 = 3 Punkte

Es sei K ein Korper und n,m, k € N sowie A € K™ und b € K".

(a) Zeigen Sie, dass L(A, b) genau dann ein Unterraum von K™ ist, wenn b = 0 ist.

(b) Zeigen Sie, dass fiir alle M € K kxn gilt:

L(MA,Mb) = L(A, b+ L(M,0)) = LJ L(Ab+o).

ce L(M,0)

(c) Zeigen Sie, dass fiir alle M € K™k gilt:
g g

LAMDb) = LM LADL) = | ] LMo
ce L(AD)
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Losung.

(a) Wenn L(A, b) ein Unterraum ist, dann liegt die 0 darin, also ist A0 = 0 = b. Dass es sich in
diesem Fall tatsachlich um einen Unterraum handelt ist in Satz 16.3 nachgewiesen. (1 Punkt)

(b) Esist

L(MA,Mb) = {x € K™ | MAx = Mb}
= {x e K" |M(Ax — b) = 0}
={x e K™|Ax—-be L(M0)}
= {xEK’"|EIceL(M,O)mitAx—b:c}
= | Lw@b+o.

ce L(M,0)

(1 Punkt)
(c) Esist

L(AM,b) = {x € K*|AM x = b}
= {x e K"|Mx € L(Ab)}
= {x € K*|3c € L(A b) mit Mx = c}

= U {xeKk|Mx=c}

ce L(Ab)

U L(M,c).

ce L(AD)

(1 Punkt)

Bitte reichen Sie Thre Losungen als ein PDF auf Mampf ein.
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