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UBUNG 8

Ausgabedatum: 4. Dezember 2023
Abgabedatum: 10. Dezember 2023

Hausaufgabe 8.1 (Vektorrdume) 7 Punkte

(i) Es sei (R, +,-) der iibliche Korper der reellen Zahlen. Entscheiden Sie, welche der folgenden
Beispiele Vektorrdume iiber R sind und beweisen Sie Thre Antworten.

(a) (C,&,0), wobei & die iibliche Addition in Cistunda ©x = a-x
(b) (Ce,0)mitx®y =x+y—iundaOx =a-(x—1i)+i
() (PR),7,0)mita®A:={a-x|xe A}
(d) (Ryo,®,0)mitx®y =x-yunda ©x = x%
(ii) Es sei X eine nichtleere Menge und (P (X), A) die bereits bekannte abelsche Gruppe. Geben
Sie eine skalare Multiplikation an, so dass (£ (X), A) mit dieser skalaren Multiplikation ein

Vektorraum iiber dem Korper (Zy, +3, -2) ergibt.

(iii) Es seien (V,+y, v) und (W, +y, -w) Vektorraume tiber einem Korper (K, +x, -x). Zeigen Sie,
dass V X W mit den Verkniipfungen

+: (VX W)2 = (VX W) (o,w)+ (0, w) = (V+y O, w +w W)
S KX (VXW) > (VXW) a-(o,w) =(avo,aww)

ein Vektorraum tiber K ist.

Hausaufgabe 8.2 (Linearkombinationen) 2 Punkte

Es sei (R, 4+, -) der tibliche Korper der reellen Zahlen.
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(i) Gegeben sei der Vektorraum der Polynome (R[t], +, ®) tiber R aus Beispiel 12.3. Berechnen Sie
die Linearkombination der Vektoren p; = t2 +1, p, = =2t +t+1und p3 = =3t + 2t +3 zu den
Koeffizienten oy = 2, a; = 4, a3 = —1. Zeigen Sie weiterhin, dass p3 eine Linearkombination von

p1 und py ist.

(ii) Gegeben sei der Vektorraum (R,,, ®, ©) tiber R aus Beispiel 12.3. Bestimmen Sie, fiir welche r € R
der Vektor v := (=7, r, 2) eine Linearkombination der Vektoren v; := (1, 2,4), v, := (-2,1,2) und
v3 = (3,1, 2) ist, und bestimmen Sie dann alle moglichen Koeffizienten aus Linearkombinationen
von vy, U3, v3, die v ergeben.

Hausaufgabe 8.3 (Unterrdume) 5 Punkte

i) Essei (K, +,-) ein Korper. Entscheiden Sie, welche der folgenden Teilmengen des Vektorraums
P g g
(K[t],+,-) der Polynome mit den entsprechenden Verkniipfungen einen Untervektorraum bilden.

(@) {peK[t]|deg(p) > 5} (b) {p € K[t] | deg(p) <17}
(¢) {p € K[t]| deg(p) gerade} U {0} () {Xioat™ [n€No}

(ii) Essei (V,+,-) ein Vektorraum und (U, +, -);¢s eine nichtleere Familie von Unterrdumen. Zeigen
Sie Lemma 12.11 des Skripts, also dass dann auch (;¢; U; mit + und - ein Unterraum von (V, +, )
ist.

(iii) Essei (V,+,-) ein Vektorraum und (U, +, -) sowie (Us, +, -) Unterrdume. Zeigen Sie, dass U; U U,
genau dann ein Unterraum ist, wenn U; € U, oder U, C U ist.

(iv) Essei (K, +,-) ein Korper, X eine nichtleere Menge, xy € X beliebig und (KX, +,-) der Vektorraum
der Funktionen von X nach K iiber K mit den punktweisen Verkniipfungen sowie

U= {f e K| f(x0) =0},
W= {f e K*|f(x) = f(y) Vx,y € X}.

Zeigen Sie:

(a) U und W sind Unterraume von (KX, +,-)  (b) (U NW) = {0}

UR
(v) Zeigen Sie, dass U < V :& (U ist Unterraum von V) eine Ordnungsrelation auf der Klasse aller
Vektorraume definiert.

Hausaufgabe 8.4 (Erzeugung in Vektorrdumen) 3 Punkte
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(i) Essei (K, +,-) ein Korper und (K[t], +, -) der Vektorraum der Polynome tiber K. Zeigen Sie, dass

17
{altz +an(t® = 1%) — o Z 2tk ’ o € KVie {1, 2,3}}
k=3

ein Unterraum von (K [t], +, -) ist.

(ii) Essei (K,+,-) ein Korper, (V, +, ) ein Vektorraum iiber K und E C V. Zeigen Sie:

@ ® = {3 a

i=1

dneNyVi=1...,n (Ui € (E), a; EK)}

(b) (EY = {(Eo) | Eo C E, Eo endlich}.

UR UR
(iii) Es sei (V,+,-) ein Vektorraum. Dann sind (P(V),C) und ({U € P(V)|U < V}, <) partiell
geordnete Mengen. Zeigen Sie, dass die Hiillenbildung (-): (V) — (V) ein Ordnungsho-
momorphismus ist, also dass fiir E, F € P (V) gilt:

UR
ECF = (E) < (F)

Bitte reichen Sie Thre Losungen als ein PDF auf Mampf ein.
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