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UBUNG 8 - LOSUNG

Ausgabedatum: 4. Dezember 2023
Abgabedatum: 10. Dezember 2023

Hausaufgabe 8.1 (Vektorrdume) 7 Punkte

(i) Es sei (R, +,-) der iibliche Korper der reellen Zahlen. Entscheiden Sie, welche der folgenden
Beispiele Vektorrdume iiber R sind und beweisen Sie Thre Antworten.

(a) (C,&,0), wobei & die iibliche Addition in Cistunda ©x = a-x
(b) (Ce,0)mitx®y =x+y—iundaOx =a-(x—1i)+i
() (PR),7,0)mita®A:={a-x|xe A}
(d) (Ryo,®,0)mitx®y =x-yunda ©x = x%
(ii) Es sei X eine nichtleere Menge und (P (X), A) die bereits bekannte abelsche Gruppe. Geben
Sie eine skalare Multiplikation an, so dass (£ (X), A) mit dieser skalaren Multiplikation ein

Vektorraum iiber dem Korper (Zy, +3, -2) ergibt.

(iii) Es seien (V,+y, v) und (W, +y, -w) Vektorraume tiber einem Korper (K, +x, -x). Zeigen Sie,
dass V X W mit den Verkniipfungen

+: (VX W)2 = (VX W) (o,w)+ (0, w) = (V+y O, w +w W)
S KX (VXW) > (VXW) a-(o,w) =(avo,aww)

ein Vektorraum tiber K ist.

Loésung.
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(0)

(a)

Bekanntermafien ist (C, +) eine abelsche Gruppe (Beispiele 7.16 und 7.20), die duflere
Verkniipfung bildet wieder nach C ab, da R ein Unterkérper von C ist.

Auflerdem ist fiir , f € R und u,v € C wegen der Rechenregeln in den komplexen Zahlen:

1=(a0u) & (axddv)

a®udv)=a-u+to = a-
f-v=(a00)®(f0O0),

(a+p)ov=(a+p)-v=

es gelten also die gemischten Distributivgesetze. Nun ist aber i. A.

(a-pov=(a-p)-o=a-(B-0)#a - (B-0)=a0 (o),

a-
a-v

wie man z. B. fiir v = i, @ = = 1 sieht, denn hier ist
(x-P)oov=10i=1-(-i)=-i#i=1-i=10(-i)=10(10i)=a0 (fO0v)

damit gilt das gemischte Assoziativgesetz nicht.

Zudem ist die Eins im Korper C nicht neutral bzgl. ©, dennz.B.10i = —i # i.

Hier handelt es sich also nicht um einen Vektorraum. (1 Punkt)

Die Abbildung @ ist eine Verkniipfung, denn sie bildet wieder in die komplexen Zahlen
ab. Assoziativ ist diese Verkniipfung ebenfalls, denn es ist fiir 4,0, w € C:

(udv)dw = (u+o—i)®w = (u+v—i)+w—i = u+v+w—2-i = u+(v+w—i)—i = ud(v+w—i) = ud(vdw)

entsprechend liegt mit (C, @) eine Halbgruppe vor. Das neutrale Element bzgl. der Addi-
tion @ ist das Element i, denn es ist

udi=u+i—i=u.

Es liegt mit (C, ®) also schonmal ein Monoid vor. Das zu x in C bzgl. @ inverse Element
ist —x + 2i, denn dann ist

X®—x+2i=x—-x+2i—-i=1,

Mit (C, @) liegt also eine abelsche Gruppe vor, in der die Kommutativitit direkt aus der
Kommutativitat der tiblichen Addition in C geerbt wird. (0.5 Punkte)

Weiterhin ist die multiplikative Abbildung © ebenfalls eine dufiere Verniipfung, denn sie
bildet wieder nach C ab. Zusatzlich gilt firr o, f € R und u,0 € C:

a0 (udv)=a0 (u+tov—1i)
=a-(u+v—2i)+i
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(©

=(a-(v-i)+i)+(a-(u—1i)+i)—i
=(a0v)® (a0u)
und
(a+p)oov=(a+p) - (v—-i)+i
=(ao—-i)+i)+(Plo—i)+i)—i
=(a00v)®(fO0),
also gelten die gemischten Distributivgesetze. Weiter ist
(a-p)ov=(a-p)-(v—i)+i
a-((B-(w—i)+i)—i)+i
a® (o),

und damit das Assoziativgesetz. Auch ist die Korper-Eins 1 neutral bzgl. der skalaren
Multiplikation, denn
10v=0v—-i+i=0o.

Hier handelt es sich also um einen Vektorraum. (1 Punkt)
Hier ist (P(R), A) eine inzwischen hinldnglich bekannte abelsche Gruppe mit dem
neutralen Element (.

Auflerdem ist fir @, f € Rund A, B € P(R):

a® (AAB)=a ® (A\BUB\ A)
= (@0 (A\B))U (a0 (B\A))
=((@0A)\ (@@B))U((e®B)\ (¢ ©A))
= (¢ ©A)A(a © B)

es gilt also das erste Distributivgesetz, allerdings ist i. A.
(a+p)oB={(a+p)-b|be B} # (a ®B)A(S ®B),
wie man z.B. fiir B=R, a = = 1 sieht, denn hier ist
(a+p)©B=2R=R # 0 =RAR = (¢ © B)A(f © B),

das zweite Distributivgesetz gilt also nicht, entsprechend handelt es sich um keinen
Vektorraum. Das gemischte Assoziativgesetz gilt allerdings, denn hier ist

(a-p)oB={(a-p)-blbeB}=a0{f-b|beB}=a® (fOB)
und auch die Korper-Eins 1 ist neutral in der skalaren Multiplikation, denn hier ist
10B={1-b|beB}={b|be B} =B.
(1 Punkt)
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(d) (R-o,-) ist eine abelsche Gruppe, denn die Multiplikation bildet positive Zahlen auf
positive Zahlen ab und ist assoziativ sowie kommutativ. Das neutrale Element ist die
(positive, reelle) Zahl 1, alle positiven Zahlen sind multiplikativ invertierbar und die Inversen
sind ebenfalls positiv und reell. (0.5 Punkte)

Die Potenzen x%, x € R, « € R sind alle positiv, entsprechend ist die skalare Multipli-
kation tatsichlich eine duflere Verkniipfung. Auflerdem ist fiir o, f € R und u,v € Ry
(hier wird Schulwissen fiir das Rechnen mit Potenzen vorausgesetzt):

a®Oudv)=(u-0)=u*-0v"=(a0u)d (a0
(a+p)oo=0v"F =v* 0 =(a0v)® (f0o0)
(a-p)ov=0%F =(Uﬁ)a =a0 (f0Ov),

es gelten also die gemischten Distributivgesetze und das gemischte Assoziativgesetz. Die
Eins im Kérper ist auch neutral bzgl. ©, denn x! = x Vx € R.,. (0.5 Punkte)

Hier handelt es sich also um einen Vektorraum.
Beachte: Die Vektorraum-Null und die Kérper-Eins stimmen hier also zufillig iiberein.
(ii) Die einzige Moglichkeit, eine skalare Multiplikation zu definieren, ist durch die Forderung der

Neutralitat der Korper-Eins und den Rechenregeln aus Lemma 12.4 festgelegt. Es muss ndmlich
fiir die beiden Elemente 0,1 € Z; und beliebiges v € V := P (X) gelten:

000="0 (Rechenregel)
100 =n0. (Neutralitit der 1)
(0.5 Punkte)

Hier erhalten wir tatséchlich einen Vektorraum, fir u,0 € V, @, § € Z; ist namlich

a® (uav) =urv = (@ O u)A(a © o) fallsa =1
a® (urv) =0=0A0=(xd ©u)A(a ©v) fallsa =0
und
(a+p)0v=000=0=(a00)A(fO0) falls « = f
(a+p)0v=10v=0A100v=(x@v)A(fOD) falls a # S,

es gelten also die Distributivgesetze. Dabei ist der rot markierte Teil entscheidend, denn sowohl
in (Zy, +2) als auch in (P (X), A) sind alle Elemente selbstinvers, was den Fall « = = 1 abdeckt.
Diese Konstruktion also auf immer dann anwendbar, wenn eine Gruppe vorliegt, in der jedes
Element selbstinvers ist (eine sogenannte boolesche Gruppe).
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Zuletzt gilt das Assoziativgesetz, denn

(- p)ov=100=10(100v)=ad (f0O0) fallsa=f=1
(a-p)ov=00v=0=a0 (f0O0) sonst.

(1 Punkt)

(iii) Die benoétigten Eigenschaften folgen sofort aus der komponentenweisen Definition der Ver-
kniipfungen auf dem Produktraum. Diese ist natiirlich wieder assoziativ und kommutatitv,
das neutrale Element bzgl. der Addition ist (Oy, Oy) und das zu (v, w) inverse Element ist
—(v,w) = (—v, —w). Weiter ist fiir a, § € K, (v1, wy), (v, W), (0, w) € VX W

a - ((v, wr) + (03, w)) = (Of v (01 +v v2), & W (w1 +w Wz))
= (avor+v a v oy, aww+w a w wy)
=a- (v, w) + - (v2, w2)

(a+k B) - (0,w) = ((a +k ) v o, (@ +Kk ) 'w W)
=(avo+Byvo,aww+pfww)
=a-(o,w)+f- (v,w)

(akB) (v,w)=((akpB)vo(axkp) ww)
=(av(Bvo),aw(f ww))

=a-(f-(o,w))
und die Neutralitit des neutralen Elements 1k folgt sofort aus der komponentenweisen Neutrali-
tat. (1 Punkt)
Hausaufgabe 8.2 (Linearkombinationen) 2 Punkte

Es sei (R, 4+, -) der uibliche Korper der reellen Zahlen.

(i) Gegeben sei der Vektorraum der Polynome (R[t], +, ®) tiber R aus Beispiel 12.3. Berechnen Sie
die Linearkombination der Vektoren p; = t2 +1, py = =2t +t +1und p3 = —3t> + 2t +3 zu den
Koeffizienten oy = 2, at; = 4, a3 = —1. Zeigen Sie weiterhin, dass ps eine Linearkombination von
p1 und py ist.

(ii) Gegeben sei der Vektorraum (R, ®, ©) tiber R aus Beispiel 12.3. Bestimmen Sie, fiir welche r € R
der Vektor v := (=7, r, 2) eine Linearkombination der Vektoren v; := (1, 2,4), v, := (-2,1,2) und
vy == (3,1, 2) ist, und bestimmen Sie dann alle moglichen Koeffizienten aus Linearkombinationen
von vy, Uy, U3, die v ergeben.

Losung.
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(i) Esist

2p1+4py—p3=2- (P + 1) +4- (=282 +t+1) —1-(=3t°+ 2t +3)
=212 4+2-8t°+4t+4+312-2t-3
=-3t*+2t+3 = ps,

wir konnen also direkt ablesen, dass 2p; + 4p, = 2ps und teilen durch 2 auf beiden Seiten liefert,
dass p3 eine Linearkombination von p; und p, zu den Koeffizienten 1 und 2 ist. (1 Punkt)

(ii) Die Bedingung aju; + o202 + a3v3 = v liefert wegen der komponentenweise Addition und
Multiplikation die drei Bedingungen

o — 209 + 3003 = =7 (0.1)
200+ s+ az=r (0.2)
4oy + 20y + 2003 = 2 (0.3)

also ein lineares Gleichungssystem. Die Zeilen (0.2) und (0.3) liefern nachdem man (0.3) durch 2
geteilt hat, dass r = 1 gelten muss, also

o — 20 +3a3 = =7 (0.4)

200+ s+ a3 =1. (0.5)

Subtrahieren des doppelten der Zeile (0.4) von (0.5) liefert a; = 3 + a3. Setzt man das in (0.4) ein,
dann erhilt man ¢y = —1— a3 und damit die Losungen a3 € R, a2 = 3+ a3, @ = —1— a3. Schreibt
man die Koeflizienten «; als Vektor des R3, dann erhalt man die Losungen

{(-1,3,0) +s(-1,1,1) | s € R} C Rs.

(1 Punkt)

Hausaufgabe 8.3 (Unterraume) 5 Punkte

(i) Essei (K, +,-) ein Korper. Entscheiden Sie, welche der folgenden Teilmengen des Vektorraums
(K[t],+, -) der Polynome mit den entsprechenden Verkniipfungen einen Untervektorraum bilden.

(@) {peK[t]|deg(p) > 5} (b) {p € K[t]| deg(p) <17}
(¢) {p € K[t]| deg(p) gerade} U {0} (d) {Xioait” |n € No}

(ii) Essei (V,+,-) ein Vektorraum und (Uj, +, -);¢s eine nichtleere Familie von Unterrdumen. Zeigen
Sie Lemma 12.11 des Skripts, also dass dann auch ();¢; U; mit + und - ein Unterraum von (V, +, )
ist.
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(iii) Essei (V,+,-) ein Vektorraum und (U, +, -) sowie (Us, +, -) Unterrdume. Zeigen Sie, dass U; U U,
genau dann ein Unterraum ist, wenn U; C U, oder U, C U ist.

(iv) Essei (K, +, ) ein Korper, X eine nichtleere Menge, xo € X beliebig und (K, +, -) der Vektorraum
der Funktionen von X nach K tiber K mit den punktweisen Verkniipfungen sowie

U= {feKX|f(x0):O},
W= {fEKX|f(x)=f(y)Vx,y€X}.

Zeigen Sie:

(a)

U und W sind Unterraume von (KX, +,-)  (b) (UNW) = {0}

UR
(v) Zeigen Sie, dass U < V :& (U ist Unterraum von V) eine Ordnungsrelation auf der Klasse aller
Vektorraume definiert.

Loésung.
(D) (a)
(b)
(©)
(d)

U = {p € K[t]| deg(p) > 5} ist kein Untervektorraum, denn das Nullpolynom hat Grad
—oo < 5 und liegt daher nicht in der Menge. (0.5 Punkte)

U = {p € K[t] | deg(p) < 17} ist ein Unterraum. Die Menge ist nichtleer, (z.B. liegt das
Nullpolynom darin), und auf Grund der Rechenregeln fiir den Polynomgrad in Lemma 11.10
abgeschlossen beziiglich der Addition. Die skalare Multiplikation l4sst den Polynomgrad
unverdndert oder erzeugt das Nullpolynom, ist also ebenfalls abgeschlossen. (0.5 Punkte)

U = {p € K[t] | deg(p) gerade} U {0} ist kein Untervektorraum. Er ist zwar nichtleer,
denn das Nullpolynom ist explizit reinvereinigt, und die skalare Multiplikation lasst den
Polynomgrad wie erwahnt unverandert oder erzeugt das Nullpolynom, also ist K - U C U,
aber die Summe der Polynome t* + t und —t? ergibt das Polynom ¢ mit ungeradem Grad,
also ist U unter der Summation nicht abgeschlossen. (0.5 Punkte)

U = {3, a;it? | n € Ny}, also die Menge aller Polynome die Summe von Monomen mit
geradem Grad sind, ist ein Untervektorraum. Nichtleer ist die Menge, denn das Nullpolynom
wird durch n = 0, gy = 0 dargestellt. Die skalare Multiplikation ldsst den Polynomgrad wie
erwihnt unverindert oder erzeugt das Nullpolynom, also ist K- U C U. Die Summe zweier
solcher Polynome hat dann (nach Auffiillen von Koeffizienten mit Nullen) die Darstellung

n m max(n,m)
Z ait2’ + Z bﬂzz = Z (ai + bi)tm
i=0 i=0 i=0
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und selbst wenn q; + b; = 0 fiir i = max(n, m), dann ist der Grad des Polynoms wieder
gerade und es treten nur gerade Monompotenzen auf oder es entsteht das Nullpolynom,
alsoist U+ U C U. (0.5 Punkte)

(ii) Wir nennen den gemeinsamen Korper, iiber dem wir die Vektorrdume vorliegen haben, wieder
(K, +,). Aus der Schnittstabilitdt von Untergruppen folgt sofort, dass ();c; U; ebenfalls eine
Untergruppe von V bzgl. + ist. Aufierdem ist

ﬂUi+ﬂUigUi Viel
iel iel
K-ﬂUigUi Viel

iel

Au+(uic(u

iel iel iel

K-ﬂUigﬂUi.

iel iel

also

(0.5 Punkte)

(iii) Wir wissen bereits aus Hausaufgabe 5.1, dass U; U U, schon genau dann eine Untergruppe ist,
wenn U; C U, oder U, C U gilt. In diesem Fall ist U; U U, = U; oder U; U U, = U, und damit
U, U U, ein Untervektorraum. (0.5 Punkte)

(iv) (a) Sowohl U (Funktionen, die in xy den Wert Null annehmen) als auch W (Funktionen, die
konstant sind) enthalten die konstante Nullfunktion, sind also nicht leer. Fiir f,g € U,
a € K ist

(f+9)(x0) = f(x0) +g(x0) =0+0=10
(af)(x0) =a- f(xp) =a-0=0

und fir f,g € W, a € K ist

(f+9(x)=f(x)+g(x) =f(»)+9(y») = (f+9(y) ¥x,y € X
(af)(x) =a- f(x)=a-f(y)=(a-f)(y) Vx,y € X.

(0.5 Punkte)
(b) Fir f e UNW ist f(x) = f(x0) = 0 Vx € X, also ist f die Nullfunktion. (0.5 Punkte)
(v) Wir zeigen die definierenden Eigenschaften einer Ordnungsrelation, also Reflexivitat, Antisym-

metrie und Transitivitat. Klar ist, dass Unter-/Oberraume die gleichen Verkniipfungen und den
gleichen zugrundeliegenden Korper teilen.
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UR
Offensichtlich ist jeder Vektorraum ein Untervektorraum von sich selbst, also < reflexiv.

UR UR
Sind nun U und V Vektorrdume mit U < Vund V < U, dann ist wegen der Teilmengeneigen-

UR
schaft schon U = V und < antisymmetrisch.

UR UR
Sind nun U, V und W Vektorraume mit U < V und V' < W dann gilt wegen der Transitivitat
der Mengeninklusionsordnung auf der Klasse aller Mengen, dass U € W. Alle Verkniipfungen

UR
sitmmen tiberein und U ist nichtleer sowie abgeschlossen unter den Verkniifungen, also ist <
transitiv. (1 Punkt)

Hausaufgabe 8.4 (Erzeugung in Vektorrdumen) 3 Punkte

(i) Essei (K, +,-) ein Kérper und (K[t], +, ) der Vektorraum der Polynome tiber K. Zeigen Sie, dass
17
{(thz + O.’z(té - t3) — Q3 Z Ztk ’ a; € KYVie {1, 2, 3}}
k=3

ein Unterraum von (K [t], +, -) ist.

(ii) Essei (K, +,-) ein Korper, (V, +, -) ein Vektorraum iiber K und E C V. Zeigen Sie:

@ © =

i=1

dneNgVi=1...,n (v; € (E), ocl-eK)}.

(b) (E) = U{(Eo) | Eo C E, Eq endlich}.

UR UR
(iii) Es sei (V,+,-) ein Vektorraum. Dann sind (P(V), <) und ({U € P(V)|U < V}, <) partiell
geordnete Mengen. Zeigen Sie, dass die Hiillenbildung (-): (V) — P (V) ein Ordnungsho-
momorphismus ist, also dass fur E, F € (V) gilt:

UR
ECF = (E) < (F)

Loésung.
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(i) Bei der Menge

(ii)

17
M = {altz +ap(t° = 1%) — as Z 2tk ‘ ai € KVie {12 3}}
k=3

17

handelt es sich um alle Linearkombinationen der Polynome #2, t° — > und 3;”_, 2t*. Man kann
nun ein Unterraumkriterium anwenden, was auch nicht viel Aufwand ist, oder die Darstellung
der von Mengen erzeugten Unterrdume (12.14) verwenden, wo direkt erkennbar ist, dass

17
M= (1% - 1, Z 2t
s

und damit nach Konstruktion der linearen Hiille ein Unterraum. (1 Punkt)

(a) Wegen der Darstellung der von Mengen erzeugten Unterrdume (12.14) ist die Aussage

aquivalent zu (E) = ((E)), also der Idempotenz der linearen Hiille. Diese ist gerade auf
Grund der Hiillenkonstruktion gegeben, denn es ist sogar genauer (U) = U fiir jeden
Unterraum von U von V.

Diese Eigenschaft folgt direkt aus der Darstellung der von Mengen erzeugten Unterrdume
(12.14). Ist ndmlich v € (E), dann gibt es n € Ny und Vektoren v; und Skalare o;, i = 1,...,n,

so dass
n
0= E a; Uj,
i=1

also v € ({vy,...,on}) C U{(Eo)|Ey C E,Eqendlich} also ist (E) C U{(E¢)|Ey C
E, Ey endlich} und die entgegengesetzte Mengeninklusion gilt, weil jede endliche Linear-
kombination endlich vieler Elemente aus E eine endliche Linearkombination von Elementen
aus E ist. (1 Punkt)

Es sei E C F. Wegen F C (F) ist entsprechend auch E C (F), also ist (F) ein Untervektor-
raum von V, der E enthilt und damit auf Grund der Hullenkonstruktion der linearen Hiille
auch (E) C (F). (1 Punkt)

Bitte reichen Sie Thre Losungen als ein PDF auf Mampf ein.
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