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Kapitel o  Einfiihrung

§ 1 GRUNDBEGRIFFE UND KLASSIFIKATION VON OPTIMIERUNGSAUFGABEN

Die mathematische Optimierung beschéftigt sich mit Aufgaben der Form

Minimiere f(x) iber x € Q (Zielfunktion)
sodass gi(x) <0 firie” (Ungleichungsnebenbedingungen) (1.1)
und hj(x) =0 fiirje&.  (Gleichungsnebenbedingungen)

Q C R” heifit die Grundmenge und x die Optimierungsvariable oder einfach die Variable der
Aufgabe. Oft sind dabei

« die Funktionen f, g;, h;: R® — R hinreichend glatt (C*-Funktionen),
+ 7 und & endliche (evtl. leere) Indexmengen.

Im Fall Q@ = R" spricht man von kontinuierlicher Optimierung. Im Fall Q = Z" handelt es sich um
diskrete (ganzzahlige) Optimierungsaufgaben, die in dieser Lehrveranstaltung nicht behandelt
werden.

Definition 1.1 (Grundbegriffe).
(i) Fiir eine Optimierungsaufgabe (1.1) heifst

F:={xeQ|gi(x) <0 firallei € I, hj(x) =0 firalle j € &}
die zuldssige Menge (englisch: feasible set). Jedes x € F heif$t zuldssiger Punkt (englisch:

feasible point).

(ii) Die Ungleichung g;(x) < 0 heif$t an der Stelle x aktiv, wenn g;(x) = 0 gilt. Sie heif3t inaktiv,
wenn g;(x) < 0 ist. Sie heif3t verletzt, wenn g;(x) > 0 ist.

(iii) Der Wert
f*=inf{f(x)|x € F}
(11

heifit der Infimalwert der Aufgabe (1.1).

(iv) Im Fall F = () nennt man die Aufgabe (1.1) unzuldssig (englisch: infeasible). Es gilt dann f* = +oo.
Im Fall f* = —oo heif$t das Problem unbeschrdnkt (englisch: unbounded).
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f(x)
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X

Abbildung 1.1: Illustration der Begriffe aus Definition 1.1 anhand einer Zielfunktion f: R — R. Die
zuldssige Menge ist das auf der x-Achse markierte Intervall.

(v) Ein Punkt x* € F heif3t ein globaler Minimierer, globale Minimalstelle oder global optimale
Lésung, wenn gilt:

f(x*) < f(x) furallex € F.

Aquivalent dazu ist: f (x*) = f*. In diesem Fall heif$t die Zahl f* dann auch das globale Minimum
oder der globale Minimalwert von (1.1).

(vi) Ein globaler Minimierer x* heif3t strikt, wenn gilt:

f(x*) < f(x) furallex € F, x # x".

(vii) Ein Punkt x* € F heifit ein lokaler Minimierer, lokale Minimalstelle oder lokal optimale
Losung, wenn es eine Umgebung U (x*) gibt, sodass gilt:

f(x*) < f(x) fiirallex € FNU(x").
In diesem Fall heifit f(x*) dann auch ein lokales Minimum oder ein lokaler Minimalwert von
(1.2).
(viii) Ein lokaler Minimierer x* heifSt strikt, wenn gilt:
f(x*) < f(x) furallex e FNU(x"), x#x".
(ix) Eine Optimierungsaufgabe (1.1) heifst losbar, wenn sie mindestens einen globalen Minimierer

besitzt, also einen zuldssigen Punkt, an dem der Infimalwert angenommen wird. Ansonsten heifSt
die Aufgabe unléosbar.

Beachte: Eine Maximierungsaufgabe ,Maximiere f(x) iiber x € F kann durch Ubergang zu ,Mini-
miere —f(x) iber x € F* immer in eine Minimierungsaufgabe umgeschrieben werden.
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Neben der Frage, welche verschiedenen Klassen von Optimierungsaufgaben es gibt, sind folgende
Fragestellungen in der mathematischen Optimierung von Bedeutung:

(1) Wann existieren Optimallésungen?

(2) Wie erkennt man sie? (~ Optimalititsbedingungen)

(3) Wie kann man Losungen algorithmisch berechnen?

In dieser Lehrveranstaltung werden wir diese Fragen fiir einige wichtige Typen von Optimierungsauf-
gaben (1.1) beantworten. Aufgaben der allgemeinen Form (1.1) mit nichtlinearer Zielfunktion und/oder
nichtlinearen Nebenbedingungen werden in der Lehrveranstaltung Nichtlineare Optimierung behandelt.
Spéter schlieflen sich Veranstaltungen beispielsweise zu unendlich-dimensionalen Optimierungsaufga-
ben, insbesondere Aufgaben der Optimierung mit partiellen Differentialgleichungen, an.

Solange nichts anderes gesagt wird, gehen wir ab jetzt immer von Q = R" aus.

Definition 1.2 (Klassifikation von Optimierungsaufgaben).

(0)

(if)

(i)

(iv)

(v)

Eine Optimierungsaufgabe (1.1) heifst frei oder unrestringiert (englisch: unconstrained), wenn
I = & =0 ist, andernfalls gleichungs- und/oder ungleichungs-beschrdinkt oder -restringiert
(englisch: equality constrained, inequality constrained).”

Ungleichungsbeschrinkungen der besonders einfachen Art
G <x;<u, i=1...,n

mitf; € RU {—oo} undu; € R U {oo} heiffen Box-Beschrinkungen (englisch: box constraints,
bound constraints) mit oberer Schranke u und unterer Schranke ¢.

Sind f, g und h (affin-)lineare Funktionen von x, so sprechen wir von linearer Optimierung.’
Eine lineare Optimierungsaufgabe heif3t auch lineares Programm (englisch: linear program, LP),
also z. B.

Minimiere c¢'x sodass Ax=b und x> 0.

Sind allgemeiner f und alle g; konvexe Funktionen und sind alle h; wieder (affin-)linear, so sprechen
wir von konvexer Optimierung. Hierbei darf auferdem noch Q C R" eine konvexe Teilmenge
sein.3

Ist f ein quadratisches Polynom und sind g und h (affin-)linear, so sprechen wir von quadratischer
Optimierung. Eine quadratisches Optimierungsaufgabe heifSt auch quadratisches Programm

(QP).

'"Wir behandeln unrestringierte Aufgaben in Kapitel 1.
2Diese werden in Kapitel 2 behandelt.
3Diese Aufgaben werden in Kapitel 3 besprochen.
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(vi) Im allgemeinen Fall spricht man von nichtlinearer Optimierung und von einem nichtlinea-
ren Programm (NLP). Nichtlineare Optimierungsaufgaben und zugehorige Losungsalgorithmen
werden in der Lehrveranstaltung Nichtlineare Optimierung behandelt.

Bemerkung. Die Grundsteine der linearen Optimierung wurden in den 1940er Jahren von einer Projekt-
gruppe SCOOP (Scientific Computation of Optimum Programs) um George Dantzig (1914—2005) bei der
U.S. Air Force gelegt. Im militdrischen Sprachgebrauch wurde die Ressourcenplanung als die Erstellung
eines Programms bezeichnet, und diese Bezeichnung hat sich erhalten. George Dantzig entwickelte 1947
das Simplex-Verfahren (siehe Kapitel z). Mehr zur Historie findet man in Gass, Assad, 2005.

Nicht jede Optimierungsaufgabe ist 16sbar, besitzt also einen globalen Minimierer. Ein Kriterium
fiir die Losbarkeit liefert der Satz von Weierstrafy aus der Analysis: ,Stetige reellwertige Funktionen
nehmen auf kompakten Mengen ihr Minimum (und ihr Maximum) an:“ Damit folgt sofort: Wenn die
Zielfunktion f: F — R stetig und die zuldssige Menge F kompakt ist, dann besitzt die Aufgabe

Minimiere f(x) tuber x€F

mindestens einen globalen Minimierer. Wir wollen diese Voraussetzungen hier in zwei Richtungen
abschwichen:

(1) Esist bereits ausreichend, dass es ein Niveau m € R gibt, sodass die zugehorige Sublevelmenge

(englisch: sublevel set) von f
L:={xeF|f(x) <m}

nichtleer und kompakt ist.

(2) An Stelle der Stetigkeit von f wird nur die Unterhalbstetigkeit benoétigt:

Definition 1.3 (Unterhalbstetigkeit). Es sei F C R" eine nichtleere Menge. Eine Funktion f: F — R
heifit unterhalbstetig (auch: halbstetig von unten, englisch: lower semicontinuous) auf F, wenn gilt:

(x(k)) cF, x® SsxeF = 1i]£ninff(x(k)) > f(x").

Lemma 1.4 (Aquivalenz zur Unterhalbstetigkeit).
Es sei F C R" eine nichtleere Menge. Fiir eine Funktion f: F — R sind dquivalent:

(i) f ist unterhalbstetig auf'F.

(ii) Alle Sublevelmengen {x € F| f(x) < m}, m € R, sind abgeschlossen in F.

Beweis. Wir nehmen zunéachst Aussage (i) an. Es sei L := {x € F| f(x) < m} eine Sublevelmenge
von f. Wenn L leer ist, ist nichts zu zeigen. Andernfalls betrachten wir eine Folge (x(k)) C L, die
in F konvergiert, also x*) — x* € F. Dann gilt nach Definition der Unterhalbstetigkeit f(x*) <
liminfj e f(x®)) und weiter f(x¥)) < m wegen x*) € L. Daraus folgt auch f(x*) < m,d.h., x* € L.
Das zeigt, dass L in F abgeschlossen ist.
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Umgekehrt gelte Aussage (ii). Wir betrachten eine Folge (x(k)) c F,x®) — x* € F. Wir nehmen
das Gegenteil von Aussage (i) an, also C := liminfy_,, f(x*)) < f(x*). Nach Definition des Limes
inferior gibt es eine Teilfolge mit den Indizes k'*), sodass f(x(km)) — C < f(x") konvergiert.
Aufgrund der Annahme gibt es also ein ¢ > 0 und ein ¢ € N, sodass fiir alle ¢ > ¢, die Beziehung
f (x(k(e))) + ¢ < f(x*) erfillt ist. Mit anderen Worten: Alle ,spaten® Folgenglieder von x(K) gehoren
zur Sublevelmenge mit dem Niveau f(x*) — e. Nach Voraussetzung ist diese Menge abgeschlossen,
also gehort auch der Grenzwert x* zu dieser Menge. Das bedeutet aber, dass f(x*) < f(x*) — ¢ ist —
ein Widerspruch. ]

Wir formulieren nun einen allgemeinen Existenzsatz fiir globale Minimierer.

Satz 1.5 (Existenz eines globalen Minimierers).
Die zuldssige Menge F C R” sei nichtleer. Weiter sei f: F — R unterhalbstetig, und fiir irgendein m € R
sei die Sublevelmenge

L=={xeF|f(x) <m}

nichtleer und kompakt.* Dann besitzt die Aufgabe
Minimiere f(x) tber x€F

mimdestens einen globalen Minimierer.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass f auf F nach unten beschrankt sein muss. Andernfalls gibt es eine
Folge (x(k)) C F mit der Eigenschaft f(x(®)) < —k. Fiir hinreichend grofie k € N liegen die Glieder
dieser Folge in der Menge L. Da aber L kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge (x(k («) )) cL
mit der Eigenschaft x5 %t e Lfiir £ — oo Aufgrund der Unterhalbstetigkeit von f folgt
f(x*) < liminf, f(x(km)) = —oo0; Widerspruch.

Es seinun f* = infyer f(x) € R der endliche Infimalwert und m € R ein Niveau wie in der Vorausset-
zung. Dann gibt es eine Folge (x(k)) C F mit der Eigenschafts f(x()) \, f*. Wir unterscheiden zwei
Fille: Falls m = f™ ist, dann besteht die Sublevelmenge L nur aus globalen Minimierern und ist nach
Annahme nichtleer; fertig. Andernfalls ist m > £*, und wegen f(x*)) \, f* gilt: Fiir hinreichend
grofle k € N gehort die Folge zur Sublevelmenge L, und aufgrund der Kompaktheit existiert eine
konvergente Teilfolge x5 x*, deren Grenzwert x* in L liegt und insbesondere zulassig ist. Wegen
der Unterhalbstetigkeit von f gilt lim,_, f(x(km)) > f(x"), aber auch lim,_,q f(x(km)) = f*. Dies
zeigt, dass x* ein globaler Minimierer ist. ]

4Beachte: Bei der Kompaktheit von Mengen kommt es nicht auf die Teilraumtopologie an, in der wir diese betrachten. Bei
der Kompaktheit von L = {x € F| f(x) < m} kommt es also nicht darauf an, ob wir sie als kompakte Teilmenge von F
oder von R" ansehen. Die Charakterisierung ,kompakt < abgeschlossen und beschrénkt® gilt jedoch in R” und nicht in
beliebigen Teilmengen.

5Fiir eine reelle Zahlenfolge (y(k)) bedeutet y(k) \, y, dass y(k) > y gilt und y*) — y. Die Monotonie der Folge wird
nicht verlangt.
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§2

NOTATION UND WIEDERHOLUNG VON DIFFERENZIERBARKEITSBEGRIFFEN

In diesem Skript verwenden wir farbige Kennzeichnungen fiir Definitionen und Hervorhebungen.

Die natiirlichen Zahlen sind N = {1, 2, ...}. Wir schreiben N fir N U {0}.
Wir bezeichnen offene Intervalle mit (a, b) und abgeschlossene Intervalle mit [a, b].

Matrizen werden tiblicherweise mit lateinischen Grof3buchstaben bezeichnet, Vektoren mit latei-
nischen Kleinbuchstaben und Skalare mit griechischen oder lateinischen Kleinbuchstaben. Die
Einheitsmatrix wird mit Id bezeichnet. Wir unterscheiden den Vektorraum der Spaltenvektoren
R™ vom Vektorraum der Zeilenvektoren R,,.

Unendliche skalarwertige oder vektorwertige Folgen N — R” bezeichnen wir mit (x(k)) und
nicht mit x etc., um einen Konflikt mit der Bezeichnung der Komponenten eines Vektors
x = (x1,...,x)" € R" zu vermeiden. Endlich viele Vektoren werden dennoch auch gelegentlich
mit xy, x, etc. bezeichnet, wenn wir deren Komponenten nicht benétigen.

Die durch die streng monoton wachsende Folge N 5 ¢ - k(©) € N gebildete Teilfolge einer
Folge (x®) wird mit (x(km)) bezeichnet.

Fur Vektoren x, y € R" bezeichnet x"y das Euklidische Skalarprodukt (Innenprodukt) und || x]|
die euklidische Norm:

[|x]| = VxTx.

Wir schreiben also nicht {x, y) oder x - y fur das Euklidische Skalarprodukt.

Ist M € R™" eine symmetrische, positiv definite Matrix, so erzeugt sie ein Skalarprodukt x"My
und eine Norm ||x||s = VXTMx auf R"™. Es gilt ||x]|| = ||x||1q4.

Fir e > 0 und x* € R ist
B.(x*) ={x e R"|||lx —x"|| < &}

die offene e-Umgebung von x* oder auch die offene ¢-Kugel um x*. Die abgeschlossene
e-Umgebung von x* oder auch die abgeschlossene ¢-Kugel notieren wir als

B.(x*) == {x e R"|||]x — x"|| < ¢}.

Das Innere einer Menge M C R" bezeichnen wir mit int M und den Abschluss mit M.

Fiir eine Funktion f: R” — R und gegebenes x € R" heifit die Ableitung der partiellen Funktion
t — f(x +te;) an der Stelle t = 0 die i-te partielle Ableitung von f an der Stelle x, kurz:
aixi f(x). Dabei ist e; = (0,...,0,1,0,...,0)" einer der Vektoren der Standardbasis von R". Mit

anderen Worten:
flx+te) — f(x)
" .

a .
a—xif(x) = lim

https://tinyurl.com/scoop-gdo 2024-01-23
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Allgemeiner heif3t die Ableitung der Funktion t +— f(x+td) an der Stelle t = 0 die (beidseitige)
Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung d € R”, kurz:

feertd) = f(x)
t

d .
ﬁf(x) = lim

Die rechtsseitige Ableitung der Funktion ¢t — f(x +¢ d) an der Stelle ¢ = 0 heif3t die (einseitige)
Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung d € R", kurz:

) = i LD =),

Eine Funktion f: R" — R heiflt differenzierbar (kurz: diffbar) an der Stelle x € R", falls ein
Vektor v € R,, (Zeilenvektor) existiert, sodass gilt:

fx+d) - f(x) —ovd
lld]|

Der Vektor v heifit in dem Fall die (totale) Ableitung von f an der Stelle x und wird mit f”(x)
bezeichnet.

— 0 furd — 0.

Fir diffbare Funktionen f: R" — R gilt

[ = (%, ., L9 er,
Den transponierten Vektor (Spaltenvektor)
9f (x)
ax1
Vi@ =| ¢ |=f er”
9f (x)
Ixp

bezeichnen wir als den Gradienten (bzgl. des Euklidischen Skalarprodukts) von f an der Stelle x.
Fir diffbare Funktionen f: R" — R gilt:

f(x;d) = a% f(x)=f(x)d=Vf(x)d.

Eine Funktion f: R” — R heif}t stetig partiell diffbar oder kurz: C'(R", R), wenn alle partiellen
Ableitungen %};) als Funktionen von der Stelle x stetig sind. C!-Funktionen sind iiberall diffbar.
Eine vektorwertige Funktion F: R” — R™ heif3t an der Stelle x diffbar, wenn alle Kompo-
nentenfunktionen Fi, . . ., F,, dort diffbar sind. In diesem Fall ist die Ableitung F’(x) durch die

Jacobimatrix von F an der Stelle x, also durch

9Fi(x) 9F(x)
oxy oxp
: : c Ran
9Fm(x) 9Fm(x)
oxy oxy,

gegeben.
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+ F heifit stetig partiell diffbar, wenn alle Eintrdage der Jacobimatrix als Funktionen von der
Stelle x stetig sind. C!-Funktionen sind iiberall diffbar.

« Eine Funktion f: R” — R heifit zweimal differenzierbar (kurz: zweimal diffbar) an der
Stelle x € R", falls f in einer Umgebung von x diffbar ist und die Ableitung x — f’(x) € R" an
der Stelle x diffbar ist. In diesem Fall ist die zweite Ableitung f”’(x) durch die Hessematrix
von f an der Stelle x, also durch die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen

Pfx)  Ffx) & f(x)
o omox o 919
’flx) 9 f(x) ’f(x)
(azf(x) )n — axzax1 axzz e axzaxn
8x,~ an i j=1 : : : ’
Pf(x)  Ffx) &)
90Xy, 0X1 9xp, 0o Ix2

gegeben. Diese ist dann symmetrisch (Satz von Schwarz)®.

« Eine Funktion f: R" — R heifit zweimal stetig partiell differenzierbar oder kurz: C*(R", R),
wenn alle Eintrige der Hessematrix als Funktionen von der Stelle x stetig sind. C>-Funktionen
sind iiberall zweimal diftbar.

Schlief3lich bendtigen wir auch den Satz von Taylor, den wir in zwei Versionen angeben:

Satz 2.1 (Taylor, siehe Cartan, 1967, Theorem 5.6.3). Es sei G C R” offen, k € Ny und f: G — R k-mal
diffbar sowie (k + 1)-mal diffbar im Punkt xo € G. Dann gilt: Fiir alle ¢ > 0 existiert § > 0, sodass gilt:

imFallk=0: |f(xo+d) — f(x0) — f(x0) d| < elld|l,
imFallk =1: |f(xo +d) — f(x0) — f'(x0) d — %de”(xo)d| <el|d|?

fir alle ||d|| < §.

Satz 2.2 (Taylor, siehe Geiger, Kanzow, 1999, Satz A.2 oder auch Heuser, 2002, Satz 168.1).
Essei G C R" offen, k € Ny und f: G — R (k + 1)-mal stetig partiell diffbar, kurz: C**'(G, R). Falls x,
und xy + d und die gesamte Verbindungsstrecke in G liegen, dann existiert & € (0, 1), sodass gilt:

imFallk=0: f(xo+d) = f(x0)+ f'(x0+&d)d (Mittelwertsatz),
imFallk=1: f(xo+d) = f(xo)+ f'(x0)d + %de"(xo +&d)d.

Ssiehe z. B. Cartan, 1967, Proposition 5.2.2
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Kapitel 1 Unrestringierte Optimierung

Wir betrachten in diesem Kapitel das unrestringierte (freie) Optimierungsproblem (1.1) mit Q = R"
und 7 = & =0, also
Minimiere f(x) iber x € R".

Wir beschrinken uns auf das Auffinden lokaler Minimalstellen. Globale Minimierer zu bestimmen ist
sehr schwierig und nur unter zusétzlichen Voraussetzungen an die Funktion f tiberhaupt algorithmisch
moglich.

§ 3 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN DER UNRESTRINGIERTEN OPTIMIERUNG
Literatur: Geiger, Kanzow, 1999, Kapitel 2

Satz 3.1 (Notwendige Bedingung 1. Ordnung).
Es sei x* ein lokaler Minimierer, und f sei an der Stelle x* diffbar. Dann ist die Ableitung f’(x*) = 0.

Beweis. Es sei d € R" beliebig. Wir betrachten die Kurve y: (-§,8) — R", y(t) = x* + td. Fur
hinreichend kleines § > 0 verlduft diese Kurve innerhalb der Umgebung der lokalen Optimalitat von
x*. Daraus folgt, dass f o y bei t = 0 einen lokalen Minimierer besitzt.

Aufgrund dieser lokalen Optimalitét gilt fiir den Differenzenquotienten

fr®) = f((0) _ flx*+1d) = f(x") {z 0 fiirt>0

t t <0 firt<o.
Andererseits konvergiert aber der Differenzenquotient fiir t — 0 gegen den Grenzwert f”(x*) d. Es

muss daher notwendigerweise f’(x*) d = 0 gelten. Dad € R" beliebig war, bedeutet das f'(x*) = 0. O

Definition 3.2 (stationérer Punkt). Ein Punktx € R" mit der Eigenschaft f’(x) = 0 heif$t stationdrer
Punkt von f.

Beachte: Die Bedingung ,,f’(x) = 0 ist keinesfalls hinreichend dafiir, dass x ein lokaler Minimierer
von f ist. Mit Hilfe von Bedingungen 2. Ordnung kann man stationare Punkte genauer unterscheiden.
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Satz 3.3 (Notwendige Bedingung 2. Ordnung).
Es sei x* ein lokaler Minimierer, und f sei an der Stelle x* zweimal diffbar. Dann ist die Hessematrix
[ (x*) positiv semidefinit.”

Beweis. Es seid € R" beliebig. Wie in Satz 3.1 definieren wir y(t) := x* + t d und betrachten wieder
¢ = foy,dasbeit = 0 einen lokalen Minimierer besitzt. Da ¢ an dieser Stelle zweimal diffbar ist,
folgt aus Satz 2.1: Fur alle ¢ > 0 existiert § > 0, sodass

|lo(1) = @(0) = ¢’ (0) £ - %q;”(o) | <et’

fir alle |¢| < § ist. Aufgrund von Satz 3.1ist ¢’ (0) = 0, und aus der lokalen Optimalitit folgt ¢(0) < ¢(¢)
fur alle |¢| hinreichend klein. Wir erhalten also

1 14 1 144
50 O F < (1) = 9(0) = 59" (0 < &’

fiir alle |¢| hinreichend klein, folglich
1
E(p"(O) > —¢.
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt ¢” (0) = d"f”’(x*) d > 0. Da wiederum d € R" beliebig war, ist f”'(x*)

positiv semi-definit. O

Beachte: Auch die Bedingungen ,,f’(x) = 0“ und ,,f”(x) ist positiv semidefinit“ gemeinsam sind nicht
hinreichend dafiir, dass x ein lokaler Minimierer von f ist.

Satz 3.4 (Hinreichende Bedingung 2. Ordnung).
Es sei f zweimal diffbar an der Stelle x*, und es gelte

(i) f'(x*) =0 und
(i1) f"'(x*) ist positiv definit mit kleinstem Eigenwert u > 0.

Dann gilt: Zu jedem f € (0, 1) gibt es eine Umgebung Ug(x™) von x* mit der Eigenschaft
g

f(x) > f(x*)+ Ellx —x*||* firallex € Up(x"). (3.1)

Insbesondere ist x* ein strikter lokaler Minimierer von f.

Beweis. Wir nutzen dieses Mal Satz 2.1 direkt fiir die Funktion f (nicht entlang einer Kurve). Fir jedes
€ > 0 existiert § > 0, sodass gilt:

[ +d) = f7) = () d = 24 ()] < e P

!Aufgrund der Symmetrie von f’/(x*) ist dies dquivalent dazu, dass alle Eigenwerte von f”/(x*) nicht-negativ sind.
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fir alle ||d|| < &. Nach Voraussetzung ist f’(x*) = 0. Es folgt also

O +d) = fG) = 2d 7 () 2 —e
fiir alle ||d|| < 8. Das bedeutet aber

fGT+d) = f(x7) + %de”(x*) d—e|ld’
fur alle ||d|| < &.

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass die Werte des Rayleigh-Quotienten firr die symmetrische
Matrix f”’(x*) nach oben bzw. unten durch den gréfiten bzw. den kleinsten Eigenwert beschrankt
sind, dass also insbesondere gilt:

df’(x*)d > p||d||* fiir alled € R™.

Nun kénnen wir die Behauptung zeigen: Zu f € (0, ) wahle ¢ := (g — f)/2 > 0 und ein dazugehoriges
d > 0. Dann gilt also

G +d) 2 f6) 4 2d () d—e P
> f0e) + Elldll = e [

= G + B jare

fir alle ||d]| < o. o

Zu der Eigenschaft (3.1) sagt man auch, die Funktion f habe mindestens quadratisches Wachstum
in der Nahe von x* bzw. f verhalte sich lokal stark konvex (siehe Definition 11.8).

Erfillt f an einem stationdren Punkt x* die notwendige, aber nicht die hinreichende Bedingung
2. Ordnung, so ist keine Aussage iiber das Vorliegen eines lokalen Minimierers moglich. (Beispiel:
f(x) = x*> und f(x) = x* bei x* = 0.) Es gibt also eine ,unentscheidbare Liicke“ zwischen diesen
Bedingungen.

Quizfrage 3.1: Kann ein Punkt x*, der die notwendigen Bedingungen 1. und 2. Ordnung erfiillt, ein
lokaler Maximierer sein?

§ 4 DAs GRADIENTENVERFAHREN

Literatur: Geiger, Kanzow, 1999, Kapitel 8

Das Gradientenverfahren ist der einfachste Vertreter in der Klasse der Abstiegsverfahren. Als Abstiegs-
verfahren bezeichnet man ein iteratives Verfahren, das entlang von Abstiegsrichtungen voranschreitet
und dabei (in der Regel) eine monoton fallende Folge von Zielfunktionswerten erzeugt. Es entsteht also
eine Folge von Iterierten (x(¥)) C R”, und in jeder Iteration werden folgende Schritte ausgefiihrt:
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1) Bestimmen einer Abstiegsrichtung d®) fiir f am aktuellen Punkt x (%)
g g
(2) Bestimmen einer Schrittlinge ) > 0, sodass f(x*) + () dK)) < £(x*)) gilt.
(3) Aufdatieren durch x*+1) := x(&) 4 (k) g(k)
(4) Erhohen des Iterationszihlers k ~ k + 1.

Annahme: In diesem § 4 sei f: R" — R mindestens einmal stetig partiell diffbar, kurz: C'. Es gilt also
fiir die (beidseitige) Richtungsableitung

= £ (x)d.

9 o fx+td) - f(x)
oa ¥ = lim t

Auflerdem diirfen wir den Satz von Taylor 2.2 in Form des Mittelwertsatzes (also fiir k = 0) verwen-
den.

Definition 4.1 (Abstiegsrichtung).
Ein Vektor d € R" heifst Abstiegsrichtung (englisch: descent direction) fiir f im Punkt x € R", wenn
gilt:

f(x)d <o0. (4.1)

Der negative Gradient —V f(x) ist die Richtung des steilsten Abstiegs (englisch: direction of steepest
descent) von f im Punkt x. Er ist immer eine Abstiegsrichtung, auler in einem stationdren Punkt. Wir
koénnen (4.1) auch schreiben als Vf(x)'d < 0. Anschaulich bedeutet dies, dass der Winkel zwischen
der Richtung d und dem negativen Gradienten —V f(x) kleiner als 90° ist, siche Abbildung 4.1.

d
-Vf(x)

Levelmenge {y € R" | f(y) = f(x)}

Abbildung 4.1: Verschiedene Abstiegsrichtungen d fiir f im Punkt x.

§ 4.1 VORSTELLUNG DES VERFAHRENS

Beim (einfachen) Gradientenverfahren wird als Abstiegsrichtung d®) = —V f(x¥)) gewahlt. Es
heifit deshalb auch das Verfahren des steilsten Abstiegs (englisch: steepest descent method). Es
orientiert sich nur an den Funktionswerten von f, nicht an den Optimalitdtsbedingungen aus § 3.
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Abbildung 4.2: Sie konnen sich Abstiegsrichtungen an diesem Beispiel veranschaulichen: Wahlen Sie
einen Punkt aus und zeichnen Sie die Menge aller Abstiegsrichtungen ein.

Bei der Wahl der Schrittweiten t(*) verwendet das Verfahren einen Algorithmus zur Liniensuche
(englisch: line search), bei der f entlang einer Richtung d nach einer geeigneten Schrittweite ,durch-
sucht® wird. Wie das folgende Beispiel zeigt, reicht es dabei nicht aus, dass f(x*)) von Iteration zu
Iteration streng monoton fillt, um Konvergenz gegen einen Minimierer oder wenigstens gegen einen
stationiren Punkt zu erzielen:

Beispiel 4.2. Es seien f(x) = x*, x(9 =1 und d'®) = —1 sowie als Schrittweiten t*) = ( )k+2

Dann ist die Folge der Iterierten gegeben durch

% gewdhlt.

k
x(k+1) — x(k) + t(k) (_1) — x(O) _ Z(%)l+2 — % + (%)k+2.
i=0

Daraus folgt x**V < x&) ynd f(x*) < £(x*)). Die Folge der Funktionswerte fillt also streng
monoton. Jedoch konvergiert x*) \, x* = 1/2, also gegen einen ,uninteressanten* Punkt und nicht gegen
den strikten globalen Minimierer von f beix = 0.

Quizfrage 4.1: Was ist das ,Problem” mit den in Beispiel 4.2 gewahlten Schrittweiten?

Angesichts des Beispiels 4.2 sollten wir uns also fragen, welche Bedingung man an die Schrittweiten
stellen sollte, um Konvergenz des Gradientenverfahrens gegen einen stationiaren Punkt (f"(x) = 0) zu
erhalten.

Die exakte Liniensuche (englisch: exact line search)
JBestimme t*) := ¢ so, dass f(x(k) + tmind(k)) = rgiglf(x(k) + td(k)) gilt” (4.2)

ist aufier in Sonderfillen fiir besonders einfache Zielfunktionen f nicht praktikabel.
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Dabher greift man zu einer besser realisierbaren Schrittweitenstrategie: Zu einer gegebenen Abstiegs-
richtung d fiir die Funktion f im Punkt x bestimmt man eine Schrittweite ¢ > 0, sodass die Armijo-
Bedingung?® erfiillt ist:

fx+td) < f(x)+otf'(x)d. (4-3)

Dabei ist o € (0,1) der Armijo-Parameter.

Zur Veranschaulichung der Bedingung (4.3) fithren wir die Liniensuchfunktion

¢(t) = f(x+td) (4-4)

zur Suchrichtung d ein. Man nennt ¢ auch den Schnitt durch die Funktion f am Punkt x in Richtung
d. Die Funktion ¢ erbt die Differenzierbarkeitseigenschaften von f, ist also auf R stetig diftbar, und es
gilt
o' (t) = f'(x+td)d.
Also lautet die Armijo-Bedingung (4.3) alternativ
¢(1) < ¢(0) +0t¢'(0). (4-5)

Diese Bedingung wird in Abbildung 4.3 illustriert.

Beachte: Beim Gradientenverfahren gilt ¢’ (0) = f’(x)d = —||Vf(x)||%.

o(t)

?(0) , 0t¢/(0)

| |
0 s p? sp $ t

Abbildung 4.3: Darstellung der Armijo-Bedingung (4.5) und einigen Test-Schrittweiten beim Back-
tracking. Der Armijo-Parameter ist hier als ¢ = 0.1 und der Backtracking-Parameter
als f = 0.5 gewihlt.

In der praktischen Durchfithrung wird eine Schrittweite, die (4.5) erfiillt, iiber eine Backtracking-
Strategie gefunden: Man beginnt mit einer Startschrittweite s > 0 und testet nacheinander die (kleiner
werdenden) Schrittweiten t = s, s , s f2 etc., bis zum ersten Mal (4.5) erfiillt ist. Dabei ist § € (0,1) der
Backtracking-Parameter.

Satz 4.3 (Wohldefiniertheit der Armijo-Backtracking-Strategie).
Es sei o € (0,1) beliebig. Zu jedem Paar (x,d) € R" X R" mit f'(x) d < 0 existiert ein T > 0, sodass die
Armijo-Bedingung (4.5) fiir alle t € [0, T] gilt.

2 Armijo, 1966
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Beachte: Aus diesem Satz folgt, dass die Armijo-Backtracking-Strategie wohldefiniert ist, da ein
Exponent ¢, € N, existiert, sodass Schrittweiten der Form t = s ¢ fiir £ > £, immer in [0, T] liegen.

Beweis. Angenommen, die Aussage sei falsch, dann existiert eine Folge t(¥) \, 0 mit der Eigenschaft
fex+t®Pd) > f(x) +ot® f'(x)d

fir alle k € N, also auch

fx+t®a) - f(x)

® >0 f'(x)d.
Im Grenziibergang k — oo folgt
fl(x)d=of(x)d,
was im Widerspruch zur Voraussetzung f”(x) d < 0 steht. ]

Wir geben nun das Gradientenverfahren mit Armijo-Liniensuche an:

Algorithmus 4.4 (Gradientenverfahren mit Armijo-Schrittweitensuche).
Eingabe: Startschitzung x(*) € R"
Eingabe: Armijo-Parameter o € (0,1), Backtracking-Parameter € (0,1), Startschrittweite s > 0
1 Setzek =0
2: while Abbruchkriterium nicht erfiillt do
3 Setze dK) := —V f(x*))
4 Bestimme eine Schrittweite t'*) > 0 mit der Armijo-Backtracking-Strategie zur Startschrittweite s,
sodass (4.3) erfiillt ist, also:

f(x(k) + ) d(k)) < f(x(k)) +ot® f'(x(k)) d®)

5 Setze x k1) = x (k) 4 (k) g(k)
6: Setzek = k+1
7: end while

Zur Durchfithrung des Gradientenverfahrens mit Armijo-Schrittweitensuche werden die folgenden
problemspezifischen Routinen benétigt:

(1) Routine zur Auswertung der Zielfunktion f(x).

(2) Routine zur Auswertung der Ableitung f’(x) bzw. zur Auswertung von Richtungsableitungen

f(x)d.

Quizfrage 4.2: Angenommen, fiir die Funktion f liegt (neben der Routine fiir die Auswertung der
Funktionswerte) eine Routine vor, die zu einer gegegenen Stelle x und einer gegebenen Richtung d die
Richtungsableitung f’(x) d bestimmt. Wieso reicht das fiir die Durchfithrung von Algorithmus 4.4
aus? Wie bestimmt man insbesondere den negativen Gradienten in Zeile 3?
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Fiir den Beweis eines Konvergenzsatzes fiir das Gradientenverfahrens bendtigen wir folgendes Resul-
tat:

Lemma 4.5 (Konvergenz des Differenzenquotienten bei variabler Stelle und Richtung).
Es seien x,d € R, (x%)), (d®) € R" mit x*) — x und d'®) — d sowie t*) \, 0. Dann gilt

. (x(k) + 1K) d(k)) _ (x(k)) ,
lim ! ) ! = f'(x)d.

k—o0

Beweis. Wegen des Mittelwertsatzes 2.2 existiert zu jedem k € N ein £*) € (0,1) mit
Fx® 4 1) gy £ 0y = g 0) g7 (5K k) (R g(kyy g(k)

=l Fx®) 4t gty — £ (x (k)
k—0co (k)

= lim F(x® 4 g8 R gy gk) = £7(x) d.

—X

Wir analysieren jetzt Algorithmus 4.4 ohne Abbruchbedingung, sodass eine unendliche Folge x(*)
entsteht. Insbesondere nehmen wir an, dass kein Punkt x(¥) stationir ist.

Satz 4.6 (Ein globaler Konvergenzsatz fiir das Gradientenverfahren).
Jeder Haufungspunkt x* einer durch Algorithmus 4.4 erzeugten Folge (x\¥)) ist ein stationdrer Punkt
von f, erfiillt also f'(x*) = 0.

Beweis. Es seix* € R" ein Haufungspunkt von (x(¥)). Es gibt also eine Teilfolge x(0)k () mit x &)
x*, und wegen der Stetigkeit von f gilt f (x(k(”)) — f(x*). Da f(x*)) aber monoton fallt, konvergiert
die gesamte Folge f(x*)) — f(x*). Somit gilt also auch f(x**)) — f(x*)) — 0,

Angenommen, es sei f’(x*) # 0. Aus Zeilen 3 bis 5 des Algorithmus 4.4 folgt

FEED) = f ) < ot® f1(x®)d® = ot P TP <0,

—0
also
tE NV FEE) )2 - o.

Auf der Teilfolge gilt aber auch Vf(x(km)) — Vf(x™) # 0, also muss 1k 0 gelten.

Notigenfalls durch Einschrankung auf eine weitere Teilfolge (sodass ) < B s gilt, was wegen
t®&) 0 immer geht) konnen wir davon ausgehen, dass in der Armijo-Backtracking-Suche die
Schrittweite 7! ¢ () probiert, aber nicht akzeptiert wurde:

f(x(k(’)) +p7! (k) d(k("))) > f(x(k([))) +op! (k1) Vf(x(k(’)))Td(k(”)

(£) —1, (k) 4(k©O)y _ (k)
f(x(k ) + ,5 1 t( d ) f(x ) (0) (0 )
- BT ) > o VAED)a® = o | f )
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Die Grenziibergiange Xk r qk) = —Vf(x(km)) — —=Vf(x*) und tE) 5 0 fiir £ — oo
ergeben mit Lemma 4.5:

—IVFEONP 2 =a [IVF (I
was wegen o € (0,1) zum Widerspruch fiithrt. Es gilt also Vf(x*) = 0 und damit f’(x*) = 0. O

Bemerkung 4.7 (Zur praktischen Implementierung des Gradientenverfahrens).
Typische Abbruchkriterien beim Gradientenverfahren3 sind:

(i) f(x®D) - f(x®) < ATOL; + RTOLy |f (x*~D)),
(i) [lx*" = x®)|| < ATOL, + RTOL, [|x*~V||.

Gefordert werden beide Bedingungen gleichzeitig. Dabei wird oft RTOLy = RTOL? gewdhlt. Als ,Notbrem-
sen“ dienen zusdtzlich die Abfragen

(iti) [|Vf(x®)|| < ATOLy(x) + RTOLy () IV £ (xO)]],
(iv) k < kimax

Als Parameter der Armijo-Liniensuche wihlt man z.B. ¢ = 1072 und B = 1/2.

Quizfrage 4.3: Was kann passieren, wenn man nur Bedingung (i) oder nur Bedingung (ii) fordert?
Quizfrage 4.4: Welche Bedeutung haben die Bedingungen (i) bis (iii)?

Quizfrage 4.5: Wie setzt man ATOL und RTOL, wenn man in Bedingungen (i) bis (iii) entweder nur
eine absolute oder nur eine relative Abbruchbedingung verwenden mochte?

Bemerkung 4.8 (Alternative Startschrittweite bei der Armijo-Liniensuche).

In der praktischen Durchfiihrung verwendet man beim Gradientenverfahren oft eine iterationsabhdngige
Startschrittweite s**) > 0. Man geht davon aus, dass der durch s erreichbare Abstieg im aktuellen
Schritt in erster Ndherung gleich grof3 sein wird wie der im letzten Schritt realisierte Abstieg:

s (xR d® = f(x®) - fxEY) (4.6)
Fx®)y — fx®-D)
= s(k) — f/(x(k)) F) > 0.

Speziell beim Gradientenverfahren ergibt sich dann also

W _ S = feE)
BT NE (47)

3Mehr dazu findet man etwa in Gill, Murray, Wright, 1981. ATOL steht fiir ,absolute Toleranz“ und RTOL fiir ,relative
Toleranz®.
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als Vorschlag fiir die Startschrittweite ab Iteration k = 1. Ersetzt man auch die rechte Seite in (4.6) durch
die lineare Niherung f(x®)) — f(xk=1) ~ (k=D 7 (5 (k=0 g(k=1) 50 erhalten wir an Stelle von (4.7)
den Vorschlag

s — 4(k-1) IVf 5|12

NS (8)

fiir die Startschrittweite.
Auch unter Verwendung dieser Startschrittweiten kann man Satz 4.6 beweisen.
§ 4.2 DAs GRADIENTENVERFAHREN IN EINEM ALTERNATIVEN SKALARPRODUKT

Bei der Herleitung des Gradientenverfahrens/Verfahrens des steilsten Abstiegs haben wir stillschwei-
gend die Eigenschaft benutzt, dass der Gradient

Vi) =|
of (x)

die Richtung des steilsten Anstiegs und —V f(x) die des steilsten Abstiegs der Funktion f: R” — R im
Punkt x darstellt, die wir als Suchrichtung verwendet haben. Dies ist aber nur dann richtig, wenn der
Raum der Optimierungsvariablen R” mit dem Euklidischen Skalarprodukt (x, y) := x'y ausgestattet
ist.

Wir wollen untersuchen, wie sich das Verfahren édndert, wenn man als Skalarprodukt
(x, )M =xMy

mit einer symmetrischen, positiv definiten (s. p. d.) Matrix M wihlt. Dementsprechend &ndert sich
auch die Norm zur Langen- und Abstandsmessung im Raum R"” der Optimierungsvariablen zu

llx||ar = (xTMx)l/Z.

Per Definition maximiert die Richtung des steilsten Anstiegs den Ausdruck f’(x)d iber alle
Vektoren d € R” konstanter Lange:
Maximiere f’(x)d iberd € R"

unter  [|d|[y = 1. (49)

Die Normierung auf die Lange 1 ist willkiirlich gewahlt. Alternativ konnten wir auch die dquivalente
Aufgabe
Maximiere f’(x)d tberd € R"

unter ||d[[y <1

betrachten.

Quizfrage 4.6: Warum ist diese Aufgabe gleichwertig?
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Aufgabe (4.9) ist eine restringierte Optimierungsaufgabe, die wir jedoch ohne Kenntnisse der Theorie
16sen konnen: Wir schreiben die Zielfunktion als M-Skalarprodukt um:*

f(x)d=Vf(x)'d=Vf(x)'M'Md = (M'Vf(x))' Md,

wobei die Symmetrie M = M" benutzt wurde. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung zeigt, dass dieser
Ausdruck genau dann maximal wird, wenn d parallel zu M~V f(x) liegt. Er wird dagegen minimal,
wenn d antiparallel zu M~V f(x) liegt. Wir fassen zusammen:

Lemma 4.9 (Richtung des steilsten Anstiegs im M-Skalarprodukt).
Falls f'(x) # 0 gilt, ist die dann eindeutige Losung d* von (4.9) gegeben durch
d* = M'Vf(x) = Vyuf(x). (4.10)
(Die ohnehin willkiirliche Normierung ||d||m = 1 in (4.9) wurde dabei fallengelassen.)
Daher ist d* = =V f(x) die Richtung des steilsten Abstiegs bzgl. des M-Skalarprodukts. Wir
berechnen diese durch Losung des linearen Gleichungssystems
Md" =-Vf(x). (4.11)

Bei Verwendung des Euklidischen Skalarprodukts (M = Id) schreiben wir weiter V f(x) statt Viqf(x).
Manchmal wird die Verwendung von Vf(x) an Stelle der Euklidischen Gradientenrichtung Vf(x)
als Vorkonditionierung (englisch: preconditioning) bezeichnet.

Nach Konstruktion ist fiir jede beliebige s. p. d. Matrix M die Losung d* von (4.11) eine Abstiegsrichtung
fiir f im Punkt x. Dies konnen wir auch nochmals durch direkte Rechnung bestétigen, vgl. (4.1):

) d = =Vf(x)'MVf(x) = IV 30 = ~IVmf ()3 <0, (4.12)

falls nicht x bereits ein stationdrer Punkt ist.

Algorithmisch ergeben sich durch Verwendung des M-Skalarprodukts an Stelle des Euklidischen
Skalarprodukts folgende Anderungen: In Algorithmus 4.4 lautet Zeile 3 nun d ) .= _V f (x5, er
wird durch Lésung des linearen Gleichungssystems

Md® = —vf(x®)
ausgefiithrt. Die ibrigen Schritte, insbesondere die Armijo-Bedingung
Fx® 418 Ry < £(x )y 4 51 ®) £/ (xR gk)
bleiben unveréindert. Der globale Konvergenz-Satz 4.6 gilt weiter.

Als Abbruchbedingung (ii) in Bemerkung 4.7 dient nun ||x®) —x*=1|;; < ATOL, +RTOL ||x*~D||
und als Bedingung (iii) ||V f(x*))||ps < ATOLy f(x) + RTOLy,, ) IV F(x ) || 1.

4Das heiBit, wir bestimmen hier den Riesz-Représentanten von f”(x) bzgl. des M-Skalarprodukts.
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Quizfrage 4.7: Warum andert sich Abbruchbedingung (i) nicht?

Als Startschrittweite analog zu (4.7) bzw. (4.8) wéhlt man

()Y _ £ (k=1) Vs F(ck=D)|2
s(k) — _f(x ) f(x ) bzw (k) _ t(k_l) I Mf( )”M

Vuf GG, IV f GO, @13

Zur Unterscheidung vom Euklidischen Fall heif3t das Verfahren dann auch das vorkonditionierte Gra-
dientenverfahren (englisch: preconditioned steepest descent method). Wir geben es der Vollstindigkeit
halber nochmal an:

Algorithmus 4.10 (Vorkonditioniertes Gradientenverfahren mit Armijo-Schrittweitensuche).

Eingabe: Startschitzung x(©) ¢ R"
Eingabe: Armijo-Parameter o € (0,1), Backtracking-Parameter € (0,1), Startschrittweite s > 0
Eingabe: s.p.d. Matrix M € R™"

1 Setzek =0

2: while Abbruchkriterium nicht erfiillt do

3 Bestimme d* durch Losung des linearen Gleichungssystems M d*) = —V f(x(*))

4 Bestimme eine Schrittweite t'*X) > 0 mit der Armijo-Backtracking-Strategie zur Startschrittweite s,

sodass (4.3) erfiillt ist, also:

f(x(k) +1F) gk < f(x(k)) +ot® f’(x(k)) d®)

50 Setze x(k*D) = x(k) 4 (k) g(k)
6: Setzek = k+1
7: end while

Beachte: Das Verfahren verallgemeinert das unvorkonditionierte Gradientenverfahren (Algorith-
mus 4.4), das sich im Fall M = Id ergibt.

§ 4.3 KONVERGENZ BEI QUADRATISCHER ZIELFUNKTION UND EXAKTER LINIENSUCHE

Literatur: Geiger, Kanzow, 1999, Kapitel 8.2

Um die Konvergenzgeschwindigkeit des (vorkonditionierten) Gradientenverfahrens zu untersuchen,
wenden wir es auf die einfachsten sinnvollen unrestringierten Optimierungsaufgaben an. Bei diesen
ist die Zielfunktion ein stark konvexes (siehe Kapitel 3) quadratisches Polynom:

f(x)= %xTQ x+cx+y (4.14)

mit einer s. p. d. Matrix Q € R™", ¢ € R" und y € R. Der globale Minimierer von f ist eindeutig und
charakterisiert durch f’(x*) = 0, also durch das lineare Gleichungssystem

Qx" =—c oder d4quivalent x" = —Q_IC, (4.15)
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denn dies ist die einzige Losung der notwendigen Bedingungen (Satz 3.1), und die hinreichenden
Bedingungen (Satz 3.4) sind dort erfillt. Fir ein beliebiges x € R" bezeichnen wir die Gréfle

r=Qx+c=Vf(x)

auch als das zu x gehorige Residuum (englisch: residual).
Quizfrage 4.8: An welcher Stelle geht die Symmetrie der Matrix Q ein?

Natiirlich wird man das Gradientenverfahren (Algorithmus 4.11) zur Lésung von (4.14) bzw. des linearen
Gleichungssystems (4.15) iiberhaupt nur dann in Erwagung ziehen, wenn

(1) die direkte Losung des linearen Gleichungssystems (4.15) mit dem Gauss-Verfahren etwa aufgrund
der Dimension von Q zu aufwéndig ist

(2) oder wenn die Matrix Q nicht explizit vorliegt, sondern nur eine Funktion, die Matrix-Vektor-
Produkte Q x auswertet.

Beachte: Das Verfahren kommt bereits mit Matrix-Vektor-Produkten Q x aus. Diese werden bei der
Berechnung des Gradienten Vf(x) = Q x + ¢ in Zeile 3 benétigt.

Im Fall der quadratischen Zielfunktion lésst sich sogar die exakte Schrittweite (4.2)

tmin = arg minf(x(k) + td(k))
120

im k-ten Schritt berechnen:
(d® M d®

AL S S A
T (dR)TQ d k)

(4.16)

Das wird in Hausaufgabe 2.4 nachgerechnet.

In diesem Abschnitt wihlen wir statt der Armijo-Strategie in Algorithmus 4.4 stets die exakte Schritt-
weite (4.16). Der Vollstandigkeit halber geben wir das vorkonditionierte Gradientenverfahren fiir diesen
Spezialfall nochmals an:

Algorithmus 4.11 (Vorkonditioniertes Gradientenverfahren bei quadratischer Zielfunktion).

Eingabe: Startschitzung x(©) € R"
Eingabe: s.p.d. Matrix M € R™*"
1 Setzek =0
2 Setzer(® = 0x(® 4+ ¢
3 Setzed®) = —M~1r(0)
4: while Abbruchkriterium nicht erfiillt do
5: Setze ¢ == Qd®
6: Setze t'K) = —%
Setze xk+1) = x (k) 4 (k) g(k)
Setze rk+1) = p(k) 4 (k) g (k)

9 Setze dk*D) = —pf~1p(k+1)
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10: Setzek =k +1
1: end while
12: return x(k)

Es stellt sich nun die Frage nach dem Konvergenzverhalten sowie nach der Rolle des Vorkonditionie-
rers/Skalarprodukts M. Dazu geben wir zuniachst ein Hilfsresultat an, das die Funktionswerte, den

Fehler x — x* und das Residuum in Beziehung setzt:

Lemma 4.12. Es gilt

f6) = fx) = Sl =2l = 2l

Beweis. Durch direkte Rechnung ergibt sich

F() = F(3) = 5370 4 Tx by = 5 ()0 = -y
= AQx - (¢)Qx — S ()X + () O
= XQx - (¥)Qx+ 5 () O

1 x 12
= Sllx =l
1 *\T 1T—1
=—=—(XxX—-X r=—r r
S (= x)r=2r0
1
= S lIrll

(4.17)

*

dennc=-Qx

dennr =Q (x —x")

Fir die Iterierten von Algorithmus 4.1 zur Minimierung von (4.14) gilt nun die folgende Rekursion:

FEED) - £
1 1
= SIr G = S1r Y + 10 QM

_ %Hr(k) 12,0+t (ra® %(t(m)z(d(k)yQ 4%

wegen (4.17)

(k)T (k)12 (k)T (k) 12 k k

Loz - [ ® ] 1 [ )] wegen t() __ r®ya®

2 o (dENTQd® 2 (dF))TQ dk) (d*N)TQ dk)
k k)12
T (L
2 Q7 2 (dk)TQdk)

[(V(k))Td(k) ] ] (k) *
=|'~ Ta@myoaw] [gmyrgar] |V &) 6D wegen (aa9)
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Hier setzen wir nun den speziellen Zusammenhang r®) = —M d®) fiir die Iterierten aus Algorith-
mus 4.11 ein:
2
[(d“‘))TM d(k)] .
=(1- (fF() = f(x") (418)

[(d(k))TQ d(k)] [(d(k))TM 0~M d(k)]

Fur die weitere Abschiatzung des Bruches benutzen wir die Kantorovich-Ungleichung, die wir
zunéchst fir den Fall M = Id angeben:

Lemma 4.13 (Kantorovich-Ungleichung). Es sei Q € R™" s.p. d. und o = Apin(Q) sowie f = Amax(Q).
Dann gilt

T TNH—1 2

1S(xQx)(xQ x)s(a+ﬁ) B

[l 4af — «

< (4.19)

fiirallex e R, x # 0.

Beachte: Fiir den Rayleigh-Quotienten von Q gilt

x'Qx x'Q71x

—— < Amax(Q) = und analo

. < Ame( Q=P NP
Die zugehorigen Eigenvektoren erfiillen die Ungleichungen jeweils mit Gleichheit. Die offensichtliche
Abschitzung

< Amax(Q7Y) = 1/a.

("0x) ("0 _ p

[l * T a

ist jedoch nicht scharf, da derselbe Vektor x i. A. nicht gleichzeitig Eigenvektor zum gréfiten und zum
kleinsten Eigenwert sein kann. Die Kantorovich-Ungleichung (4.19) verbessert diese Abschatzung.

Beweis. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt>

x| = xTx = x"Q 7% Q"% < |Q72x|| |Q"?x]|.
Durch Quadrieren erhalten wir

lll* < 197 2xlI* IQ"%x1* = (x"Qx) (x'Q'x)

und damit die untere Schranke in (4.19).

Es seien nun® Ay, ..., A, > 0 die Eigenwerte von Q und vy, . . ., v, ein Satz zugehériger orthonormaler
Eigenvektoren. Es sei x € R", x # 0 beliebig. Wir stellen x als x = }I_; y;v; dar. O.B.d. A. sei
llx||* = X%, y? = 1. Einsetzen in die linke Seite von (4.19) ergibt:

(x"Q0x) (x"Q7'x) C 51
: x”xﬂl . =[;Aiz/§] [;A—iﬁy
NN

=E(T) =E(1/T)

5SHierbei ist Q/2 die Matrixwurzel der s. p-d. Matrix Q, also diejenige eindeutig bestimmte s. p. d. Matrix, deren Quadrat
wieder Q ist. Weiter ist 0~/2 die Inverse von Q2. Q~1/2 ist gleichzeitig die Matrixwurzel der s. p. d. Matrix Q7.

*Wir folgen ab hier dem Beweis von Anderson, 1971, wie er in der Masterarbeit Alpargu, 1996, Abschnitt 1.2.2 wiedergegeben
ist.

https://tinyurl.com/scoop-gdo 27


https://tinyurl.com/scoop-gdo

E. Herberg @O®S

Es ist jetzt aus Griinden der Ubersichtlichkeit hilfreich, diese Faktoren als Erwartungswerte einer
,Zufallsvariablen® T bzw. 1/T zu interpretieren, wobei T die Werte A; € [a, f] mit ,Wahrscheinlichkeit®
y? annimmt. Fir 0 < o < T < S gilt

0<(B-TN(T-a)=P+a-T)T-ap,

also auch
1 a+p-T
—_ S _—
T ap
und daher (Erwartungswert nehmen)
- E(T
B(T)B(T) < E(r) P20
ap
(a+p)? 1 1 2
= — —|E(T) — -
oy al COREICEY)
2
_axp?
dap
Damit ist die erste (wesentliche) obere Schranke in (4.19) bewiesen. Die noch fehlende Ungleichung
folgt elementar aus 0 < a < f. o

Um die Kantorovich-Ungleichung zur Abschitzung von (4.18) verwenden zu kénnen, bendtigen wir
noch eine Verallgemeinerung von der Euklidischen Norm ||x|| auf die M-Norm ||x||»;. Im Folgenden
seien Amin (Q; M) > 0 und Apax (Q; M) > 0 der kleinste und grofite Eigenwert des verallgemeinerten
Eigenwertproblems (englisch: generalized eigenvalue problem)

Qx=AMx oder dquivalent M'Qx=Ax

mit den s. p. d. Matrizen Q und M.

Lemma 4.14 (verallgemeinerte Kantorovich-Ungleichung). Es seien Q € R™" und M € R™ " beide
s.p.d. und a == Apin(Q; M) sowie f = Anax(Q; M). Dann gilt
(00 (TMOMY) _ (@ Y
[E31) - 4ap

<

b (4.20)
(04

fiir allex e R, x # 0.

Beweis. Fir die Abschitzung nach unten verwenden wir
||x||?\/[ — TMx — xTQ1/2 Q—l/zMx S (xTQ x)l/z (xTM Q—lMx)l/Z

und daher ||x||?, < (x"Qx) (x™M Q"M x).

Wir benutzen nun die Cholesky-Zerlegung’ M = LL" und setzen y := LTx, also x = L™"y ein:

("Qx) ™M Q" 'Mx) _ (y'LTIQLTy) (¥'L'Q'L y)
(x™M x)? (¥'y)? '

7Stattdessen konnten wir auch mit der Matrix-Wurzel MY/2 arbeiten.
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Dies entspricht der Form in (4.19) mit der s. p. d. Matrix Q := L™'Q L™". Deren Eigenpaare (A, v) erfiillen
év =L7'0LTo=10, ©v#0,

also auch
OL o=ALo.

Ersetzen wir noch v durch L™w, so erhalten wir
OQw=AMw. (4.21)

Damit ist gezeigt, dass (4,v) genau dann ein Eigenpaar von O = L7'QL " ist, wenn (L, w = L™ T0)
ein Eigenpaar des verallgemeinerten Eigenwertproblems (4.21) ist. Insbesondere sind die Eigenwerte
gleich. Es seien nun wie angenommen 0 < @ < f die extremalen Figenwerte von (4.21), dann sind dies
auch die extremalen Eigenwerte von 0O, und die Behauptung folgt aus der gewdhnlichen Kantorovich-
Ungleichung (4.19). ]

Mit Hilfe der verallgemeinerten (spektralen) Konditionszahl (englisch: generalized (spectral)
condition number) von Q bzgl. M,

Amax(Q§ M)
= d M) = ——— .
K= cond (@M =3 oM (422
konnen wir die Abschétzung (4.20) auch in der dquivalenten Form
T T -1 2
IS(xQx)(xMQ Mx)<(1<+1) <x (4.23)

[l - 4k

schreiben.

Mit Hilfe der verallgemeinerten Kantorovich-Ungleichung (4.20) folgt nun fir die in (4.18) abzuschat-
zende Klammer:

1 [(d(k))TMd(k)]z <1 daf (B - a)? (k-1 2
- [(d®E)TQd®)] [(dF)yMQ-IMdK)] ~ C(a+p? (Bta) (K+1) '

Ende der Woche 2

Damit haben wir das klassische Konvergenzresultat des (vorkonditionierten) Gradientenverfahrens
bewiesen:

Satz 4.15 (Globaler Konvergenzsatz fiir quadratische Zielfunktionen).

Es seien Q und M s. p.d. Matrizen und x die verallgemeinerte Konditionszahl von Q bzgl M, siehe
(4.22). Das Gradientenverfahren im M-Skalarprodukt (Algorithmus 4.10) mit exakter Schrittweite tin,
angewendet zur Minimierung der Zielfunktion (4.14), konvergiert fiir jeden Startvektor x(*) € R" gegen
den eindeutigen globalen Minimierer x*, und es gelten die Abschdtzungen

FEE) - f(x") < (i—:)z(f (x®) = f(x") (4.24)
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und deswegen auch

-1
(k1) _ <(’< ) (k) _
50 = xlg < (F) 1x® = x"llo, (4259)
—_1\k
(k) _ (K 1) (0) _ o
X x < x xo. .25b
|| lo < ()1 lo (4.25b)

Beachte: Damit konnen wir das Gradientenverfahren auch als ein iteratives Verfahren zur Lésung
linearer Gleichungssysteme mit s. p. d. Koeflizientenmatrizen verstehen.

1r 1r

Abbildung 4.4: Tllustration des Gradientenverfahrens (Algorithmus 4.10) mit Startpunkt x(©) =
(—2,-2)" und exakter Schrittweite (4.16) fiir die Minimierung von (4.14) mit Q = (3 2)
und ¢ = (3?). Die exakte Losung ist x* = (2, —2)". Verlauf bei Verwendung des Skalar-
produkts M = Id (links) und M = diag(Q) (rechts).

Bemerkung 4.16 (Zum Konvergenzverhaltens des Gradientenverfahrens).

(i) Fiir grofie Konditionszahlen x ist die Konvergenz sehr langsam. Es zeigt sich ein Zick-Zack-Verlauf
bei den Iterierten.

(ii) Im gegenteiligen Extremfall ist x = 1, d. h., M = Q (oder ein Vielfaches davon), konvergiert das Gra-
dientenverfahren in einem Schritt: xV = x*. Allerdings bedeutet dies, dass bei der Berechnung der
Suchrichtung d® = =V f(x(©)) ein lineares Gleichungssystem mit M = Q als Koeffizientenmatrix
zu losen ist. Wenn man dies kann, so kann man natiirlich auch direkt die Optimalititsbedingungen
Qx* = —c losen.

(iii) Fiir allgemeine C*-Funktionen f ist die Konvergenzgeschwindigkeit in der Niihe eines lokalen
Minimums x*, an dem " (x*) s. p. d. ist, wegen

* * * 1 * 44 * * *
fE)=FED)+ VD) (x=x) + 2 (=27 (6" + E(x = x)) (x = x7)
durch die verallgemeinerte Konditionszahl der Hessematrix "' (x*) bzgl. M bestimmit.

(iv) In der Praxis sucht man einen Kompromiss bei der Wahl von M, sodass die Konditionszahl x
maoglichst klein, lineare Gleichungssysteme mit M als Koeffizientenmatrix aber noch leicht zu l6sen
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sind. Manchmal ist bereits die Wahl
M = diag(f” (x*))

konvergenzbeschleunigend.

Das in vielerlei Hinsicht beste Abstiegsverfahren zur Minimierung von (4.14) bzw. zur Losung linearer
Gleichungssysteme (4.15) mit s. p. d. Matrix Q ist das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-
Verfahren), siehe Vorlesung Nichtlineare Optimierung oder Numerische Lineare Algebra. Beim CG-
Verfahren erhalt man mit i. W. demselben Aufwand pro Iteration an Stelle von (4.25b) die Konvergenz-
abschitzung

\/E —1\k *
Es gibt auch nichtlineare Varianten des CG-Verfahrens fiir allgemeine Zielfunktionen, siehe Lehrver-
anstaltung Nichtlineare Optimierung.

||x(k) -x"lo < 2(

§ 5 DAs NEWTON-VERFAHREN

Wir untersuchen in diesem Abschnitt das Newton-Verfahren zur Losung der (nichtlinearen) Gleichung
F(x) = 0. Dabei wird F: R* — R" im gesamten Abschnitt als stetig partiell diffbar (C'-Funktion)
angenommen. Spater wenden wir das Verfahren auf die notwendige Bedingung 1. Ordnung der Aufgabe
,2Minimiere f(x) iiber x € R" an, also zur Lésung von F(x) = Vf(x) = 0.

Idee: Es sei x(*) die Schitzung einer Nullstelle von F. Wir legen im Punkt x(°) die Tangente (ein
lineares Modell) an die Funktion und bestimmen deren Nullstelle:
FxO+Fxx-x) =0 o x=x@ -F(xO)Fx®).

Diese Nullstelle dient als nichste Iterierte usw.

Der Vektor F(x*)) heifit dabei das Residuum zur Iterierten x*), und F’(x(®) ist die zugehérige
Jacobimatrix:

OF(x)  R()
X1 oxp,

F'(x) = : : e R,
Fa(x) ()
ox1 oxy,

Algorithmus 5.1 (Lokales Newton-Verfahren).

Eingabe: Startschitzung x(©) € R"
1 Setzek =0
2: while Abbruchkriterium nicht erfiillt do
3: Lése das lineare Gleichungssystem F'(x(9)) d®) .= —F(xX)) fiir die Newton-Richtung d*)
& Setze x k1) = x (k) 4 g(k)
5 Setzek = k+1
6: end while
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Y(3) I

%) s x

Abbildung 5.1: llustration des Newton-Verfahrens zur Suche einer Nullstelle der Funktion F(x) =
exp(0.9 x) — x2.

§ 5.1 EINIGE HILFSRESULTATE

Literatur: Geiger, Kanzow, 1999, Kapitel 7, Lemma B.7 und B.8

Definition 5.2 (Matrixnorm).
Essei A € R™ " Wir definieren die durch die Euklidischen Normen imR" undR™ induzierte Matrixnorm

Ax
|A|l = maxu = max||Ax||.
x#0 lx]l - lxl=

||A]| wird auch als Spektralnorm von A bezeichnet, und es gilt der Zusammenhang

Al = O-maX(A) = V/lmaX(ATA)

mit dem groBten Singuldrwert o von A und dem grofiten Eigenwert Ayax von A'A. Weiter gilt
lAx|| < ||Allllx]| und ||A BJ| < ||A]|||B]| fur alle Matrizen A, B und Vektoren x passender Grofie.
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Lemma 5.3 (Banach-Lemma).

(i) Essei M € R™" mit||M|| < 1. Dann ist 1d — M reguldr (invertierbar), und es gilt

I(1d = M) 71| <

1—||M]|

(ii) Es seien A, B € R™" mit ||Id — BA|| < 1. Dann sind A und B regulir, und es gilt

Al
1— |[Id - BA||

IIBll

B < S|l B—
15~ 1- |[Id - BA|]

und ||A7Y| <

Aussage (i) besagt, Matrizen ,in der Nahe der Einheitsmatrix invertierbar sind. Aussage (ii) besagt,
dass wenn Id — BA klein ist, also B ~ A™! gilt, notwendig A und B invertierbar sind.

Beweis. Aussage (i): Fir x € R” gilt

1(Id = M) x|| = [lx = Mx|| = [lx[l = [[Mx]| = (1= [[M]]) lIx].
N——
>0

Es folgt (Id — M) x # 0 fiir x # 0, d. h., Id — M ist injektiv und damit regular.

Es sei nun y € R" beliebig und x := (Id — M)~'y. Fiir eine Abschitzung der Norm von (Id — M)~}
missen wir ||x|| durch || y|| abschatzen. Die Abschétzung oben zeigt

Iyl = (= (1M [l

N ||(Id_M)—1” — max ||(Id—M)_1J’|| < 1
y#0

vl T1-Mi

Aussage (ii): Es sei M = 1d — BA, also ||M|| < 1. Wegen Aussage (i) istId — M =1d — (Id — BA) = BA
regulér, d. h., A und B sind beide regular. Weiter gilt

(Id-=M)'=(BA)'=A"'B!

= B'=AId-M)!
Al Al

(i)
=[BTl < IAllIl(d - M) Y| < = :
1—|IM|l 1-[[1d - BA|

Die andere Ungleichung folgt analog. O

Lemma 5.4. Es sei F eine C'-Funktion, x* € R" und die Jacobimatrix F’(x*) regulir. Dann existieren
eine offene Kugel Bs(x*) mit § > 0 und eine Konstante ¢ > 0, sodass F'(x) fiir alle x € By(x") reguldr
ist, und es gilt:

IF'(x)7| < c:=2||F(x)7Y| firallex € Bg(x").
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Beweis. Da F’ im Punkt x™ stetig ist, existiert ein § > 0 mit

1

IF'(x*) = F'(x)|| < e = 2TF )T

fiir alle x € Bs(x"), also auch

I1d = F' (x*) " F () = | (x*) 7 (F'(x*) = F'(x))
< IF' () THIIF (x) = F (0|
<1/2 <1

Nach dem Banach-Lemma 5.3, Aussage (ii) [mit A = F’(x) und B = F’(x*)~!] folgt, dass F’(x) fiir
x € Bg(x") regulér ist, und es gilt
[IF” ()71

F'(x)7Y < <2|IF'(x)7M = c.
[IF”(x) ”_1—||Id—F’(x*)_1F’(x)||_ IE (")l = e

Bemerkung 5.5 (Einordnung von Lemma 5.4).
Lemma 5.4 korrespondiert zu einem allgemeineren Ergebnis der Funktionalanalysis: Die Menge aller stetig
invertierbaren linearen Operatoren zwischen Banachrdumen ist offen.
Lemma 5.6. Es sei F eine C'-Funktion und x* € R". Fiir alle ¢ > 0 existiert § > 0 mit
IF(x) = F(x™) = F'(x)(x = x")|| < ellx — x|
fur alle ||x — x*|| < 6.
Quizfrage 5.1: Was wiirde die Aussage des Satzes bedeuten, wenn an Stelle von x der Punkt x* stehen
wiirde?
Beweis. Es sei ¢ > 0 gegeben. Aus der Dreiecksungleichung ergibt sich

IF(x) = F(x") = F'(x)(x = x")|
<NF(x) = F(x™) = F' () (x = x|+ [IF"(x7) = F'@)lllle = <7l

Da F nach Voraussetzung in x* diffbar ist, existiert & > 0 mit
. €
IF(x) = F(x*) = F'(x")(x = x")|| < 5 llx = x|
fiir alle ||x — x*|| < &;. Andererseits ist F’ stetig in x*, sodass §; > 0 existiert mit

IF'(x") = F'(x)ll <

N ™

fir alle ||x — x*|| < 8. Mit § := min{d;, ;} folgt die Behauptung. m|
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Zur Charakterisierung der Konvergenzgeschwindigkeit von Algorithmen fithren wir folgende Begriffe
ein:

Definition 5.7 (Q-Konvergenzraten).

Es sei (x\K)) C R™ eine Folge und x* € R".

(i) (x) konvergiert gegen x* (mindestens) Q-linear, falls ein ¢ € (0,1) existiert mit

D — x| < e flx® = x| fur alle k € N hinreichend grof3.

(ii) (xK)) konvergiert gegen x* (mindestens) Q-superlinear, falls es eine Nullfolge (¢'%)) gibt mit

e — x| < 9 x — x| fiir alle k € N

(iii) Es gelte x*) — x*. Die Folge (x®)) konvergiert gegen x* (mindestens) Q-quadratisch, falls ein
C > 0 existiert mit
[ ®*) — x*|| < Cl|lx® - x*||?  fiir allek € N.

Abschitzung (4.25a) zeigt beispielsweise die Q-lineare Konvergenz des Gradientenverfahrens bei
quadratischer Zielfunktion.

Quizfrage 5.2: Angenommen, eine Folge konvergiere Q-superlinear wie oben definiert. Konvergiert
sie dann auch noch Q-superlinear, wenn man die in der Definition verwendete Euklidische Norm durch

die Norm ||x||5s mit einer s. p. d. Matrix M austauscht? Wie ist das bei Q-quadratischer Konvergenz?
Und bei Q-linearer Konvergenz?

§ 5.2 DAs LOKALE NEWTON-VERFAHREN FUR DIE NULLSTELLENBESTIMMUNG F(x) =0

Wir kénnen nun einen lokalen Konvergenzsatz fiir Algorithmus 5.1 (ohne Abbruchbedingung) bewei-
sen:

Satz 5.8 (Lokaler Konvergenzsatz fiir das lokale Newton-Verfahren).
Es sei F eine C'-Funktion und x* € R" ein Punkt mit F(x*) = 0 und F’(x*) regulir. Dann existiert eine
offene Kugel Bg(x™) von x* mit § > 0, sodass fiir jedes %0 ¢ Bg(x™) gilt:

(i) Das lokale Newton-Verfahren ist wohldefiniert und erzeugt eine Folge (x%)), die gegen x* konver-
giert.

(ii) Die Konvergenzrate ist Q-superlinear.

(iii) Ist F" Lipschitz-stetig in Bs(x"), so ist die Konvergenzrate sogar Q-quadratisch.
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Beweis. Aussage (i): Nach Lemma 5.4 existieren §; > 0 und ¢ > 0, sodass F’(x) fiir alle x € By (x™)
reguldr ist mit
IF' ()7 < e=2[IF(x) 7. (5.1)

Nach Lemma 5.6 existiert zu ¢ = 1/(2¢) ein §, > 0 mit
* ’ * 1 *
IFCx) = F(x™) = F'(x) (x =)l = —llx = 7| (5.2)

fur alle x € B, (x*).

Setze § := min{4;, 6,} und wihle x(*) € Bg(x™). Dann ist der Schritt x® = x(0 — F(x(0)1p(x(0))
wohldefiniert, und es gilt

||x(1) _x*H — ”x(O) —5* _F/(x(O))—lF(x(()))” =0
= [|F () [F (xO) (x'? = x*) = F(x') + F(x") |

<[l G IEG) - Fe) = F(xO) () = x)

1 1
<ol -7l = Sl - %
2c 2

also liegt auch x(V) wieder in B 5(x7). Per Induktion ist x®) wohldefiniert, gehért zu B 5(x"), und
x®) — x* Q-linear.

Aussage (ii): Wir stellen zunichst eine Gleichung fiir den Fehler auf:®
x(k+1) —x* = x(k) —xt = F/(x(k))—l(F(x(k)) _F(x*))
= F’(x(k))_l[F’(x(k))(x(k) - x") - (F(x(k)) - F(x*))]

= F/(x0)1 [F'(x(k))(x(k) —x") - / 1 F'(x® 41 (x* = x®))(x® - x*) dr
) 0
= F/(x)1 [ / F(x®) - F' (x4 ¢ (x* = x0))) dt] (x® — x*).
0

Daraus erhalten wir folgende wichtige Abschétzung:

=D (¢)

1
0 — ) < [ %) /0 IF (<®) = F (= ® 1 (" = x®))[de [x® 57l (5.3)

Wegen xF) — x* gilt x®) 1+t (x* — x0)) — x* gleichmaBig auf ¢ € [0,1]. AuBerdem ist F’ stetig. Zu
jedem & > 0 existiert also ein Index kg € N mit

ID® (1)|| <& fiir alle k > ko und alle ¢ € [0,1].

1
= 0< / ID® (1)1 dt < ¢ fiir alle k > k.
0
Das bedeutet aber: folllD(k) (t)]| dt — 0. Jetzt liefern (5.1) und (5.3):

1
[l — x| SC/ ID® (#)] de [l = x|
0

8Beachte: Unter dem Integral stehen Matrizen.
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also die Q-superlineare Konvergenz.
Quizfrage 5.3: Welche Norm ist im Ausdruck ||[D®) (¢)|| eigentlich gemeint?

Aussage (iii): Da x*) und x%) + t (x* — x(0) fiir alle ¢ € [0,1] in Bg(x") liegen, konnen wir das
Integral unter den starkeren Voraussetzungen besser abschétzen:

1 1
L
/ |F"(x®) = F (x® + 1 (x* = x®)))|| dt s/ Lt|x* = x®|dr = §||x(k) —x*.
0 0

Aus (5.3) erhalten wir nun:

L
e — x| < e Sl a2

Bemerkung 5.9 (Zum lokalen Newton-Verfahren).

(i) Das lokale Newton-Verfahren (Algorithmus 5.1) kann scheitern, denn F' (x'*)) muss nicht reguldir
sein, falls man auferhalb der (unbekannten) garantierten Konvergenzumgebung Bs(x") startet.

(ii) Das sogenannte vereinfachte Newton-Verfahren, bei dem in Zeile 3 von Algorithmus 5.1 statt
g g
F'(x%)) die feste (invertierbare) Matrix F' (x?)) verwendet wird, konvergiert noch lokal Q-linear.

Quizfrage 5.4: Was unterscheidet ein vereinfachtes Newton-Verfahren vom Gradientenverfahren in
der Optimierung?

§ 5.3 DAS LOKALE NEWTON-VERFAHREN IN DER OPTIMIERUNG

Literatur: Geiger, Kanzow, 1999, Kapitel 9

Fiir den Rest von § 5 wird f als zweimal stetig partiell diffbar (C?>-Funktion) angenommen. Wir
betrachten wieder die unrestringierte Aufgabe

Minimiere f(x) tiber x € R". (5.4)

Das Newton-Verfahren in der Optimierung lasst sich auf zwei verschiedene Weisen motivieren:

(i) Die notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung fir (5.4) lautet
f'(x) =0 oder dquivalent Vf(x) =0,

siehe Satz 3.1. Wenden wir zur Lésung dieser i. A. nichtlinearen Gleichung (Nullstellensuche)
das Newton-Verfahren mit F(x) = Vf(x) und F’'(x) = f”(x) an, so erhalten wir die Iterations-
vorschrift

a0 = 20— () IV (), (55)
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(ii) Im aktuellen Iterationspunkt x(¥) ersetzen wir (5.4) durch die Minimierung des quadratischen
Ersatzmodells (Taylorpolynoms)

m®) () = ) 4 VO (=20 42 =) O =20 66)

Falls die Hessematrix f”’ (x(K)) positiv definit ist, so ist der eindeutige Minimierer durch
0=m® (x) = VFx®) + 7 (x®) (x - x¥)

charakterisiert, vgl. (4.15). Wir wihlen die Losung dieses lineare Gleichungssystem als nédchste
Iterierte x**) und erhalten wiederum die Iterationsvorschrift

x(k+1) — x(k) —f"(x(k))_IVf(x(k)).

Bemerkung 5.10 (Zum lokalen Newton-Verfahren).

(i) Satz 5.8 liefert die lokal Q-superlineare bzw. Q-quadratische Konvergenz von Algorithmus 5.1 mit
F(x) = Vf(x) gegen einen stationdren Punkt x* von f. Dieser kann auch ein lokaler Maximierer
oder ein Sattelpunkt von f sein, da wir f"'(x*) nur als reguldr und nichts iiber die Definitheit
voraussetzen.

(i) Ist f”"(x®)) s.p. d., so ist die aus dem linearen Gleichungssystem
f"(x(k)) d®) = —Vf(x(k))
erhaltene Newton-Richtung d'*) eine Abstiegsrichtung fiir f, vergleiche (4.12):
F(x®yd® = vFxTa® = v 7 (x Oy r(x®)) <0, falls VF(x®) # 0.
—_—

positiv definit

Wegen der festen Schrittweite t'*) = 1 im lokalen Newton-Verfahren ist jedoch i. A. kein Abstieg in
f garantiert, wenn x®)weit“von einem lokalen Minimierer x* entfernt ist.

(iii) Das Newton-Verfahren ist invariant gegeniiber affin-linearen Transformationen in der Grundmenge
und in der Wertemenge. Das bedeutet, dass das Verfahren, angewendet auf die Aufgaben

Minimiere f(x) iiberx € R" und Minimiere ¢ f(Ay+b)+d iberyeR"

mit reguldrer Matrix A € R™", b € R", ¢ > 0 und d € R folgende Eigenschaft besitzt: Gelten fiir
die Startschiitzungen x(©) = Ay + b, dann gilt auch x*) = Ay®) + b fiir alle k € N.

§ 5.4 EIN GLOBALISIERTES NEWTON-VERFAHREN IN DER OPTIMIERUNG

Idee: Kombiniere die globalen Konvergenzeigenschaften des Gradientenverfahrens (Algorithmus 4.10)
mit der schnellen lokalen Konvergenz des Newton-Verfahrens (Algorithmus 5.1).
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Algorithmus 5.11 (Globalisiertes Newton-Verfahren in der Optimierung).

Eingabe: Startschitzung x(*) € R"

Eingabe: Armijo-Parameter o € (0,1/2), Backtracking-Parameter f§ € (0,1)
Eingabe: Globalisierungs-Parameter o1 > 0,0, > 0 undp > 0

Eingabe: s.p.d. Matrix M € R™"

1
2:

3

Setzek =0
while Abbruchkriterium nicht erfiillt do

Lose, wenn es eindeutig moglich ist, das lineare Gleichungssystem
Fr ") d® = v x*)

nach der Newton-Richtung d©
Ist dieses System nicht oder nicht eindeutig ldsbar oder gilt

—f (x®yd® < min{oy, o2lld™ |12} 11dF |3, (5.7)

so setze dF) = —V 3, f(xk)) / Fallback auf Gradientenrichtung
Bestimme eine Schrittweite t ') mit der Armijo-Backtracking-Strategie zur Startschrittweite s = 1,
sodass (4.3) erfiillt ist, also:

f(x(k) + ) d(k)) < f(x(k)) +ot® f'(x(k)) d®)

Setze x(k+D) = x (k) 4 (k) g(k)
Setzek =k +1

8: end while

Zur Durchfithrung des globalisierten Newton-Verfahrens werden die folgenden problemspezifischen
Routinen benétigt:

(1) Routine zur Auswertung der Zielfunktion f(x).

(2) Routine zur Auswertung der Ableitung f’(x) bzw. des Gradienten Vf(x).

(3) Routine zur Auswertung der Hessematrix "’ (x).

Ende der Woche 3

Bemerkung 5.12 (Zum globalisierten Newton-Verfahren).

(i) Bei unbrauchbarer Newton-Richtung weichen wir also auf einen Gradientenschritt aus. Entweder die

nicht erfiillte Bedingung (5.7) oder aber die Wahld®) = =V, f(x¥)) sichert f'(x*)) d®) < 0. Die
Armijo-Backtracking-Strategie liefert also immer eine Schrittweite (Satz 4.3), und der Algorithmus
ist wohldefiniert.

(ii) Die Bedingung (5.7) kann auch fiir Abstiegsrichtungen erfiillt sein, wenn der Abstieg ,,nicht gut

genug “ist. Je niher wir der Losung kommen, desto toleranter wollen wir allerdings sein, da wir die
lokal schnelle Konvergenz des Newton-Verfahrens realisieren mochten.
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(iii) Als Abbruchbedingungen kommen wiederum diejenigen aus Bemerkung 4.7 zum Einsatz.

(iv) Die Vorgabe o < 1/2 und die Wahl der Startschrittweite s = 1 sind wesentlich, damit fiir hinreichend
grofe k € N tatsichlich volle Newton-Schritte (t*) = 1) gegangen werden konnen.

(v) Im praktischen Einsatz kommt in Algorithmus 5.11 auch die nicht-monotone Armijo-Regel zum

Einsatz, bei der hinreichender Abstieg nur im Vergleich zum Maximum der letzten Funktionswerte
gefordert wird, siehe Geiger, Kanzow, 1999, Ende Abschnitt 9.3, S.96.

Wir geben Konvergenzaussagen fiir Algorithmus 5.1 ohne Abbruchbedingung, sodass eine unendliche
Folge (x(¥)) entsteht, an.

Satz 5.13 (Globaler Konvergenzsatz fiir das globalisierte Newton-Verfahren).
Es sei (x\K)) eine durch Algorithmus 5.1 erzeugte Folge. Dann gilt:

(i) Jeder Hiufungspunkt x* von (x%)) ist ein stationdrer Punkt von f, erfiillt also f’(x*) = 0.

(ii) Istx* ein isolierter Haufungspunkt von (x'K)), dann konvergiert bereits die gesamte Folge x¥) — x*.
Beweis. Siehe Geiger, Kanzow, 1999, Satz 9.5 und Satz 9.7 |

Satz 5.14 (Lokaler Konvergenzsatz fiir das globalisierte Newton-Verfahren).
Es seien (x)), (d%)) durch den Algorithmus 5.11 erzeugte Folgen. Ist x* ein Haufungspunkt von (x*))
und ist "' (x*) s. p. d., so gilt:

(i) Die gesamte Folge (x%)) konvergiert gegen den strikten lokalen Minimierer x*

(ii) Fiir alle hinreichend grofenk € N ist die verwendete Suchrichtung d'*) immer die Newton-Richtung,
und es wird die volle Schrittweite t'*) = 1 akzeptiert.

(iii) (x®)) konvergiert Q-superlinear gegen x*.

(iv) Ist f'" Lipschitz-stetig in einer Umgebung von x*, so konvergiert (x*)) O-quadratisch gegen x*.
Beweis. Siehe Geiger, Kanzow, 1999, Satz 9.10 O

Alle hier besprochenen Basis-Algorithmen zur Losung freier Optimierungsaufgaben sind Liniensuch-
verfahren (englisch: line search methods), die in jeder Iteration

(1) eine Suchrichtung d*)

(2) und anschliefend eine geeignete Schrittlinge t(X)
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bestimmen. Als Alternative sind auch Trust-Region-Verfahren (englisch: trust-region methods)
etabliert, die beide Schritte gemeinsam durchfithren, siehe Vorlesung Nichtlineare Optimierung und
Geiger, Kanzow, 1999, Abschnitt 14.

Allen hier besprochenen Verfahren ist gemeinsam, dass sie die Suchrichtung d*) durch Minimierung
eines lokalen quadratischen Ersatzmodells

1
q®(d) = fFx®) + F(xPyd + EdTB(k) d
gewinnen, d. h. (bei s. p. d. Matrix B()) aus dem linearen Gleichungssystem
B gy — —Vf(x(k)).

Folgende Tabelle fasst typische Eigenschaften dieser Verfahren zusammen:

Gradientenverfahren B =1d Q-linear, einfaches Verfahren

vork. Gradientenverf. B = M Q-linear, einfaches Verfahren
Quasi-Newton-Verf. B variiert bis Q-superlinear, oft guter Kompromiss
Newton-Verfahren B®) = £ (x(®))  Q-superlinear oder besser, aber aufwindig

Mehr insbesondere zu Quasi-Newton-Verfahren folgt in der Vorlesung Nichtlineare Optimierung.
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§ 6 EINFUHRUNG

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 3.1

Lineare Optimierungsaufgaben (lineare Programme, LP) sind insbesondere in den Wirtschaftswissen-
schaften von grofler Bedeutung. Sie umfassen u. a. Transport- und Logistikprobleme, Kiirzeste-Wege-
Aufgaben usw. Es sind im gesamten Kapitel 2 stets f, g und h aus der allgemeinen Aufgabenstellung
(1.1) (affin-)lineare Funktionen von x, und die Grundmenge ist Q = R".

Eine lineare Optimierungsaufgabe kann also immer in folgender Form geschrieben werden:

Minimiere c¢'x+y iber x € R"
sodass  AineqX < bineq (6.1)

und  AegX = beg.

Dabei heifit c € R"” der Kostenvektor der Aufgabe. Weiter sind Ajneq € R™*" und bineq € R™ sowie
Aeq € RP?™ und beq € RP. Die Ungleichungen sind komponentenweise zu verstehen. Es ist erlaubt,
dass m = 0 (keine Ungleichungen) oder p = 0 (keine Gleichungen) gilt, sodass die Beschrankungen
des jeweiligen Typs nicht vertreten sind.

Quizfrage 6.1: In der Regel setzt man den konstanten Term y in der Zielfunktion gleich null. Warum
stellt das keine Einschriankung in der Aufgabenstellung dar?

Quizfrage 6.2: Warum stellt der Verzicht auf Ungleichungen der Form Ajpeqx > bineq ebenfalls keine
Einschrankung in der Aufgabenstellung dar?

Lineare Programme sind Spezialfille konvexer Optimierungsaufgaben (Kapitel 3), daher brauchen wir

nicht zwischen lokalen und globalen Lsungen zu unterscheiden (Satz 12.2). Wir wollen das hier aber
schon einmal direkt nachweisen:

Satz 6.1. Jeder lokale Minimierer von (6.1) ist bereits ein globaler Minimierer.

Beweis. Wir bezeichnen mit

F = {x e R" |Aineqx < bineq und Aeqx = beq}
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die zuldssige Menge und mit f(x) := c'x +y die Zielfunktion. Es sei nun x* ein lokaler Minimierer von
(6.1), d. h., es existiert eine Umgebung U (x*) mit f(x*) < f(x) fir alle x € FNU(x*), vgl. Definition 1.1.

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gibe ein X € F mit f(x) < f(x*). Wir
betrachten Punkte x, entlang der Verbindungsstrecke zwischen x* und X, also
Xg=ax+(1—a)x* mita € [0,1].
Alle diese Punkte x, sind zuléssig, denn:
AineqXa = Aineq(@ X + (1= &) X*) = @ AjnegX + (1 = @) AjneqX™ < @ bineq + (1= @) bineq = bineqs
AeqXq = Aeq(aXx + (1- ) x") = aAegX+ (1= a) AegXx®  =abeq+ (1= ) beq = beq.
Fir die Werte der Zielfunktion gilt
fxa) = " xg + Y
=c'(ax+(1-a)x")+y
=a(cx+y)+(1-a)(cx" +y)
=af(x)+(1-a)f(x").
Fiir a € (0,1] folgt daher wegen f(x) < f(x*):

fxa) <af(x)+(1-a) f(x7) = f(x7).

Nun liegt aber fiir hinreichend kleines & > 0 der Punkt x, in der Umgebung U(x*) und damit in
U(x*) N F. Dies steht im Widerspruch zur lokalen Optimalitit von x*. Also kann ein X wie oben
angenommen nicht existieren, d. h., es gilt

f(x*) < f(x) firallexeF.

Mit anderen Worten: Jeder lokale Minimierer von (6.1) ist bereits ein globaler Minimierer. O

Beispiel 6.2 (Mozartproblem).
Eine Firma stellt Mozartkugeln und Mozarttaler her und benétigt dafiir folgende Zutaten pro Einheit des
hergestellten Produkts:

‘ Marzipan Nougat Schokolade ‘ Gewinn pro Einheit

Mozartkugeln 1 1 2 9
Mozarttaler 2 1 1 8
Lagerbestand ‘ 9 6 11 ‘

Wir mochten bestimmen, wieviele Einheiten an Mozartkugeln und -talern produziert werden sollten, um
den Gewinn zu maximieren.

Es sei
x; = Menge an Mozartkugeln,

Xy = Menge an Mozarttalern.
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Wir erhalten folgende lineare Optimierungsaufgabe:

Maximiere 9x;+8x, iiberx € R?
x1+2x, <9 (Marzipanbedingung)
sodass x1+x; <6 (Nougatbedingung) (6.2)
2x;+x; <11 (Schokoladenbedingung)
und x>0

xXp = 0.

Quizfrage 6.3: Welche Bedeutung hat die Nichtnegativititsbedingung x > 0 in dieser Aufgabe? Was
wiirde etwa eine negative Produktionsmenge x; < 0 praktisch bedeuten?

3 hN N\ : -
45 \\ \ — — — Marzipan
\
. \\ \ - — — Nougat
4 ~ N — = = Schokolade | |
35| s
N
£ ] i
=
)
8 25| n
3
¢ | |
15 -
~
1 [ ~
0.5} -
0

Mozartkugeln (x1)

Abbildung 6.1: Zuldssige Menge (Fiinfeck), Niveaulinien der Zielfunktion und globaler Maximierer
beim Mozartproblem (Beispiel 6.2).

Aus der Modellierung von Beispiel 6.2 ergibt sich der folgende hiufig vorkommende Spezialfall der
allgemeinen linearen Optimierungsaufgabe (6.1):

Maximiere c¢'x iiber x € R"
sodass Ax <b (6.3)

und x > 0.

Dabei ist ¢ € R” der Kostenvektor (englisch: cost vector), A € R™*" die Bedarfs- oder Aufwandsma-
trix (englisch: demand matrix) und b € R™ der Ressourcenvektor (englisch: resource vector), wobei
m € N ist. Ein LP der Gestalt (6.3) heif3t in kanonischer Form. Beim Mozartproblem (6.2) ist z. B.
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Wie konnen wir ein LP der allgemeinen Form (6.1) in kanonischer Form schreiben? Enthélt ein solches
LP

(i) eine Gleichungsbeschrankung a'x = f, so kénnen wir diese in Form zweier Ungleichungen,
a'x < fund —a'x < —p, schreiben.

(i) fur eine Variable x; keine Beschrankung der Form x; > 0 (freie Variable, englisch: free variable),
so ersetzen wir x; := x7 — x; und fordern x} > 0 und x; > 0.

(Also x;' ‘= max{x;, 0} und x; = min{x;, 0} komponentenweise, z.B. fiir x; = (0, -2, 57 € R3

dann x7 = (0,0,5)" € R* und x;” = (0,-2,0)" € R?)
Mit Hilfe dieser Transformationen kann gezeigt werden:

Lemma 6.3 (Transformierbarkeit in kanonische Form).
Jedes LP ist dquivalent zu einem LP in kanonischer Form.

Quizfrage 6.4: Was bedeutet diese Aquivalenz genau?

Definition 6.4 (Hyperebene, Halbraum, Polyeder).
(i) Esseia € R", a # 0 und f € R. Die Menge

H(a,p) = {x € R"|a'x = f} (6.4)
heifit Hyperebene (englisch: hyperplane) im R" mit Normalenvektor a (englisch: normal vector).
(ii) Eine Hyperebene teilt den Raum R" in zwei abgeschlossene Halbridume (englisch: half-spaces)

H (a,p) = {x € R"|a'x < B} negativer Halbraum,

+ . n T e g (6-5)
H"(a,p) ={xeR"|a'x > B} positiver Halbraum.

(iii) Der Durchschnitt endlich vieler abgeschlossener Halbrdume wird als (konvexes) Polyeder (grie-
chisch fur ,Vielflachner*; englisch: polyhedron) bezeichnet.

Ein Polyeder kann also durch endlich viele affin-lineare Gleichungs- und Ungleichungsrestriktionen
beschrieben werden. Insbesondere ist die zulassige Menge
{x e R"|Ax < b, x > 0}

der Aufgabe (6.3) ein Polyeder. Ein Beispiel war bereits in Abbildung 6.1 zu sehen.

Fiir die algorithmische Behandlung von LPs sind Gleichungen allerdings geeigneter als Ungleichungen.
Dabher fithren wir jetzt die fir uns wichtigste Form linearer Optimierungsaufgaben ein.
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Abbildung 6.2: Darstellung einer Hyperebene mit Normalenvektor a und der beiden Halbraume.

Definition 6.5 (LP in Normalform).

Ein LP der Gestalt
Minimiere c'x iiberx € R"
sodass Ax=0b (6.6)
und x>0

mit A € R™" b € R™ und c € R" heif§it in Normalform bzw. Standardform.

Wie koénnen wir ein LP der allgemeinen Form (6.1) in Normalform schreiben? Enthalt ein solches LP

(i) eine Ungleichungsbeschrinkung a'x < f, so fithren wir eine zusitzliche, sogenannte Schlupf-
variable (Uberschussvariable, englisch: slack variable) s ein und ersetzen die Ungleichung

durch

aTx+s=ﬂ, s>0.

(ii) freie Variablen x;, so setzen wir wie bereits bei der Umwandlung einer Aufgabe in kanonische
Form x; := x} — x; und fordern x] > 0 und x; > 0.

Beachte: Eine Schlupfvariable gibt den Abstand (englisch: slack) zur Gleichheit an.

Mit obigen Umformungen kann man zeigen:

Lemma 6.6 (Transformierbarkeit in Normalform).

Jedes LP ist dquivalent zu einem LP in Normalform.

Beispiel 6.7 (Mozartproblem in Normalform).
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Wir fiihren drei Schlupfvariablen sy, s,, s3 ein:

Minimiere —9x;—8xy
sodass x1+2x3+s5 =9
X1+ X2+5,=6
(6.7)
2x1+xy+5s53=11

und xp,x3 >0

S1, 82,83 = 0.

Die Aufgabe hat nun fiinf Variablen (x,s) € R* x R®!

I
x=(0,43) ‘ i .
45 f5=015 6.8) ' = =~ Marzipan
. \\ \ — — — Nougat
41 \ N - — = Schokolade | |

Mozarttaler (x7)
oo
w
T

2 [ .
1.5 -
1| N
0.5 [ x =400 N
sZ (9,6,11) s=1(3.5050\
0 | | | \ | N
1 2 3 4 5 6 7

Mozartkugeln (x7)

Abbildung 6.3: Darstellung der Ecken der zuldssigen Menge beim Mozartproblem in Normalform (6.7)
mitsamt den jeweiligen Werten der Schlupfvariablen.

Sofern nichts anderes gesagt wird, gehen wir jetzt immer davon aus, dass ein LP in Normalform
vorliegt. Die zuldssige Menge
P={xeR"|Ax=b, x >0} (6.8a)

heiflt dann ein in Normalform beschriebes Polyeder, kurz: Polyeder in Normalform. Fir die
Dimension der Matrix A € R™*" nehmen wir dabei an:'

1<m<n. (6.8b)

§ 6.1 EXISTENZ VON LOSUNGEN

In diesem Abschnitt gehen wir der Frage nach, wann die lineare Optimierungsaufgabe (6.6) eine
Loésung besitzt.

'Fiir m = 0 ist die Aufgabe entweder unbeschréinkt (wenn mindestens ein ¢; < 0 ist), oder x* = 0 ist eine Losung (wenn
¢ > 0 gilt). Im Fall m > n kénnen entweder solange redundante Gleichungen gestrichen werden, bis m < n wird, oder
Ax = b ist unlgsbar, d. h. (6.6) ist unzulissig.
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Voriiberlegung;:

Die zuldssige Menge P C R" von (6.6) ist immer abgeschlossen. (Quizfrage 6.5: Warum eigentlich?)
Falls sie auch nichtleer und beschrinkt (also kompakt) ist, dann besitzt die stetige Zielfunktion ¢"x tiber
P nach dem Satz von Weierstraf3 bzw. Satz 1.5 einen Minimierer. Allerdings ist die zulassige Menge P im
Allgemeinen nicht beschrankt, siehe Abbildung 6.4. Mit Satz 1.5 kénnen wir dann nicht argumentieren,
da die Sublevelmengen L := {x € P|c'x < m} moglicherweise nicht beschrinkt (also nicht kompakt)

sind.
7 /
\
4
X1

Abbildung 6.4: Kompaktes (abgeschlossenes und beschrianktes) Polyeder (links) und unbeschranktes
Polyeder (rechts).

AX2

\

~

X1

Intuitiv sollte klar sein, dass ein LP unbeschrankt ist, falls die Zielfunktion entlang eines Strahles
t — x+1d abfillt, der fur alle t > 0 in der zuldssigen Menge bleibt. Wir formulieren dies als Resultat:

Lemma 6.8. Wir betrachten ein LP in Normalform (6.6) mit zuldssiger Menge P wie in (6.8). Weiter sei
P # 0. Ist f* endlich, dann gilt c'd > 0 fiir alle Richtungen in der Menge

(deR"|Ad=0, d > 0}). (6.9)

Die Menge in (6.9) wird Rezessionskegel (englisch: recession cone) des Polyeders (6.8) genannt.”
Quizfrage 6.6: Was bedeutet ¢'d > 0?

Quizfrage 6.7: Welche Bedeutung hat der Rezessionskegel?

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gebe eine Richtung d aus der Menge
(6.9) mit der Eigenschaft ¢'d < 0. Dann ist x + t d fiir alle t > 0 zulissig, und es gilt

c'(x+td)=c'x+tc'd — —oofiirt — 0.

Daraus folgt f* = —oco, im Widerspruch zur Endlichkeit von f*. O

Satz 6.9 (Existenzsatz fiir LPs).

2Eine Menge K C R" heif3t ein Kegel (englisch: cone), wenn fx € K gilt fiir x € K und alle > 0.
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Wir betrachten ein LP in allgemeiner Form (6.1) mit zuldssiger Menge F. Ist der Infimalwert
f*=inf{c"x | x € F}

endlich, also die Aufgabe (6.1) weder unzuldssig (f* = +00) noch unbeschrinkt (f* = —co0), so besitzt (6.6)
mindestens einen Minimierer.

Zum Beweis des Satzes benoétigen wir ein Hilfsresultat. Dieses sagt aus, dass die Menge der nicht-
negativen Linearkombinationen einer gegebenen Menge von Vektoren abgeschlossen ist.

Lemma 6.10 (Abgeschlossenheit der Menge nicht-negativer Linearkombinationen).
Es sei B € R™*" eine Matrix (ohne Einschriankungen an die Dimensionen n,m € N). Die Menge

K = {Bd|d eR", d > 0} (6.10)

der nicht-negativen Linearkombinationen der Spalten von B ist abgeschlossen.
Quizfrage 6.8: Wie kann man sich die Menge in (6.10) grafisch vorstellen?

Beweis. (Werner, 2007, Lemma 1.5)

Wir bezeichnen die Spalten von B mit by, ..., b, € R™ und die Komponenten des Vektors d, also die
Koeflizienten der Linearkombination, mit 8y, . . ., §,. Wir benutzen Induktion nach der Spaltenanzahl n.
Es sei zunachst n = 1, dann ist

K={Bd|deR", d>0}={50b]6 >0}
eine abgeschlossene Halbgerade oder {0}.

Induktionsschluss von n — 1 auf n: Es sei bereits gezeigt, dass die Menge der nicht-negativen Line-
arkombinationen von hdchstens n — 1 Vektoren abgeschlossen ist. Es sei nun K von den n Vektoren
by, ..., b, erzeugt. Wir miissen zeigen, dass K abgeschlossen ist.

Wir machen eine Fallunterscheidung:

Fall 1: Falls diese n Vektoren linear unabhéngig sind, dann hat B € R™*" vollen (Spalten-)Rang, also
Rang(B) = n. Also ist B'B € R™*" positiv definit, insbesondere invertierbar. Wir betrachten eine
Folge d®) C R™ nichtnegativer Vektoren, sodass Bd*) C K gilt und Bd®) =: y*) — yin R™,
Zu zeigen ist y € K. Aufgrund des vollen Rangs von B kénnen wir die Koeffizienten d¥) aus
y®) eindeutig rekonstruieren:

d® = (B'B)"'B"y® > 0.

Der Grenziibergang k — oo zeigt die Konvergenz der Folge d'¥) gegen einen Grenzwert d > 0,
und es gilt Bd = y. Damit gehort der Grenzwert y zu K. Beachte: In diesem Fall wird die
Induktionsannahme gar nicht verwendet.
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Fall 2: Falls die Vektoren by, ..., b, linear abhingig sind, dann existieren Zahlen i, ..., y, mit der
Eigenschaft
n
Z Yibi =0, (6.11)
i=1

wobei nicht alle y; = 0 sind. Sagen wir o.B. d. A, mindestens ein y; ist < 0. Es sei nun y € K ein
beliebiges Element in K mit der Darstellung

y= Z Sibi, 8 > 0. (6.12)
i=1

Wir werden gleich zeigen, dass sich y bereits als nichtnegative Linearkombination von nur n — 1
der Vektoren by, ..., b, darstellen lasst. Da y € K beliebig war, folgt dann

K = U{B_sd|d eR", d >0},

s=1

wobei B_; die Matrix B ohne die Spalte bs bezeichnet. Nach Induktionsvoraussetzung ist jede
der Mengen in der Vereinigung abgeschlossen, also auch deren endliche Vereinigung.

In der Linearkombination (6.12) seien alle §; > 0, ansonsten sind wir fertig. Es seil < s < n
einer derjenigen Indizes, fiir die gilt:

55 . { 51'
—— =miny——

Vs

vi <0, i=1,...,n} =t>0.

Wir geben nun eine neue Linearkombination fiir y an mit Koeffizienten
51. =0+ty, i=1...,n
Nach Konstruktion sind alle S: > 0, und es gilt 3; = 0. In der Tat gilt
n (6 ) n n .
y=z5ibi = Z(5i+t)’i)bi = Z5ibi~
i=1 i=1 i=1
i#s

Damit ist gezeigt: y € {B_sd|d € R"™!, d > 0}. |

Die Menge (6.10) heifit auch die konische Hiille (englisch: conic hull) der Vektoren by, . . ., by, kurz:

K={Bd|d eR", d >0} =pos{by,...,by}. (6.13)
Wir kénnen nun Satz 6.9 beweisen.

Beweis von Satz 6.9. Wir konnen o.B. d. A. annehmen, dass das betreffende LP in Normalform (6.6) mit
zuldssiger Menge wie in (6.8) gegeben ist.

Quizfrage 6.9: Warum koénnen wir o. B. d. A. von einem LP in Normalform ausgehen?
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Es sei f* = inf{c"x|x € P} der endliche Optimalwert von (6.6). Es existiert also eine sogenannte
Minimalfolge (x(*)) C P mit der Eigenschaft ¢c'x*) \ f*.

YTl o T lax® —p)-

Diese konvergiert gegen (f*,0)" € R x R™. Andererseits gehoren die Glieder der Folge zu der Menge

£ ([ (1) exxsfea]

Diese Menge ist, abgesehen von der Verschiebung um den konstanten Vektor ( § ), von der Bauart
: >

(6.10) mit der Matrix B= (¢, ) € R+m)Xn Nach Lemma 6.10 ist K abgeschlossen. Daraus folgt, dass

Wir betrachten die Folge

der Grenzwert (J; ) der Folge ( y(k)) in K liegt. Das heift, es existiert ein x* > 0 mit der Eigenschaft
c'x* = f* und Ax* — b = 0. Damit ist x* eine Lésung des LP (6.6). O

Bemerkung 6.11. Es ist eine durchaus bemerkenswerte Eigenschaft linearer Optimierungsaufgaben, dass
sie bereits dann eine optimale Losung besitzen, wenn der Infimalwert endlich ist. Wie wir aus Beispielen
wie ,Minimiere 1/x unter der Nebenbedingung x > 1% wissen, ist das fiir nichtlineare Aufgaben i. A. nicht
der Fall.

§ 6.2 Die BEDEUTUNG DER ECKEN

Definition 6.12 (Extremalpunkt bzw. Ecke eines Polyeders).
Ein Vektor x € P heifSt Extremalpunkt (englisch: extremal point) oder Ecke (englisch: vertex) eines
Polyeders P (nicht notwendig in Normalform gegeben), wenn aus

x=ay+(1-a)z
firy,z € P und a € (0,1) bereits y = z folgt.
Eine Ecke ist also dadurch gekennzeichnet, dass sie nicht auf der Verbindungsstrecke zweier anderer

Punkte y, z von P liegt. Man sagt auch: Eine Ecke ist keine echte Konvexkombination (Definition 11.4)
zweier anderer Punkte von P.

Ecken eines Polyeders in Normalform konnen wie folgt charakterisiert werden:

Satz 6.13 (Charakterisierung der Ecken eines Polyeders in Normalform).
Es sei P ein Polyeder in Normalform wie in (6.8) und x € P gegeben. Fernersei I (x) ={1<i<n|x; >0}
die Menge der inaktiven Indizes (bzgl. der Ungleichungen x > 0). Dann sind dquivalent:

(i) x ist eine Ecke von P

(ii) Die Menge der Spalten (a;)ic 1 (x) von A ist linear unabhdingig.
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Abbildung 6.5: Polyeder (nicht in Normalform) und ihre Ecken: Viereck im R? und unbeschrinktes
Polyeder mit drei Ecken im R?.

-

\. - o ‘Z>\>xz

X1 X1 ‘Z

Abbildung 6.6: Polyeder in Normalform und ihre Ecken: Strecke im R? (n = 2, m = 1) und Flichen im
R*(n=3,m=1).
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Beachte: Insbesondere ist x = 0, sofern zu P gehorig, immer eine Ecke.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei x eine Ecke von P. Wir nehmen an, dass die Spalten
(ai)ie1(x) linear abhangig sind. Damit muss natiirlich notwendigerweise 7 (x) # 0 sein. Wegen der
linearen Abhangigkeit gibt es Koeffizienten y;, sodass gilt:

Z Yia;i =0,
i€l (x)

und mindestens ein y; ist # 0. Wegen x; > 0 fiir alle i € J (x) existiert 6 > 0, sodass x; + § y; > 0 bleibt
fir alle i € I (x). Wir definieren nun Punkte y, z € R” durch

{xi +dy;, fallsie I(x)} {xi -0y, fallsie I(x)}
Vi = und z; =

0 sonst 0 sonst.

Damit ist y # z, und es gilt y,z > 0 sowie
n
AJ’ZZ%‘G;‘ = Z (xi+dyi)ai=b+8 Z yiai =b,
i=1 i€l (x) iel(x)

also liegt y € P. Ganz analog folgt auch z € P. Dies ist aber ein Widerspruch zur Definition 6.12 einer
Ecke, denn es gilt x = yTJrZ mit y # z.

Aussage (ii) = Aussage (i): Umgekehrt seien nun die Spaltenvektoren (a;);c 7 (x) linear unabhéngig.
(Moglicherweise ist I(x) = (.) Fir zwei Vektoren y, z € P gelte x = o y + (1 — @) z mit einem a € (0,1).

Wir miissen y = z zeigen. Fiir alle j ¢ 7 (x) gilt x; = y; = z; = 0 wegen y,z > 0. Also ist

0=b-b=A(y-2) = Z (yi — z) ai,
i€l (x)

und aus der linearen Unabhingigkeit der (a;);c 7 (x) folgt y; = z; auch fiir i € 7 (x). Insgesamt gilt also
y = z, d. h., nach Definition 6.12 ist x eine Ecke von P. O

Ende der Woche 4

Beachte: Der Koordinatenvektor einer Ecke eines Polyeders in Normalform (6.8) muss mindestens
n —m Nulleintrdge haben, da jeweils hochstens m Spalten von A € R™*" linear unabhéngig sind (siehe
auch Abbildung 6.6).

Aus Satz 6.13 ergibt sich folgende Idee zur Generierung potentieller Ecken:

+ Jeder Vektor x € P C R" wird durch n (linear unabhingige) Bedingungen an seine Koordinaten

festgelegt.
« Wihle eine Indexmenge N C {1,2,...,n} mit [N| = n — mund setze x; = 0 fir i € N.

« Die restlichen Indizes bilden die Menge B = {1,2,...,n} \ N mit |B| = m.
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Die Wahl von N erfolge so, dass der Punkt x durch die Bedingungen Ax = bund x; = 0 fiiri € N
eindeutig bestimmt ist. Die Spalten von A und die Komponenten von x werden so umsortiert und
partitioniert, dass wir

A=[ABAN] und Ax =Agxg+AN XN =ABXB=b

—_——

=0

erhalten. Nun soll also Ag xg = b eindeutig losbar sein, also muss Ag invertierbar (regular) sein.

Beachte: Damit es eine solche Indexmenge B geben kann, muss notwendig A vollen Rang haben, also
Rang(A) = m gelten. Dies kann zumindest theoretisch immer durch Streichen von Zeilen erreicht
werden, wobei numerisch die Bestimmung des Ranges schwierig sein kann.

Definition 6.14 (Basisvektor, Basis).
Es sei P wie in (6.8) ein Polyeder in Normalform. Weiter sei B C {1,...,n} mit |B| = m eine (geordnete)
Indexmenge (ein m-Tupel) von Spaltenindizes und N = {1,...,n} \ B.

(i) Ist die mit den Spaltenindizes B gebildete Untermatrix A reguldr, so heifit die Indexmenge B eine
Basis (englisch: basis) und Ag die zugehorige Basismatrix (englisch: basis matrix). N heifSt dann
Nichtbasis (englisch: nonbasis) und Ay die zugehdirige Nichtbasismatrix (englisch: nonbasis
matrix).

(i) Es sei Ap eine Basismatrix. Ein Punkt x € R" heif$t ein Basisvektor (englisch: basic vector) von P
zur Basis B, wenn Ag xg = b und xy = 0 gilt.

(iii) Ein Basisvektor heifSt zuldssig (englisch: feasible basic vector), wenn xg > 0 gilt.
(iv) Ist x ein Basisvektor zur Basis B, dann heiffen die Komponenten von xg abhdngige Variable

(englisch: dependent variable) und die Komponenten von xy unabhdngige Variable (englisch:
independent variable).

Beachte: In der Literatur wird ein Basisvektor auch hiufig als Basislosung (englisch: basic solution)
bezeichnet. Der Begriff ,-16sung” weist darauf hin, dass der Vektor das lineare Gleichungssystem A x = b
16st. Dieser Praxis folgen wir hier nicht, um Verwechslungen mit Optimall6sungen zu vermeiden.

Beispiel 6.15 (Basisvektoren, vgl. Geiger, Kanzow, 2002, Beispiel 3.17).

Es seien
1111000 4
0310100 6
A=11 000 0 1 o ud b=f,
001000 1 3

gegeben. Der Vektor x = (2,0,0,2,6,0,3)" ist zuldssiger Basisvektor zur Basis B = {1,4, 5,7}, denn: Die
Untermatrix

S = O =

Ap

S O© O =
S O = O
_ O O O
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ist reguldr (d. h., B ist Basis), und es gilt xg = (2,2,6,3)" > 0, xx5 = (0,0, 0)" sowie Ag xg = b. Ein anderer
zuldssiger Basisvektor, dieses Mal zur Basis B = {4,5,6,7}, istxg = b, dab > 0 ist.

Satz 6.16 (Zusammenhang zwischen Ecken und zuldssigen Basisvektoren).
Es sei P wie in (6.8) ein Polyeder in Normalform, und es gelte Rang(A) = m. Dann sind dquivalent:

(i) x € R" ist eine Ecke von P.

(ii) x € R™ ist zuldssiger Basisvektor von P zu einer geeigneten Basis.

Beweis. Der Beweis ist Inhalt von Hausaufgabe 5.1. ]

Beachte: Eine Ecke kann mehrere Darstellungen als zuléssiger Basisvektor zu verschiedenen Basen
besitzen, siehe auch Hausaufgabe 5.2.

Satz 6.17 (Hauptsatz der linearen Optimierung, vgl. Geiger, Kanzow, 2002, Satz 3.6).
Es sei P wie in (6.8) ein Polyeder in Normalform, und es gelte Rang(A) = m. Dann gilt:

(i) Ist P # 0, dann besitzt P mindestens einen zuldssigen Basisvektor (eine Ecke).
(ii) P hat nur endlich viele zuldssige Basisvektoren (Ecken).

(iii) Besitzt das Problem
Minimiere c¢'x sodassx € P

eine Losung, so ist auch einer der zuldssigen Basisvektoren von P eine Losung.

Die Aussage (iii) bedeutet, dass die Losungsmenge eines LPs unter den obigen Voraussetzungen
entweder leer ist oder mindestens eine Ecke enthalt.

Beweis. Aussage (i): Zunachst stellen wir fest, dass es mindestens eine Basis gibt, da Rang(A) = m
gilt. Gehort der Nullvektor zu P, dann ist er ein zulédssiger Basisvektor zu jeder Basis. Andernfalls
wihlen wir ein x* € P mit der minimalen Anzahl positiver Komponenten. Die Indexmenge 7 (x*) =
{1 <i < n|x] > 0} ist nicht leer. Wir zeigen, dass die Spaltenvektoren (a;);c 7 (x+) linear unabhéngig
sind. Nach Satz 6.13 ist dann x* eine Ecke, und nach Satz 6.16 auch ein zuldssiger Basisvektor von P (zu
einer geeigneten Basis, die durch Auffiillen von J (x*) entsteht).

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, die Spaltenvektoren (a;);c 7 (+) seien linear
abhangig, also gilt
Yiai =0,
i€l (x*)
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und o0.B.d. A. ist mindestens ein y; < 0. Wegen x; > 0 fiir alle i € 7 (x*) kénnen wir wie im Beweis

von Lemma 6.10 § = min {—% Yi<0,ie€ I(x*)} > 0 wahlen. Daraus folgt, dass

xi+8y; =20 fiuralleie 7(x")

ist und mindestens einmal Gleichheit gilt. Der Vektor

0 sonst

] {x;+5Yi, falls i € 7 (x*)
X =

gehort dann zu P (Beweis wie in Satz 6.13), hat aber weniger positive Komponenten als x*, im Wider-
spruch zur Voraussetzung.

Aussage (ii): Es gibt nur endlich viele, niamlich héchstens ( " ) Méglichkeiten, eine Basis, d. h. m linear
unabhéngige Spalten von A auszuwihlen.? Zu jeder Basis gehort nur genau ein Basisvektor (der auch
unzulédssig sein kann).

Aussage (iii): Nach Voraussetzung ist der Optimalwert
f*=inf{c'x|x € P}

endlich und wird auch angenommen. Wir betrachten nun das LP mit der modifizierten zuldssigen
Menge
Minimiere c¢'x iiber x € R"

sodass xe€P={xeR"|Ax=b, x >0, c'x=f*}.

Nach Voraussetzung ist auch P # 0, und P ist wieder ein Polyeder in Normalform (es ist einfach
eine Zeile in A und b hinzugekommen). Ist nun P = P, also die Zielfunktion konstant auf P, so sind
insbesondere alle zuladssigen Basisvektoren von P Lsung.

Ist dagegen P ¢ P, so gilt Rang ([ 4]) = m+1.4 Nach Aussage (i) besitzt P mindestens einen zulissigen
Basisvektor x*, der nach Satz 6.16 eine Ecke von P ist. Es bleibt noch zu zeigen, dass x* auch Ecke von
Pist. Es seien also y,z € Pund a € (0,1), sodass x* = a y + (1 — a) z gilt.
fr YEP Ty = acly+(l-a)czzaf ' +(1-a)f = f"
>f* > f*
Alsogiltc"y=c"z=f*,d.h, y,z € P. Da x* eine Ecke von ?ist, muss y = z gelten. Damit ist x* eine

Ecke von P und nach Satz 6.16 auch zuldssiger Basisvektor von P, und wegen x* € P ist x* eine Lésung
des LP. O

Beachte: Jeder zuldssige Basisvektor x* von P konnte die Losung eines LP in Normalform sein, d. h.,
es gibt einen Kostenvektor ¢, sodass x* die einzige Losung des LP

Minimiere c¢'x sodassx € P

ist. Dies wird in Hausaufgabe 5.1 bewiesen und in Hausaufgabe 5.3 am Beispiel des Mozartproblems
betrachtet.

3Hierbei ignorieren wir die Anordnung der Basiselemente, da sie keinen Einfluss auf den zugehorigen Basisvektor hat.
4Zu den Gleichungen A x = b ist eine neue Zeile dazukommen, die wesentlich ist.
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§ 7 SIMPLEX-ALGORITHMUS

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 3.2-3.4

Idee des Simplex-Algorithmus’: Laufe von einem zuldssigen Basisvektor (Ecke) zu einem benach-
barten mit besserem (kleinerem) Funktionswert, bis es keinen besseren Nachbarn mehr gibt. Dabei
heiflen zwei Basisvektoren benachbart, wenn sich die zugehorigen Basen in genau einem Index
unterscheiden.

Im gesamten § 7 sei P wie in (6.8) ein Polyeder in Normalform, und es gelte Rang(A) = m.

§ 7.1 DER SIMPLEX-SCHRITT

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 3.2

Es sei x irgendein (zuldssiger) Basisvektor von P (zur Konstruktion siehe § 7.2) zur Basis B, und es
sei N = {1,...,n} \ B. Die Spalten von A und die Komponenten von x und ¢ seien entsprechend
partitioniert. Um zu einer benachbarten Ecke zu gelangen, miissen wir einem Index r € N erlauben,
sich von der Null zu 16sen, wihrend die anderen Nichtbasis-Eintrage bei Null verbleiben. Wir machen
also den Ansatz

x(t) =t>0, x;(t):=0furalle je N\ {r}

oder kurz: xy(t) = t e, mit einem Standard-Basisvektor e, € R"™™, t > 0. Die Basis-Eintrage xp(t)
berechnen wir in Abhingigkeit von xxn(t) aus dem linearen Gleichungssystem

Agxp(t)+Anxn(t)=b & xp(t) = Agl(b —tANer) =xg+t (—A;lar). (7.1)
————
=:Axp

Hierbei ist a, die r-te Spalte von A, und Axp bezeichnet die Richtung der Anderungen der xg-Kompo-
nenten.

Durch Einsetzen von (7.1) erhalten wir folgende Darstellungen der Werte der Zielfunktion in Abhén-
gigkeit von t > 0:

¢'x(t) = cpxp(t) + cyxn(t)
= cpxp +t cgAxp + t ey

=c'x+t (CB) (AXB) (7.2)

CN €,
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und

c'x(t)

cpxp(t) + cyxn (1)
cpAz (b —tAye,) +tcyer

— T
cx+t (cN — A}\,ABTCB) er
| S———

::N

=c'X+1Cp. (7.3)

Die Grofie cy bezeichnet man als den Vektor der reduzierten Kosten (englisch: reduced cost vector).
Er ist durch die Daten der Aufgabe sowie durch die aktuelle Basis eindeutig bestimmt. Er erlaubt es
uns, zu erkennen, wenn der gegenwartige Basisvektor bereits ein Minimierer ist.

Beachte: Wir konnen die reduzierten Kosten als Kostenvektor einer reduzierten Aufgabe verstehen,
bei der die Basis-Variablen mit Hilfe von xp := Agl(b — Anxy) eliminiert worden sind.

Quizfrage 7.1: Wie sieht diese reduzierte Aufgabe genau aus?

Lemma 7.1 (Erkennen einer Losung).
Es sei x ein zuldssiger Basisvektor zur Basis B. Wenn fiir die reduzierten Kosten
en = ey — ANAg Teg > 0 (7-4)

gilt, dann ist x eine Losung des LP (6.6).

Beweis. Es sei z ein beliebiger fiir (6.6) zuldssiger Vektor (nicht notwendig ein Basisvektor). Dennoch
partitionieren wir z ebenso wie x. Wir vergleichen die Funktionswerte ¢'x und ¢'z mit einer Rechnung
ahnlich wie in (7.3):
¢'z=cpzg+enzy
= cpAp (b — Ayzy) +cyzy
=c'x+ (cN — A}\,AchB)TzN
=c'x + 2y

Dazy > 0ist, gilt ¢’z > ¢"x, d. h., x ist ein Minimierer der Aufgabe (6.6). O

Quizfrage 7.2: Was vermuten Sie, gilt auch die Umkehrung von Lemma 7.1?

Wir gehen fur die weitere Herleitung des Simplex-Schrittes also jetzt davon aus, dass ¢y noch nicht
in allen Eintragen > 0 ist. Welche benachbarte Ecke soll das Verfahren dann wiahlen? Auch dariiber
gibt der Vektor der reduzierten Kosten Aufschluss. Damit die Zielfunktion fillt, wihlen wir einen
Index r € N aus, fir den ¢, < 0 ist, denn wegen (7.2) fallen dann die Werte proportional zu ¢t > 0.
Diese Auswahlentscheidung nennt man auch ,pricing®.

Es ergibt sich die Frage, wie grof t werden darf, sodass xg(¢) noch zuléssig, also xg(t) > 0 bleibt. Die
Darstellung (7.1)
xB(t) =xg+1tAxg

liefert dariiber Aufschluss.
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Lemma 7.2 (Erkennen eines unbeschrinkten LPs).
Gilt Axg > 0, so ist das LP (6.6) unbeschrdnkt, also nicht losbar.

Beweis. Nach Konstruktion erfiillt x(#) fiir alle ¢ € R die Bedingung Ax(t) = b. Nach Voraussetzung
gilt auflerdem xp(¢) > 0 fiir alle ¢ > 0, d. h., x(t) ist fiir alle ¢ > 0 zuldssig fiir (6.6).

Es gilt nach (7.1) und (7.2):

;

c Ax ~ ..

ch(t):ch+t(B) ( B):ch+tc, — —oo fiir t — oo.
CN €,

<0
O
Beachte: Das ist genau die Situation, die in Lemma 6.8 beschrieben wird: Die Richtung d = (%) ist im

Rezessionskegel der zuldssigen Menge von (6.6) und ist eine Abstiegsrichtung fiir die Zielfunktion.

Wir gehen fiir die weitere Beschreibung des Simplex-Schrittes also jetzt davon aus, dass Ax; < 0 fur
mindestens ein i € B ist. Die Zuldssigkeitsbedingung fiir x(t) ist genau dann erfullt, wenn

t>0 und xp(t) =xg+tAxg >0
gilt oder dquivalent dazu:
Xi . . .
0 <t<——~"irallei € Bmit Ax; < 0.
Axi

Um mit xg(t) einen neuen zuldssigen Basisvektor zu erhalten, muss eine Komponente von B nach N
wechseln, denn r wechselt ja von N nach B. Wir wihlen deshalb die grofitmogliche Schrittlange:

x
i € B, Ax; < 0} = _A_[ ,Quotiententest” (englisch: ratio test). (7-5)

A . Xi
t:=min{———
X

Xi

Es ist also ¢ der Index bzw. einer der Indizes, an denen das Minimum angenommen wird. Damit wird
dann x;(f) = 0 sein, und wir nehmen den Index ¢ in die neue Nichtbasis auf.

Wir fassen zusammen: Als Simplex-Schritt (englisch: simplex step) bezeichnet man, ausgehend von
der gegebenen Basis B und dem zugehérigen zuléssigen Basisvektor x:

(i) die Berechnung der reduzierten Kosten ¢y nach (7.4) (lineares Gleichungssystem mit A} 16sen),
(ii) die Auswahl eines Index’ r € N mit ¢, < 0,

(iii) die Bestimmung des Vektors Axp nach (7.1) (lineares Gleichungssystem mit Ap l6sen) und der
Schrittlinge ¢ nach (7.5)

(iv) und die Bestimmung des neuen zuléssigen Basisvektors x* := x(f) und der geinderten Basis
B* := (BU{r}) \ {£} und Nichtbasis N* := (N U {¢}) \ {r}.
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Satz 7.3 (Simplex-Schritt).
Es sei x ein zuldssiger Basisvektor von P zur Basis B, und es sei N = {1,...,n} \ B. Es gelte ¢, < 0 fiir
mindestens einr € N, und es sei Axg = —Aglar. Es gelte weiter Ax; < 0 fiir mindestens eini € B. Wird
dannt > 0 nach (7.5) bestimmt und wird das Minimum fiir den Index £ € B angenommen, so gelten fiir
den Vektor x* mit

x;+tAx; firi€ B, i#¢,

xi =41t firi=r,
0 sonst

die folgenden Aussagen:

(i) Der Vektor x* ist zuldssiger Basisvektor von P zur neuen Basis

B* = (BU{r})\ {¢}.

(ii) Fiur die Zielfunktionswerte gilt
cxt=c"x+ic <c'x.

Beweis. Fur Aussage (i) miissen wir zeigen:

(@) Agxg =D,
(b) x3. =0,

(¢) xj 2 0und
(d) Ap+ ist regular.

Die Punkte (a) bis (c) folgen aus der Konstruktion von x*. Wir weisen noch nach, dass die Spalten
(a;)iep+ linear unabhangig sind und machen dafiir den Ansatz:

0= Z Yiai +yrar

i€B, i#f
= Z Yia; — }/rAB AXB
i€B, i#f
= Z Yiai — Yr(z Axiai)
i€B, i+l ieB
= > (ri— v Ax) a; - yr Axear.
i€B, i+l

Nach Voraussetzung waren die Spalten (a;);ep linear unabhéangig, also folgt
Yi—yrAx; =0 furalleieB, i#¢ und y,Ax,=0.

Wegen Ax, < 0 gilt y, = 0und damit y; = 0 furallei € B, i # ¢.

Die Aussage (ii) folgt aus (7.3). ]
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Bemerkung 7.4 (Der Fall ¢'x* = ¢"x).
Es gelten die Voraussetzungen von Satz 7.3.

(i) Der Fall c"x* = c"x tritt genau dann auf, wenn sich im Quotiententest (7.5) { = 0 ergibt, also auch
x* = x gilt. Es dndern sich also nur die Indexmenge B ~> B* und N ~» N*. Dieselbe Ecke hat also
eine Darstellung als Basisvektor zu verschiedenen Basen. Dazu muss allerdings notwendig

x; =0 fiir mindestens eini € B (7.6)

gelten. Ein Basisvektor x, fiir den (7.6) zutrifft, heifst entartet (englisch: degenerate ).

(i) Ist x dagegen ein nicht entarteter Basisvektor, so gilt unter den Voraussetzungen von Satz 7.3 immer
t > 0 und daher
cxt=c'x+te < c'x.

Der Zielfunktionswert nimmt dann also strikt ab.

Beispiel 7.5 (Nochmal Beispiel 6.15).
Wir fiihren einen Simplex-Schritt fiir Beispiel 6.15 durch, ausgehend vom (zuldssigen) Basisvektor x =
(2,0,0,2,6,0,3)" zur Basis B = {1,4,5,7}. Der Zielfunktionswert ist c'x = (—2,-3,-4,0,0,0,0) x = —4.

(i) Die reduzierten Kosten sind

CN =CN — A}—VAI;TCB

10 1 0 -2
-3\ (1 3 0 0
__4_110110000
- 01 0 0 0
0 001 0
00 0 1 0
:(0,0,—2,0)T
—313003
:—4—1101_2
0 0 0 0
0
-3 0 -3 )
=[-4|-]10|=|-4]|=|0c
0 -2 2 Co

(ii) Wir wihlen einen Indexr € N = {2,3,6} mitc, < 0 aus, hierr = 3 (Alternative: r = 2).

(iii) Wir berechnen
-1

110 0\ /1) [0 Ax,
. o0 1 0o [1] [-1] [Ax

A :—Al = — = =
B B 4r 100 of o7 =1 Axs
o0 o0 1/ \1/ \=1/ \ax

5Da bei der Bestimmung von { jedoch nicht alle Basis-Indizes mitspielen, sondern nur diejenigen mit Ax; < 0, ist auch bei
einem entarteten Basisvektor durchaus £ > 0 méglich.
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und fiihren den Quotiententest durch:
~ . Xi R . 2 6
ti= mln{—— |l € B, Ax; < 0} = mm{ -, —
Axi 1 1
=4 i=5 =7

Beachte: Ax; = 0 nimmt an der Minimumbildung nicht teil! Das Minimum t = 2 wird eindeutig
beim Index ¢ = 4 angenommen.

(iv) Die neue Basis ist also B* = (BU {r}) \ {¢} = {1,3,5,7} und die Nichtbasis N* = {2, 4,6}. Neuer
Basisvektor ist

2 +1Ax bleibt in B* 2
0 bleibt in N* 0
0+1 wechselt in B* 2
xT=| 24fAxs =0 wechseltin Nt |=]0
6+t Axs bleibt in B* 4
0 bleibt in N* 0
3+t Axy bleibt in B* 1
mit neuem Funktionswert ¢'x* = —12. Wie erwartet hat sich der Funktionswert also um t ¢, =

2 (—4) = —8 verdndert.

Wiirden wir in Schritt (ii) stattdessen den Index r = 2 wihlen, so erhielten wir Axg = (0,-1,—3,0)" und
dann in Schritt (iii) im Quotiententest t = 2 und £ = 4 oder £ = 5. Dies wiirde dazu fiihren, dass in jedem
Fall beide Koordinaten xI = x; = 0 werden, d. h., x* ist dann ein entarteter Basisvektor. Wir erhielten
dann in Schritt (iv) Bt = {1,2,5,7} und N* = {3,4,6} oder B* = {1,2,4,7} und N* = {3,5,6} und in
beiden Fillen x* = (2,2,0,0,0,0,3)" mit neuem Funktionswert c'x* = —10.

§ 7.2 DER SIMPLEX-ALGORITHMUS

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 3.3-3.4

Wir geben jetzt den kompletten Simplex-Algorithmus zur Lésung des LP (6.6) in Normalform mit
Rang(A) = m an. Der leichteren Lesbarkeit wegen verzichten wir darauf, die Iterierten nach dem
Iterationszéhler k zu benennen.

Algorithmus 7.6 (Simplex-Algorithmus (Dantzig 1947)).

Eingabe: Aufgabenbeschreibung durch A, b und c
Eingabe: zuldssiger Basisvektor x von P mit zugehoriger Basis B und Nichtbasis N
Ausgabe: ein optimaler Basisvektor von (6.6) oder die Aussage, dass (6.6) unbeschrdnkt ist
1: Setzek =0
2: Berechne die reduzierten Kosten
EN = CN —ALAETCB
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3: l:fEN > 0 then
& x ist eine Losung von (6.6), STOP

5 else
6: Wiihle einen Indexr € N mitc, < 0
7: Berechne Axg = —A; a,
8 if Axgp > 0 then
9 Aufgabe (6.6) ist unbeschrinkt, STOP
10: else
11 Bestimme t > 0 und ¢ € B gemdf3
= min{—i|i € B, Ax; < 0} =X
Ax,- AX[
12: Setze
x;+tAx; firi€B, i+,
xi =4t firi=r,
0 sonst
13: Setze B* := (BU {r}) \ {¢}
14 Setze N* == (N U {¢}) \ {r}
15: Setze x = x*
16: Setze B .= Bt und N .= N*
17: Setzek = k+1
18: end if
19: end lf

20: Gehe zu Zeile 2

Quizfrage 7.3: Bei der Herleitung des Simplex-Verfahrens bedeuteten Ag und Ay sowie xg und xx
immer eine Auswahl von Spalten von A bzw. von Eintrdgen in x. Es sind also xg € R™ und xy € R*™™
Jkurze® Vektoren und Ag € R™™ und Ay € R™("=m) schmale” Matrizen. Wiirde man das auch in
dieser Form z. B. in PyTHON implementieren? Wo konnte ein Nachteil liegen?

Wir kénnen einen vorldufigen Konvergenzsatz fiir das Simplex-Verfahren angeben, der allerdings die
nicht vorab tberpriifbare Voraussetzung verwendet, dass im Verlauf keine entarteten Basisvektoren
auftreten.

Satz 7.7 (Endlichkeit des Simplex-Verfahrens).
Sind alle im Simplex-Verfahren auftretenden Basisvektoren nicht entartet, so bricht das Verfahren nach
endlich vielen Iterationen ab, und zwar entweder mit einem optimalen Basisvektor (Ecke) von (6.6) oder
mit der Feststellung, dass (6.6) unbeschrdnkt ist.

Beweis. Nach Bemerkung 7.4 Punkt (ii) gilt c"x™ < ¢"x fiir alle Iterierten. Daher kann kein Basisvektor
mehrfach im Verfahren auftreten. Da es nach Satz 6.17 nur endlich viele zuldssige Basisvektoren gibt,
muss das Verfahren in Zeile 4 oder in Zeile 9 abbrechen. O
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Der Simplex-Algorithmus 7.6 lasst noch Freiheiten
« bei der Wahl der Austausch-Indizes r in Zeile 6
« und evtl. bei der Wahl von ¢ in Zeile 11,

vgl. Beispiel 7.5. Durch geeignete Zusatzregeln kann man erreichen, dass das Verfahren auch bei
Vorkommen entarteter Basisvektoren immer terminiert.

Dabei geht es um die Vermeidung von Zyklen, d. h. Situationen, in denen

0 = ks) L (kep)

und
B®) 5 ) o, gk — g

gilt.

Man kann zeigen, dass ein gerade aus der Basis entfernter Index im nichsten Schritt nicht sofort
wieder aufgenommen wird. Somit haben Zyklen mindestens die Lange 3.

Satz 7.8 (Regel von Bland).

Wihit man in Zeile 6 den Index r und in Zeile 11 den Index ¢ als den jeweils kleinsten in Frage kommenden
Index, dann bricht der Simplex-Algorithmus 7.6 stets nach endlich vielen Iterationen ab, und zwar entweder
mit einer Losung von (6.6) oder mit der Feststellung, dass (6.6) unbeschrdnkt ist.

Beweis. Mit der Zusatzregel von Bland kann man zeigen, dass keine Zyklen mehr auftreten, siehe
Geiger, Kanzow, 2002, Satz 3.27. O

Bemerkung 7.9 (Alternativer Beweis von Satz 6.9).
Der Simplex-Algorithmus in Verbindung mit der Regel von Bland bietet eine konstruktive Moglichkeit, den
Existenzsatz 6.9 zu beweisen.

Quizfrage 7.4: Angenommen, das Simplex-Verfahren hat einen optimalen Basisvektor x* gefunden,
es gibt aber noch weitere optimale Basisvektoren. Wie konnen wir das Verfahren dazu benutzen,
ausgehend von x* einen weiteren optimalen Basisvektor zu bestimmen? Dies ist Inhalt von Hausauf-
gabe 6.2

Quizfrage 7.5: Was konnte der Grund sein, warum man im Simplex-Verfahren mit benachbarten
Ecken arbeitet? Man kénnte doch auch gréfiere Anderungen in den Basis-Indizes zulassen?

Quizfrage 7.6: Ist das Simplex-Verfahren ein Abstiegsverfahren? Wenn ja, konnen Sie die Schritte
Schritte (1) bis (3) eines allgemeinen Abstiegsverfahrens (siche Anfang von § 4 auf Seite 15) im Simplex-
Verfahren (Algorithmus 7.6) wiederfinden?
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FINDEN DER ERSTEN ECKE

Beachte: Fiir den Start des Simplex-Algorithmus 7.6 muss ein zuldssiger Basisvektor von P bekannt
sein.

Beobachtung: War das LP urspriinglich in kanonischer Form (6.3) gegeben (etwa beim Mozartproblem,
Beispiel 6.2), also in der Form
Maximiere c¢'x

sodass Ax <b
und x>0

mit A € R™*" b € R™ und ¢ € R", und fithren wir Schlupfvariablen s € R™ ein, so erhalten wir das
aquivalente Problem in Normalform mit den Variablen (x,s) € R” x R™:

Minimiere —c'x

sodass Ax+s=0b

und x>0, s>0.

Falls b > 0 ist, dann ist ( 2 ) ein zulassiger Basisvektor zur Basis B = {n+1,...,n+ m}, mit dem man
das Verfahren starten kann.

Im Allgemeinen kann man einen zulédssigen Basisvektor fiir (6.6) durch Losen eines Hilfsproblems
(,Phase I“) bestimmen:

Satz 7.10 (Phase-I-Problem).
In dem LP in Normalform (6.6) sei (0. B.d. A.) b > 0.° Dann gelten fiir das Hilfsproblem

Minimiere 1"z iiber (x,z) € R" x R™
sodass Ax+z=0b (7.7)
und x>0, z>0

mit1=(11,...,1)" € R™ folgende Aussagen:
(i) Der Vektor (3) = () ist ein zuldssiger Basisvektor fiir (7.7) zur BasisB={n+1,...,n+m}.
(ii) Das LP (7.7) besitzt eine Losung.
(iii) Es sei (’; ) ein optimaler Basisvektor fiir (7.7). Ist z* # 0, so besitzt das LP (6.6) keinen zuldssigen

Punkt. Ist dagegen z* = 0 und gilt Rang(A) = m, so ist x* ein (zuldssiger) Basisvektor fiir (6.6) zu
einer geeigneten Basis.

Die Voraussetzung b > 0 ist keine Einschrankung, ggf. multiplizieren wir betreffende Zeilen von
Ax = b mit -1

%Uber den Rang von A muss hier nichts vorausgesetzt werden. Der Rang von [A,1d] ist immer gleich m.
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Beweis. Aussage (i) folgt sofort aus der Definition eines Basisvektors, da die zugehorigen Spalten von
[A,Id] gerade die Einheitsmatrix Id bilden. Damit ist das Hilfsproblem (7.7) nicht unzulassig.

Aussage (ii): Wegen z > 0 ist die Zielfunktion 1"z = )1, z; Giber der zuldssigen Menge selbst > 0, d. h.,
(7.7) ist nicht unbeschrankt. Aus Satz 6.9 folgt die Existenz einer Losung.

Aussage (iii): Es sei (’Z‘: ) ein optimaler Basisvektor fiir (7.7) und zunéchst z* # 0. Der Optimalwert
von (7.7) ist daher 1'z* > 0. Gébe es einen zuldssigen Punkt % von (6.6), so wire (§ ) zuldssig fiir (7.7)
mit Funktionswert 0, im Widerspruch zur Optimalitat von (’;: ).

Wir betrachten nun den Fall z* = 0. Es sei B* mit |B*| = m eine zu (’;Z) gehorige Basis. Es ist also
[A,1d] g regulédr. Nach Definition gehéren positive Komponenten von x* notwendig zu B*, sodass die
zugehorigen Spalten von A linear unabhéngig sind. Falls erforderlich, konnen diese Spalten durch wei-
tere Spalten von A zu m linear unabhingigen Spalten ergianzt werden, da Rang(A) = m vorausgesetzt
wurde. Mit Ax*™ = b folgt hieraus, dass x* ein (moglicherweise entarteter) zuldssiger Basisvektor fiir
(6.6) ist. O

Bemerkung 7.11 (Zu Phase I und II).

(i) Das Hilfsproblem (7.7) ist wiederum ein LP in Normalform, dessen Matrix [ A,1d] stets vollen Rang m
hat.

(ii) Wir konnen das Simplex-Verfahren (Algorithmus 7.6) in der Phase I auf das Hilfsproblem (7.7)
anwenden. Ein erster zuldssiger Basisvektor ist nach Satz 7.10 (i) bekannt. Dann erhalten wir (wenn
wir Zyklen mit der Regel von Bland vermeiden) im Fall Rang(A) = m nach endlich vielen Schritten
entweder einen zuldssigen Basisvektor fiir das eigentliche LP (6.6) oder die Information, dass (6.6)
unzuldssig ist (keinen zuldssigen Punkt besitzt).

(iii) Ist der in Phase I berechnete Basisvektor (’ZC ) entartet, so enthdlt die Basis B* méglicherweise
noch Indizes in {n +1,...,n + m}, die man vor dem Start des eigentlichen Simplex-Algorithmus
(,Phase II°) fur (6.6) in zusdtzlichen Schritten noch austauschen muss. Wie dies funktioniert wird
in Hausaufgabe 6.3 gezeigt.

(iv) Fir Phase I haben wir nicht bendtigt, dass A vollen Rang hat, da [ A,1d] in jedem Fall vollen Rang hat.
Erhdlt man dann z* = 0 und ist der Rang von A nicht maximal, so kann x* unmdéglich ein Basisvektor
fiir (6.6) mit einer Basis in {1, ..., n} sein. Aus Phase I erhdlt man dann aber Informationen dariiber,
welche Zeile(n) von Ax = b gestrichen werden kénnen. Details dazu kénnen Sie zum Beispiel in
Geiger, Kanzow, zooz, Aufgabe 3.23 finden.

Quizfrage 7.7: Wieviele Iterationen benétigt das Simplex-Verfahren in Phase I mindestens, um einen
zuldssigen Basisvektor der Aufgabe (6.6) zu einer Basis in {1, ..., n} zu finden?

Bemerkung 7.12 (Zur Komplexitit des Simplex-Verfahrens).
Es gibt ein konstruiertes Beispiel von Klee, Minty, 19727, bei dem alle Ecken eines Polyeders besucht werden,
und zwar in jeder Problemdimension (Anzahl der Variablen) n. Da die Anzahl der Ecken exponentiell mit

7siehe z. B. Hamacher, Klamroth, 2006, S.81
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n wichst, ist das Simplex-Verfahren im schlechtesten Fall von der Laufzeit nicht polynomial in n. Dies ist
eine Motivation fiir Innere-Punkte-Verfahren. Im Mittel verhdlt sich das Simplex-Verfahren jedoch deutlich
besser als in diesem schlechtesten Fall. (Siehe Arbeiten zuriickgehend aufhttps://de.wikipedia.org/
wiki/Karl_Heinz_Borgwardt.)

§ 8 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN DER LINEAREN OPTIMIERUNG (DUALITAT)

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 3.1.2

Wir betrachten weiterhin ein LP in Normalform, also
Minimiere c'x iiber x € R"
sodass Ax=0> (8.1)

und x>0

mit A € R™" b € R™ und ¢ € R™.

Beachte: Uber den Rang von A sowie die Dimensionen von m, n € N wird in diesem Abschnitt nichts
vorausgesetzt.

Eng verwandt mit (8.1) ist das folgende LP, das dieselben Daten (A, b, ¢) verwendet:

Maximiere b'A {iber A € R™ (8.2)
2
sodass A"A <c.

Fithren wir in (8.2) die dualen Schlupfvariablen (englisch: dual slack variables) p € R" ein, so
erhalten wir die zu (8.2) d4quivalente und von uns bevorzugte Darstellung:
Maximiere b'A iiber (A, u) € R™ x R"
sodass A'A+p=c (8:3)
und p > 0.

Achtung: Das LP (8.3) liegt nicht in Normalform vor, da die Bedingung A > 0 fehlt (und die Zielfunktion
maximiert wird).

Definition 8.1 (Duales LP).

Das LP (8.2) bzw. (8.3) heifst das zu (8.1) gehorige duale LP (englisch: dual LP). In diesem Zusammenhang
heift (8.1) das primale LP (englisch: primal LP). Man spricht auch von primal-dualen Paaren (englisch:
primal-dual pair).

Beispiel 8.2. Wir betrachten das Mozartproblem in Normalform, vgl. (6.7):
Minimiere (-9 -8 0 0 0)x iiber x € R®

1 2 1 0 O 9
sodass|[1 1 0 1 0|x=]6
21 0 0 1 11

und x> 0.
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Das zugehorige duale LP lautet
Maximiere (9 6 1)A+(0 0 0 0 0)p iiber (A, ) € R* xR’

1 2 1 -9
1 1 2 -8
sodass|1 0 O|A+pu=]0
010 0
0 0 1 0

und p > 0.

Quizfrage 8.1: Was ist die duale Aufgabe der dualen Aufgabe (8.3)? (Siehe auch Hausaufgabe 6.4.)
Ziel: Verstandnis des Zusammenhangs von (8.1) und (8.3)

Wir bezeichnen wie bisher auch den Optimalwert von (8.1) mit f* und den Optimalwert von (8.2) bzw.
von (8.3) mit d*:
f*=inf{c'x|Ax =b, x > 0}

d* = sup{b"A|ATA < c} =sup{b"A|A"A+pu=c, pu>0}.
Quizfrage 8.2: Welchen Wert hat d*, wenn die duale Aufgabe unbeschréankt bzw. unzuléssig ist?

Satz 8.3 (Schwache Dualitit (englisch: weak duality)).
Es sei x € R" zuldssig fiir das primale LP (8.1), und es sei (A, u) € R™ X R" zuldssig fiir das duale LP (8.3).

Dann gilt fiir die Funktionswerte
b'A < c'x.

Beachte: Schwache Dualitat bedeutet also gerade: d* < f™.

Beweis. Aus der Zuléssigkeit ergibt sich
b'A=(Ax)"A=x"(AT) =x"(c—p)=c'x—x"p<c'x, (8.4)

denn wegen x > 0 und p > 0 gilt x"p > 0. mi

Bemerkung 8.4 (Veranschaulichung des dualen LPs).
Jedes zuldssige Paar (A, i) des dualen LPs (8.3) liefert mit b'A eine untere Schranke fiir den optimalen
Zielfunktionswert des primalen LPs, also

b'A < f* :=inf{c'x|Ax =b, x > 0}.

Wegen Ax = b im primalen LP gilt auch ATAx = A'b fiir alle A € R™ (Linearkombination der Gleichun-
gen). Im dualen LP suchen wir also eine Linearkombination der Gleichungsnebenbedingungen Ax = b
(reprasentiert durch den Koeffizientenvektor A € R™), die den Wert der primalen Zielfunktion am stdrksten
einschrdnkt.’®

8Eine analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir das primale LP. Die Sprechweise von primal-dualen Paaren ist daher
gerechtfertigt.
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Folgerung 8.5 (Erkennen primal-dualer Lésungen).
Es sei x* € R" zuldssig fiir das primale LP (8.1), und es sei (A%, p*) € R™ X R" zuldssig fiir das duale LP
(8.3). Falls

c'x* =b"A* (8.5)

gilt, dann ist x* eine Losung des primalen LP, und (A*, p*) ist eine Losung des dualen LP.

Beweis. Es seien x und (4, i) irgendwelche zuldssigen Punkte fiir das primale bzw. das duale LP. Aus
der schwachen Dualitat (Satz 8.3) folgt

primale Optimalitat

P'A<cx*=b"1" <c'x,

duale Optimalitat

d.h., x* ist eine Losung von (8.1), und (A%, p*) ist Losung von (8.3). m]

Der folgende Satz zeigt, dass das System

Ad+p=c, p=0 duale Zulissigkeit
Ax=b, x>0 primale Zulassigkeit (8.6)
xipi =0, i=1...,n Komplementaritat

notwendige und hinreichende Optimalitatsbedingungen sind, und zwar gleichzeitig fiir das primale
wie auch fiir das duale LP.

Beachte: Die Komplementaritatsbedingungen (englisch: complementary slackness conditions) x; p; = 0
koénnen dquivalent auch summiert formuliert werden:

n
x'p= iny,- =0.
i=1

Satz 8.6 (Notwendige und hinreichende Optimalititsbedingungen).

(i) Istx™ eine Losung fiir das primale LP (8.1), dann existieren (A", u*), sodass (x*, A*, u*) das System
(8.6) erfiillt.

(i) Ist (A%, u*) eine Losung fiir das duale LP (8.3), dann existiert x*, sodass (x*, A", i) das System (8.6)
erfullt.

(iit) Erfullt (x*, A*, u*) das System (8.6), dann ist x* eine Losung von (8.1), und (A*, u*) ist eine Losung
von (8.3).

In jedem Fall sind die Optimalwerte gleich: f* = d*.

Fir den Beweis der Aussagen (i) und (ii) benétigen wir folgendes Hilfsresultat.
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Lemma 8.7 (Farkas-Lemma (1902)).
Es seien B € R™*" ynd ¢ € R". Dann sind dquivalent:

(i) Das System BT & = c besitzt eine Losung £ > 0.

(ii) Es giltc"d > 0 fiir alle Elemente der Menge {d € R™ | Bd > 0}.

Aussage (i) bedeutet, dass ¢ in der abgeschlossenen Menge
K:={B"¢|EeR™ >0}
liegt, vgl. Lemma 6.10. Um Aussage (ii) zu veranschaulichen, machen wir folgende Uberlegung:

Bd>0 & ¢Bd>0 firalleé>0
& BEHd=0 firallef>0
& K gehort zum Halbraum H™(d, 0).

Die Aussage (ii) konnen wir also lesen als: ,Wann immer der Halbraum H*(d, 0) die Menge K enthilt,
enthalt er auch den Punkt ¢ Die Negation von Aussage (ii) bedeutet dagegen, dass es eine Hyperebe-
ne H(d, 0) gibt, sodass K im Halbraum H*(d, 0) enthalten ist, der Punkt ¢ aber nicht. Man nennt dann
H(d, 0) eine trennende Hyperebene (englisch: separating hyperplane).

H(d,0) H(d,0)

Abbildung 8.1: Illustration der beiden Falle (links: Aussagen (i) und (ii) sind beide erfiillt und rechts:
beide nicht erfiillt) im Farkas-Lemma 8.7.

Beweis von Lemma 8.7. Wir zeigen zunichst Aussage (i) = Aussage (ii): Esseidazu ¢ > 0mit BT ¢ = ¢
gegeben. Weiter sei d € R" so, dass Bd > 0 gilt. Dann folgt

¢"d=(B"&)Td=¢(Bd) > 0.

Um Aussage (ii) = Aussage (i) zu zeigen, verwenden wir Kontraposition (- Aussage (i) = — Aussa-
ge (ii)). Wir nehmen also an, dass ¢ ¢ K liegt. Wegen 0 € K gilt insbesondere ¢ # 0. Es sei m die
abgeschlossene Kugel mit Radius R = ||¢||. Wir betrachten die Aufgabe der orthogonalen Projektion
von c auf die Menge K N By (c), also

Minimiere ||x —c¢|| tiber x € R"

— (8.7)
unter x € KN Bg(c).
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Da K nach Lemma 6.10 abgeschlossen und B, (c) kompakt ist, ist auch K N B, (c) kompakt. Nach dem
Satz von Weierstrafy bzw. Satz 1.5 besitzt (8.7) daher einen globalen Minimierer w. Der Punkt w ist
gleichzeitig ein globaler Minimierer der relaxierten Aufgabe

Minimiere ||x —¢|| tiberx € R"
(8.8)
unter x € K,

weil Punkte auflerhalb von B (c) als globale Minimierer von (8.8) nicht in Betracht kommen. (Quizfrage 8.3:

Warum kénnen Punkte auferhalb von B (c) nicht globaler Minimierer von (8.8) sein?)

Behauptung: Der Vektor d = w — ¢ dient als Normalenvektor einer Hyperebene, die K vom Punkt ¢
trennt. Die Konstruktion wird in Abbildung 8.2 veranschaulicht. Beachte, dass K 3 w # ¢ ¢ K gilt, also
d#0.

Es sei y ein beliebiger Punkt in K. Wir betrachten Punkte auf der Verbindungsstrecke von y und w,
also a y+ (1—a) w fiir & € [0, 1]. Diese gehoren ebenfalls zu K (Quizfrage 8.4: Warum?). Wir erhalten

lw—cl* <lay+(1—-a)w—c|* (denn w ist optimal fiir (8.8))
= lla(y = w) +(w=o)?
=a’ly-wl* +2a(y —w)"(w—c) +|lw —c|”.
Daraus folgt
2(y=w)(w—c) 2 —ally—wl|?
——
=d

fir alle @ € [0, 1]. Der Grenziibergang « \ 0 zeigt
(y—w)'d > 0 fiir alle y € K. (8.9)

Durch Einsetzen von y = 2w und y = 0 (beide gehoren zu K) folgt daraus w'd > 0 und gleichzeitig
w'd <0, also

w'd = 0. (8.10)
Auflerdem erhalten wir
cd=(c—w)d+wd=—|lw—c|*+ w'd <o. (8.11)
—— ——
=d+#0 =0

Insgesamt folgt

)

(8. 8.11
y'd s wTd:0(>1)ch forall y € K.

Diese Ungleichung zeigt, dass tatsdchlich wie behauptet K C H*(d, 0) ist, aber ¢ ¢ H*(d, 0). Die
Aussage (ii) gilt also nicht, was zu zeigen war. ]

Wir konnen nun Satz 8.6 beweisen.
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Abbildung 8.2: Illustration der Konstruktion des Normalenvektors d = w — ¢ der trennenden Hyper-
ebene (rot) im Beweis des Farkas-Lemmas 8.7.

Beweis von Satz 8.6. Wir zeigen zunachst die hinreichenden Bedingungen.
Aussage (iii): Aus (8.6) folgt insbesondere, dass x* und (A%, y*) zulassig sind fiir (8.1) und (8.3). Wegen
(8.4) gilt
b'A" =c'x" — (x")y* = c"x". (8.12)
———
=0

Folgerung 8.5 zeigt nun, dass x* und (A%, y*) bereits Lésungen von (8.1) bzw. (8.3) sind.

Aussage (i): Um die notwendigen Bedingungen zu zeigen, benétigen wir das Farkas-Lemma 8.7.7 Es
sei also x* eine Losung des primalen LP (8.1). Insbesondere ist f* endlich, und aus Lemma 6.8 folgt,
dass ¢'d > 0 fur alle Richtungen im Rezessionskegel

({deR"|Ad=0, d > 0}

gilt. Setzen wir

soist Bd > 0 dquivalentzu Ad = 0 und d > 0. Es ist also gerade die Aussage (ii) des Farkas-Lemma 8.7
erfullt. Daraus folgt, dass ein Vektor ¢ = (A*,A7,u) > 0 existiert mit B'¢ = c. Setzen wir noch
A= A* — A7, dann folgt A"A + 1 = c und p > 0. Das heifit, das duale LP ist zuléssig.

Wegen der schwachen Dualitat (Satz 8.3) d* < f™ ist der duale Optimalwert d* endlich. Aus Satz 6.9 (in
der Variante fiir das duale LP) folgt, dass die duale Aufgabe (8.3) 16sbar ist. Es existiert also ein fiir die
duale Aufgabe zulissiges Paar (A%, p*), sodass b"A* = d* gilt. Wir miissen noch zeigen, dass d* = f*
gilt und nicht etwa d* < f*. Dann folgt aus (8.12) die noch fehlende Komplementaritidtsbedingung
(x*)Tp* = 0, die den Beweis von (8.6) vervollstandigt.

Um d* = f* zu bestitigen, wenden wir nochmals das Farkas-Lemma 8.7 an, dieses Mal in der Form
- Aussage (i) = — Aussage (ii). Es sei dazu ¢ > 0 beliebig. Wir wissen, dass das System

A 0f (x) _ b
2=
=BT j

9Ein direkter Beweis ohne Riickgriff auf das Farkas-Lemma oder den Simplex-Algorithmus findet sich bei Forsgren, 2008.
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fiir (3) > 0 nicht 16sbar ist, denn das wiirde bedeuten: Ax = b, x > Ound c'x < ¢'x+a = f* — ¢
es wire also x ein primal zuldssiger Punkt mit kleinerem Funktionswert als der Optimalwert. Aus
dem Farkas-Lemma 8.7 folgt jetzt, dass es einen Vektor d geben muss, fiir den Bd > 0 gilt sowie

;
( f*b_ 8) d < 0. Wir partitionieren d =: ( 7}') und erhalten

[ R P A R

Al<ac, =20 und b'A>a(f —e). (8.13)

also

Der Fall ¢ = 0 fiihrt schnell zum Widerspruch, denn dann wire

0> x"(AT) =A"(Ax) =b"A > 0.
>0 <0
Es muss also a > 0 sein, und wir kénnen durch Skalierung o = 1in (8.13) erreichen.'® Damit gilt also

nun
AA<c und b'A>f"-e

Damit ist A dual zuldssig, und aufgrund der Optimalitiat von x* und des schwachen Dualitatssatzes 8.3
gilt f* = ¢'x* > b'A > f* —¢e. Dae > 0 beliebig war, muss f* = d* = sup{b"A|A™A < ¢} =
sup{b"A|ATA+ u=c, p > 0} gelten.

Der Beweis von Aussage (ii) folgt ganz analog zum Beweis von Aussage (i). O

Ende der Woche 6

Der Satz 8.6 sagt im Prinzip aus, dass wir das primale LP nicht 16sen kénnen, ohne auch das duale
LP gleichzeitig zu l6sen. Es ist daher nicht verwunderlich, dass im Simplex-Algorithmus, den wir in
§ 7 besprochen haben, auch die dualen Optimierungsvariablen (A, i) implizit vorkommen. Bei der
Berechnung der reduzierten Kosten treten die Grofien

A= AETCB,
EN ‘= UN ‘= CN —A}-VA, (8.14)
pB =0

auf. In jedem Simplex-Schritt sind alle Bedingungen im Optimalititssystem (8.6) erfiillt mit Ausnahme
von pny = 0. Die Iterierten sind also primal zulédssig und dual unzuldssig, bis eine optimale Ecke
gefunden wurde.

Genauer heifit Algorithmus 7.6 auch primaler Simplex-Algorithmus (englisch: primal simplex
algorithm). Es gibt auch ein duales Simplex-Verfahren, in welcher in jedem Schritt alle Bedingungen
im Optimalitatssystem (8.6) erfiillt sind mit Ausnahme von xg > 0. Die Iterierten des dualen Simplex-
Verfahrens sind also dual zuldssig und primal unzuldssig. Wir besprechen das duale Simplex-Verfahren
in§o.

OWir ersetzen dazu a durch a/a = 1 und A durch A/a.
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Satz 8.8 (Mogliche primal-duale Situationen).
Fiir jedes primal-duale Paar von LP konnen folgende Situationen aufireten:

‘ duales LP (8.2) bzw. (8.3)

losbar  unbeschrdnkt unzuldssig
d eR d"=o d=—oc0
;—3? losbar 1)) — —
E f*eR d=f
é unbeschrinkt
5| fr=-c — — (I11)
g
unzuldssig
ff=o00 — (1) 1)

Beweis. Zu Zeile 1 und Spalte 1:

ffeR
& das primale Problem (8.1) besitzt eine Losung

& die Optimalititsbedingungen (8.6) besitzen eine Losung

& das duale Problem (8.3) besitzt eine Losung
Satz 6.
“L? g er

Fir ,&" in der letzten Aussage: Bringe (8.3) in Normalform und benutze Satz 6.9. Aus dem schwachen
Dualitatssatz 8.3 und (8.12) folgt aulerdem, dass dann d* = f* gelten muss.

Zu Zeile 2: Es sei P # @ und f* = —oco. Falls D # () wire, so wiirde nach dem schwachen Dualitatssatz 8.3
d* < f* = —oo gelten, Widerspruch, also muss D = () und d* = —oco gelten. Analoges gilt fiir die
2. Spalte (Fall (IIT)).

Fall (IT) kann auftreten. o

Quizfrage 8.5: Kennen Sie Beispiele fiir Fall (II) und Fall (IIl)? (Hausaufgabe 7.1)

Bemerkung 8.9 (Starke Dualitit).
Zu der Erkenntnis d* = f* im Fall (I) sagt man auch: ,Es tritt keine Dualitdtsliicke auf” (zwischen den
Optimalwerten, englisch: no duality gap) oder ,Es herrscht starke Dualitat* (englisch: strong duality).

74 https://tinyurl.com/scoop-gdo 2024-01-23


https://tinyurl.com/scoop-gdo

@®O®® Grundlagen der Optimierung

§ 9 DUALES SIMPLEX-VERFAHREN

Literatur: Nocedal, Wright, 2006, Kapitel 13.6, Vanderbei, 2008, Kapitel 6.4

In diesem Abschnitt geben wir eine zweite Variante des Simplex-Verfahrens an, das sogenannte duale
Simplex-Verfahren (englisch: dual simplex method). Bei dieser tauschen primale und duale Variablen
praktisch ihre Rollen. Eine Motivation dafiir, beide Varianten zu betrachten, sind die unterschiedlichen
Warmstart-Eigenschaften der beiden Varianten. Darunter versteht man die Fahigkeit eines Verfahrens,
bei einer Anderung der Aufgabe die neue Losung kostengiinstig, ausgehend von der bisherigen Lésung,
aufzudatieren. Wir gehen auf die Warmstart-Fahigkeiten spater noch genauer ein.

Wir verwenden weiter den Begriff Basis wie in Definition 6.14, also als eine Auswahl von m Indizes
aus {1,...,n}, sodass die Untermatrix Ag regulér ist.

Beachte: Eine Basis B legt gemif3

A= AETCB,
XB = A;lb, HB = 0, (9.1)
xN =0, HN = CN —A-jrv/l

sowohl die primalen wie auch die dualen Variablen eindeutig fest.

Eine Basis B heifit primal zuléssig (englisch: primal feasible), wenn der durch (9.1) beschriebene
Vektor x primal zuléssig ist, also die Bedingung xg > 0 erfillt. Eine Basis B heif}t dual zuléssig
(englisch: dual feasible), wenn das durch (9.1) beschriebene Paar von Vektoren (A, ) dual zuléssig ist,
also die Bedingung ux > 0 erfiillt. Im Unterschied zum primalen Simplex-Verfahren werden wir mit
primal unzulédssigen Basisvektoren arbeiten. Dafiir sind die Grolen (A, p) stets dual zuldssig, siehe
Tabelle 9.1.

primales duales
Eigenschaft Simplex-Verfahren Simplex-Verfahren

primale xg =0 v erst in der Losung
Zulassigkeit N =0 v v
Ax=1b v v
duale pp =0 v v
Zulissiokeit UN 20 erst in der Losung Vv
& Adtp=c /
Komplementaritit x'p =0 v v

Tabelle 9.1: Unterschiede zwischen primalem und dualem Simplex-Verfahren.

Bemerkung: Diese Eigenschaft des primalen Simplex-Verfahrens konnen Sie an der Hausaufgabe 6.1
tiberpriifen, indem Sie dort die dualen Variablen identifizieren und auf Zuléssigkeit tiberpriifen.
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Wir leiten jetzt einen Schritt des dualen Simplex-Verfahrens analog zu § 7.1 her. Es sei dazu als
Ausgangspunkt eine dual zuldssige Basis B gegeben und (4, p1) die dazugehorigen dualen Variablen
gemaf (9.1). Zur Motivation des pricing-Schritts untersuchen wir, was passiert, wenn wir einem der
Indizes in pg = 0 erlauben, sich von der Null zu 16sen. Wir machen also den Ansatz pp(t) := t e, mit
einem Standard-Basisvektor e, € R™, t > 0. In Abhéngigkeit von t ergibt sich der Wert von A nun
aus

ALA(H) + s (1) = e,

also
M) = Ag"(cg —te) = A+t (—=Az'er).
———
=AA

Welchen Index £ wahlen wir? Dazu betrachten wir die Werte der dualen Zielfunktion:
b'A(t) =b'A—tb'AgTe, =b'A—tepxy =b"A—tx.

Hier iibernimmt also xg = A;b die Rolle der reduzierten Kosten. Da wir die duale Zielfunktion
maximieren wollen, wihlen wir ¢ € B so, dass x; < 0 ist. Falls bereits xg > 0 gilt, so haben wir eine
primal und dual optimale Losung gefunden. (Quizfrage 9.1: Begriindung?)

Nach diesem pricing-Schritt berechnen wir AA := —AgTe,. Die Aufdatierung von py erhalten wir
aus
pn(t) = en — ANA(E) = on — Ay(A+ tAX) = pn + £ (AR AN).
S—
=Aun

Die Wahl der Schrittweite ergibt sich aus der Bedingung der dualen Zulassigkeit, also pn(t) > 0. Wir
erhalten dhnlich zum primalen Quotiententest (englisch: ratio test)

Hr
Apy

Hi

Hi

~

t .= min{—

i €N, A,ui<0}=—

Falls Aun > 0 ist, so ist die duale Aufgabe unbeschrinkt und damit auch die primale Aufgabe nicht
losbar. (Die primale Aufgabe ist dann notwendigerweise unzuléssig, siehe Satz 8.8).

SchlieBllich datieren wir zur Vorbereitung des nichsten Schrittes die dualen Variablen gemaf3

,ul-+fA,ui firie N, i #r,
A= A+iAL und pf =4 furi=¢,

0 sonst

und die Basis/Nichtbasis auf:
B*:= (BU{r})\ {t}
N* = (Nu{e})\ {r}.

Der Vollstandigkeit halber geben wir das duale Simplex-Verfahren nochmal komplett an und stellen
es dem primalen Verfahren gegeniiber (Algorithmen 9.1 und 9.2). Nachdem wir in (8.14) gesehen
haben, in welcher Beziehung die reduzierten Kosten zu den dualen Variablen stehen, nutzen wir die
Gelegenheit, die dualen Variablen im primalen Verfahren nochmal mit den tiblichen Bezeichnungen
(A, ) umzubenennen.
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Algorithmus 9.1 (Primaler Simplex-Algorithmus
(Dantzig 1947)).

Eingabe: Aufgabenbeschreibung durch A, b, c
Eingabe: primal zuldssiger Basisvektor x von P
mit zugehoriger Basis B und Nichtbasis N
Ausgabe: ein optimaler Basisvektor von (8.1) (und

ein optimaler Basisvektor (8.3)) oder die Aus-
sage, dass (8.1) unbeschrinkt ist

1 Setzek =0

2: Berechne die primalen reduzierten Kosten (dua-
le Variablen)

A= Ag'cp
HUN = CN — A}-V/l
pB =0

3 ifun > 0 then
: x ist eine Losung von (8.1), und (A, ) ist
eine Losung von (8.3), STOP
5 else

B

Wihle einen Indexr € N mit yu, < 0
7: Berechne

e g1
Axg = —Ag a,

8 if Axgp > 0 then
9: Aufgabe (8.1) ist unbeschrdnkt, STOP
10: else
11: Bestimmet > 0 und ¢ € B gemdf
A . Xi |, Xe
t= mm{— i€B, Ax; < 0} = ——
Xi Ax{’
12: Setze
x;+tAx; firi€B, i+,
xf =491 firi=r,
0 sonst
13: Setze B* := (BU {r}) \ {¢}
14 Setze Nt := {1,...,n} \ BY
15: Setze x = x*
16: Setze B .= Bt und N := N*
17: Setzek =k +1
18: end if
19: end lf

20: Gehe zu Zeile 2

Algorithmus 9.2 (Dualer Simplex-Algorithmus
(Lemke, 1954)).
Eingabe: Aufgabenbeschreibung durch A, b, ¢
Eingabe: dual zuldssiger Basisvektor (A, 1) von P
mit zugehoriger Basis B und Nichtbasis N
Ausgabe: ein optimaler Basisvektor von (8.3) (und
ein optimaler Basisvektor von (8.1)) oder die
Aussage, dass (8.3) unbeschrdnkt ist
1 Setzek =0
2: Berechne die dualen reduzierten Kosten (pri-
male Variablen)

XB = Al_;lb

xny =0

3 ifxp > 0 then
: (A, ) ist eine Losung von (8.3), und x ist
eine Losung von (8.1), STOP

5: else
6: Wiihle einen Index ¢ € B mit x, < 0
7: Berechne
A= —AF"e,
Apy = —AL AL
8 if Aun > 0 then
9: Aufgabe (8.3) ist unbeschrinkt, STOP
10: else
1z Bestimmet > 0 undr € N gemdf
fi= min{—ﬁ’i €N, Ay; < 0} = _
A:ui A.ur

12: Setze At := A+t A) und

wi+tAy firi €N, i #r,

pi= 4t fiiri = ¢,
0 sonst

13 Setze B* := (BU {r}) \ {¢}
14: Setze N* :={1,...,n} \ B
15: Setze A = At und p = p*
16: Setze B := B* und N := N*
17: Setzek = k+1
18: end if
19: end if

20: Gehe zu Zeile 2
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Eine erste dual zulassige Ecke (sofern existent) kann mit Hilfe eines dualen Phase-I-Problems gefunden
werden.

Wir gehen jetzt auf die eingangs erwihnten Warmstart-Fahigkeiten des primalen und dualen Simplex-
Verfahrens ein und betrachten dazu zwei Situationen. In beiden Féllen gehen wir davon aus, dass wir
mit Hilfe des (primalen oder dualen) Simplex-Verfahrens bereits eine optimale Losung x € R" des
primalen Problems (8.1) mit Basis B und gleichzeitig eine optimale Losung (A, ) € R™ X R" des dualen
Problems bestimmt haben.

HINZUFUGEN EINER VARIABLEN

Zunichst betrachten wir die Situation, dass wir der primalen Aufgabe eine neue Variable x hinzufiigen,

also die Aufgabe zu
T
Minimize (f) (}_C) iiber (J_c) e R™!
¢l \x x
1 [x
sodass [A a] (_) =b (9.2)
x

und ()_C) >0
x

erweitern wollen. Wir kénnen die neue Variable mit ¥ = 0 initialisieren und erhalten einen weiter-
hin primal zuldssigen Basisvektor zur bisherigen Basis B. Die neue Nichtbasis ist N U {n + 1}. Die
Bedingungen der dualen Zulassigkeit fir das neue Problem lauten

Wir kénnen die neue duale Schlupfvariable 7 mit ¢ — @' initialisieren, aber sie wird i. A. nicht 7 > 0
erfiillen. Die Komplementarititsbedingung x"u + x' 7 = 0 gilt aber weiterhin.

Diese Situation ist pradestiniert fiir das primale Simplex-Verfahren. Wir kdnnen es mit dem primal
zuldssigen Basisvektor warmstarten. Eine erneute Phase I ist nicht erforderlich. Das duale Simplex-
Verfahren dagegen wiirde in Ermangelung eines dual zulassigen Basisvektors mit einem Phase-I-Vorlauf
starten miissen und konnte von der zuvor bestimmten Lésung nicht profitieren.
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HINZUFUGEN EINER NEBENBEDINGUNG

Wir betrachten jetzt eine andere Verdnderung der primalen Aufgabe (8.1) und fiigen ihr eine neue
Ungleichungsnebenbedingung @' x < b bzw. @' x + X = b mit zugehoriger Schlupfvariable % hinzu:

.
Minimiere (C) ()f) iber ()f) eR"xR
0] \x x

(-6

A 0
a 1

und ()f) > 0.
x

Die Bedingungen der dualen Zuléssigkeit fiir die neue Aufgabe lauten

[ GGG ()= 09

Die bisherige Losung x wird i. A. nicht linger primal zulassig sein, da a'x < b verletzt ist. Wir kénnen
aber die bisherige dual optimale Losung durch A = i = 0 erweitern und sind weiterhin dual zuléssig.
Genauer erweitern wir die bisherige Basis zu B U {n + 1}. Die neue Basismatrix ist daher

sodass [

[AB 0
~T .
ag 1

Diese ist weiterhin regular (Quizfrage 9.2: Warum?), sodass wir tatsichlich von einer Basis sprechen
konnen.

Diese Situation ist nun wie geschaffen fiir das duale Simplex-Verfahren. Wir kénnen es mit dem dual
zuléssigen Basisvektor warmstarten. Eine erneute duale Phase I ist nicht erforderlich. Das primale
Simplex-Verfahren dagegen wiirde angesichts eines fehlenden primal zuldssigen Basisvektors mit einem
Phase-I-Vorlauf starten miissen und kénnte von der zuvor bestimmten Lésung nicht profitieren.

Bemerkung 9.3 (Das duale Simplex-Verfahren in der ganzzahligen linearen Optimierung). Die in (9.4)
beschriebene Situation, dass wir einem bereits gelosten LP eine Ungleichungsnebenbedingung hinzufiigen
wollen, kommt vor allem bei der Losung sogenannter (gemischt-)ganzzahliger linearer Optimierungs-
aufgaben ((gemischt-)ganzzahliges lineares Programm, englisch: mixed-integer linear program,
MILP) vor. Das sind lineare Optimierungsaufgaben, bei denen einige oder alle der Optimierungsvaria-
blen x; ganzzahlig sein miissen, also x; € Z an Stelle von x; € R. Bei Verwendung der Normalform geht es
z. B. um Aufgaben der Form
Minimiere c¢'x iiberx € Z"

sodass Ax=1» (9.6)
und x> 0.
Solche Aufgaben fallen in den Bereich der ganzzahligen Optimierung. In einem gdngigen Losungsansatz,

den man branch and bound nennt, wird zundchst ein relaxiertes LP gelost, bei dem die die Ganzzahlig-
keitsbedingungen vernachldssigt werden, also (8.1). Dessen Losung bezeichnen wir jetzt mit x*. Dann wird
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eine Variable x; ausgewdhlt, die die Ganzzahligskeitsbedingung verletzt, und es werden die zwei LPs

Minimiere c¢'x iiberx € R" Minimiere c¢'x iiberx € R"
sodass Ax=b sodass Ax=0b
und x>0 und x>0 ©-7)
sowie x; > [x;] sowie x; < [x}]

gelost. Dabei sind [-] und | -| die obere bzw. untere Gauflklammer (englisch: ceiling and floor functions),
dh,

[z] =min{y € Z|y >z} (kleinste ganze Zahl oberhalb von z),
lz] :=max{y € Z|y <z} (kleinste ganze Zahl unterhalb von z).

Fiir die Losung der beiden Aufgaben in (9.7) bietet sich das duale Simplex-Verfahren besonders an, weil die
Losung ohne die hinzugefiigten Ungleichungsnebenbedingungen bereits bekannt ist.

§ 10  SENSITIVITATSANALYSE

In diesem Abschnitt gehen wir der Frage nach, wie empfindlich (sensitiv) der Optimalwert (also der
Zielfunktionswert an einer optimalen Losung) eines LPs in Normalform (8.1) gegentiber Anderungen
im Kostenvektor ¢ und in der rechten Seite b abhangen.

Motivation: Was wire etwa beim Mozartproblem (Beispiel 6.7), wenn wir den Gewinn ¢ pro produ-
zierter Einheit Mozartkugeln/-taler 4ndern, indem wir die Verkaufspreise abandern? Und was passiert,
wenn wir eine Anderung in den nutzbaren Ressourcen (dem Lagerbestand b) feststellen, z. B. durch
den unerwarteten Verfall von Zutaten?

Quizfrage 10.1: Was sind weitere Beispiele linearer Optimierungsaufgaben, bei denen es von Interesse
sein konnte, Anderungen von b und/oder ¢ zu untersuchen? Durch welche Ereignisse konnten diese
Anderungen ausgelost worden sein?

Quizfrage 10.2: Was sind Beispiele von Verinderungen in der Aufgabenstellungen, die nicht durch
Anderungen in b und/oder ¢ dargestellt werden konnen? (Siehe auch Hausaufgabe 7.2.)

Natiirlich konnten wir die Aufgabe mit den modifizierten Daten b oder c einfach erneut 16sen und
die Anderung in der Zielfunktion ablesen. Es wird sich jedoch zeigen, dass wir in vielen Fillen eine
Vorhersage bereits auf Basis der Losung des unverinderten Problems treffen konnen.

Wir machen in diesem Abschnitt folgende Voraussetzung: Es seien x* und (4%, p*) Lésungen der
primalen Aufgabe (8.1) bzw. der dualen Aufgabe (8.3) zu einer Basis B, also optimale Ecken, wie sie mit
dem primalen oder dem dualen Simplex-Verfahren berechnet werden.
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ANDERUNGEN IM KOSTENVEKTOR

Wir bezeichnen mit Ac € R" eine Anderungsrichtung im Kostenvektor ¢ der primalen Aufgabe und
betrachten folgende Familie primal-dualer Aufgaben mit Parameter ¢ € R:

Minimiere (c+tAc) x Maximiere b'A
sodass Ax=0» sodass A'A+p=c+tAc (10.1)
und x >0 und x> 0.

Welche Aussagekraft besitzen die Losungen x* und (A%, p*) des ,ungestorten® Aufgabenpaares (t = 0)
noch fur (10.1)?

Da (10.1) dieselbe primal zulassige Menge besitzt wie die ungestorte Aufgabe (8.1), ist x* weiterhin
primal zuléssig. Die dual zuldssige Menge hat sich jedoch gegeniiber (8.3) gedndert. Wir kénnen
aber den Versuch unternehmen, die duale Losung aufzudatieren. Dazu gehen wir wie in § 9 bei der
Herleitung des dualen Simplex-Verfahrens vor. Durch die Basis B sind die dualen Variablen wie folgt
festgelegt, vgl. (9.1):

M) =2+t AL mit AA = AzTAcg (10.2a)
pn(t) = pn +tApy mit Apy = Acy — AGAA (10.2b)
up(t) = pg = 0. (10.2¢)

Wann sind die auf diese Art und Weise erhaltenen Vektoren x* und (A(t), u(t)) optimal fiir (10.1)? Wir
tiberpriifen dazu die Optimalititsbedingungen (8.6). Die primale Zulassigkeit

ist erfiillt, ebenso die Komplementaritiatsbedingung:

()" pp(8) + (xi) T (1) = 0.

=0 =0
Bzgl. der dualen Zulassigkeit ist die erste Bedingung

cg+tAcg+0
AGA + t AGAG Acy + iy + t Acy — t AL AZ Acy

ATA* +t ALAL T Acy, + 1, (1)
T _[“B pAip A+ g
AM + (1) (A}\,A* FLATAT A, + 1 (1)

_ (CB+tACB

=c+tAc
cN +tAcny

nach Konstruktion von A(t) und p(t) erfiillt. Die Vorzeichenbedingung pn(¢) > 0 jedoch gilt nicht
automatisch, sondern genau dann, wenn der Stérungsparameter ¢ der Bedingung"

Hi } . { Hi }
sup {— <t < inf {- . 10.3
iGE{ A/ll ieN A/,l, ( )
Api<0
Ayi>0 N—— Hi S——
<0 20

"Wir schreiben hier sup und inf statt max und min, da die betreffenden Indexmengen durchaus leer sein kénnen. Beispiels-
weise ist, sofern pn > 0 gilt, die Indexmenge fiir die obere Schranke leer, sodass die betreffende Ungleichung in (10.3) zu
4 < inf @ = 0o wird, was als t < co zu interpretieren ist.
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genugt.

Beachte: Die durch (10.3) beschriebene Menge ist ein abgeschlossenes (méglicherweise unbeschrank-
tes) Intervall I(Ac), das die 0 enthilt. Im Extremfall ist I(Ac) = {0}.

Fur t € I(Ac) ist also tatsachlich x* auch fiir die gest6rten Probleme (10.1) weiterhin eine optimale
Ecke. Der zugehorige Optimalwert lasst sich daher bequem aus der primalen Aufgabe ablesen:

()= (c+tAc)'x" = f*+tAc"x". (10.4)
Wir fassen unsere Erkenntnisse zusammen:

Satz 10.1 (Sensitivititssatz bei LP bei Anderungen im Kostenvektor).
Es seien x* und (A%, u*) Losungen der primalen Aufgabe (8.1) bzw. der dualen Aufgabe (8.3) zu einer
Basis B. Dann gilt:

(i) Fiir beliebiges Ac € R™ und zugehdrige t gemdf3 (10.3) ist x™ fiir (10.1)primal Weiterhin ein optimaler
Basisvektor, und (A(t), p(t)) aus (10.2) ist ein optimaler Basisvektor fiir (10.1)qua. Der gemeinsame
Optimalwert beider Aufgaben ist c'x* +t (Ac)"x".

(ii) Ist die rechte Grenze des Intervalls (10.3) echt positiv, dann ist die Optimalwertfunktion
¢ — ®(c) := gemeinsamer Optimalwert von (8.1) und (8.3)

an der Stelle ¢ in Richtung Ac (einseitig) richtungsdiffbar, und die Richtungsableitung ist gegeben
durch
@ (c; Ac) = (Ac)x™.

(iii) Ist p* nicht entartet, gilt also iy, > 0, dann ist die Optimalwertfunktion in einer offenen Kugel B, (c)
von ¢ linear mit
®(c+ Ac) = (c+Ac)'x*  fiir Ac € B,(0).

Damit ist @ iiberall in dieser Kugel differenzierbar, und es gilt

@' (c+Ac) = (x")"  fiir Ac € B,(0).

Beweis. Aussage (i): Diese Aussage haben wir durch Bestitigung der Optimalititsbedingungen (8.6)
bereits bewiesen.

Aussage (ii): Unter der genannten Voraussetzung ist ®(c + t Ac) fur hinreichend kleine ¢ > 0 durch
(10.4) gegeben. Fiir die Richtungsdiffbarkeit von ® betrachten wir den Differenzenquotienten fiir solche

t:
D(c+tAc) —D(c)  cx"+1t(Ac)'x" —c'x*

t t
also ist das auch der Wert im Grenzwert ¢ N\, 0, der Richtungsableitung @’ (c; Ac).

= (Ac)'x",

82 https://tinyurl.com/scoop-gdo 2024-01-23


https://tinyurl.com/scoop-gdo

@®O®® Grundlagen der Optimierung

Aussage (iii): Wenn g nicht entartet ist, dann enthélt das zuléssige Intervall (10.3) fiir jede beliebige
Richtung Ac immer ein offenes Intervall um die 0. Wir miissen aber zeigen, dass die Lange dieses
Intervalls iiber alle Richtungen Ac konstanter Norm gleichmaf3ig von 0 weg beschrénkt bleibt. Wir
zeigen dazu, dass die Funktion, die die obere Intervallgrenze angibt,

*

Ac — inf {— al } (10.5)
ieN A/li
A/,Ii<0
>0

auf der Einheitssphire {Ac € R" | ||Ac|| = 1} gleichmaBig von 0 weg beschrinkt ist. Das ist ausreichend,
weil sich die untere Intervallgrenze durch den Ubergang Ac ~ —Ac ergibt.

Wegen (10.2) hiangt Auy linear (und damit stetig) von Ac ab:
A/lN = ACN - A-IFVAETACB.
Da die Sphire kompakt ist, existiert fiir jede Komponente i € N von Apy ein endliches
Bi = max{Api = [Acy — AAG Acg]; | |Ac|| = 1}.

Es gilt ; > 0 fur alle i € N. (Quizfrage 10.3: Warum?) Wir setzen nun f = max{f; |i € N} > 0 und
a = min{y; |i € N} > 0.

Fiir beliebiges Ac aus der Einheitssphére und das zugehorige Ap gilt: Falls Apny > 0 ist, dann erhalten

wIr
*

inf {- al }:infozoo.
ieN Ayl
Ayi<0
Andernfalls gilt
M K T o a
inf {_Al }:min{_A_l}Z Ay Z 2870
AN, U D) N U Ay rl_rg{— Hi} rirgg{— wit P
A}li<0 A}l,‘<0

Die letzte Ungleichung gilt, da wir jeden der im Nenner vorkommenden Werte mit 0 < —Ay; <
Bi < P abschitzen kénnen und daher auch max{-Ap; |i € N, Ay; < 0} < p gilt. Zusammenfassend
bekommen wir also die gewiinschte Aussage

o
inf inf {—”’ }2—::r>0.
llAc|=1 ieN B
A/li<0

Daraus folgt, dass die Vereinigung der Menge aller zuldssigen Storungen t Ac die offene Kugel B, (c)
enthilt:
U {tAc|t € I(Ac)} 2 U {tAc|t € (-r, r)} = B,(c).
llAcl=1 llAc|l=1
Weiter folgt in Verbindung mit (10.4), dass fiir alle Kostenvektoren ¢ + Ac mit Ac € B, (0) die Optimal-
wertfunktion die Gestalt ®(c + Ac) = ®(c) + Ac'x* = (¢ + Ac)"x* hat. Die Differenzierbarkeit von ® in
B, (c) mit Ableitung (x*)T ist eine unmittelbare Konsequenz. O
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ANDERUNGEN IN DER RECHTEN SEITE

Wir betrachten jetzt Anderungen in der rechten Seite b und bezeichnen mit Ab € R™ eine entsprechende
Anderungsrichtung. Das primal-duale Paar von Aufgaben hat nun die Gestalt

Minimiere c¢'x Maximiere (b +tAb)'A
sodass Ax=b+tAb sodass A"A+p=c (10.6)
und x>0 und p > 0.

Dieses Mal ist (1%, u*) weiterhin dual zuléssig, die primal zuldssige Menge hat sich jedoch geédndert.
Wir unternehmen daher jetzt den Versuch, die primale Losung aufzudatieren. Das Vorgehen dhnelt
dem bei der Herleitung des primalen Simplex-Verfahrens in § 7. Durch die Basis B ist die primale
Variable wie folgt festgelegt:

xp(t) = x5+t Axg mit Axp = A;Ab (10.7a)

xn(t) = x5 = 0. (10.7b)
Wann sind die auf diese Art und Weise erhaltenen Vektoren x(¢) und (A%, z*) optimal fiir (10.6)? Wir
Uberpriifen dazu die Optimalitdtsbedingungen (8.6). Die duale Zuléssigkeit

AV +pu*=c, p20

ist erfiillt, ebenso die Komplementarititsbedingung:

(e (D)7 Hy + Gy () iy = 0.

=0 =0

Bzgl. der primalen Zulassigkeit ist die erste Bedingung
Ax(t) = Apxp(t) + AN xn(t) = Ap X}y + t ApAxp + Anxn = Apxj +t ABAZ'Ab+0=b+t Ab

nach Konstruktion von x(t) erfiillt. Die Vorzeichenbedingung xg(t) > 0 jedoch gilt nicht automatisch,
sondern genau dann, wenn der Stérungsparameter ¢ der Bedingung

* k

xi . xi
sup {— } <t < inf {——} (10.8)
icB Xi i€eB Axi
Ax;i>0 ~— — Axi<0

<0 >0

genugt.

Fur diese ¢ ist also tatsachlich (A%, p*) auch fiir die gestorten Probleme (10.6) weiterhin eine optima-
le Ecke. Der zugehorige Optimalwert lasst sich daher dieses Mal bequem aus der dualen Aufgabe
ablesen:

d*(t) = (b+tAD) AV =d" +t ADA". (10.9)

Die Erkenntnisse fassen wir wie folgt zusammen:
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Satz 10.2 (Sensitivitatssatz bei LP bei Anderungen in der rechten Seite).

Es seien x* und (A%, u*) Losungen der primalen Aufgabe (8.1) bzw. der dualen Aufgabe (8.3) zu einer
Basis B. Dann gilt:

(i) Fir beliebiges Ab € R™ und zugehdorige t gemdf3 (10.8) ist (A*p*) fiir (10.6)qual Weiterhin ein opti-
maler Basisvektor, und x(t) aus (10.7) ist ein optimaler Basisvektor fiir (10.6)primal. Der gemeinsame
Optimalwert beider Aufgaben ist b'A* + t (Ab)TA*.

(i) Ist die rechte Grenze des Intervalls (10.8) echt positiv, dann ist die Optimalwertfunktion
b — Y(b) := gemeinsamer Optimalwert von (8.1) und (8.3)

an der Stelle b in Richtung Ab (einseitig) richtungsdiffbar, und die Richtungsableitung ist gegeben
durch

¥ (b; Ab) = (Ab)TA".

(iii) Istx™ nicht entartet, gilt also xj; > 0, dann ist die Optimalwertfunktion in einer offenen Kugel B, (b)
von b linear mit

¥(b+ Ab) = (b+Ab)'A"  fiir Ab € B,(0).

Damit ist ¥ tiberall in dieser Kugel differenzierbar, und es gilt

¥'(b+ Ab) = (1)"  fiir Ab € B,(0).
Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Satz 10.1.

Bemerkung 10.3 (Zur Bedeutung der Komplementarititsbedingung). Angenommen, x* und (A%, yi*)
sind Losungen der primalen Aufgabe (8.1) bzw. der dualen Aufgabe (8.3) zu einer Basis B, also optimale
Ecken, wie sie mit dem primalen oder dem dualen Simplex-Verfahren berechnet werden. Stellt man fest,

dass p; = 0 ist, so bedeutet das, dass die Ungleichung x; > 0 unwesentlich fiir die Losung der primalen
Aufgabe ist.
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§ 11 EINFUHRUNG

Unser Ziel ist es auch in diesem Kapitel wieder, notwendige und hinreichende Optimalitatsbedingungen
herzuleiten und grundlegende Verfahren fiir konvexe Optimierungsaufgaben kennenzulernen. Charak-
teristisch fiir die konvexe Optimierung wird das Zusammenspiel zwischen Eigenschaften konvexer
Mengen und konvexer Funktionen sein.

Bemerkenswert dabei ist, welche starken topologischen bzw. analytischen Eigenschaften aus der
Konvexitit von Mengen bzw. Funktionen folgen, siehe z. B. Satz 13.19 und Satz 14.19.

§ 1.1 KONVEXE MENGEN

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 2.1.1

Definition 11.1 (Konvexe Menge).
Eine Menge C C R" heifit konvex, wenn mitx,y € C unda € [0,1] auchax+ (1—a)y € C ist, also die
gesamte Verbindungsstrecke von x und y.

Abbildung 11.1: Konvexe Mengen (blau) und eine nichtkonvexe Menge (rot) im R?.

Beispiel 11.2 (Konvexe Mengen).
Wichtige konvexe Mengen sind:

(i) offene Kugeln B,(y) = {x e R"|||x — y|| < ¢},
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(ii) abgeschlossene Kugelnm ={xeR"||lx-yll <€},
(iii) Hyperebenen H(a,f) = {x e R"|a'x = f} mitae R",a#0und f e R,

(iv) offene Halbraume {x € R" |a'x < i},

(v) abgeschlossene Halbriume H™ (a, f) = {x € R" |a'x < f} und H*(a, ) = {x e R" |a'x > f},

(vi) das Einheitssimplex im R™ (siehe Abbildung 11.2)

n
inSL x; >0, i:1,...,n}.

i=1

An:{xeR"

~

X1 X2

X1
Abbildung 11.2: Einheitssimplizes im R? und R3.

Quizfrage 11.1: Was sind die konvexen Teilmengen von R?

Satz 11.3 (Operationen auf konvexen Mengen).

(i) Essei{C;}jcy eine beliebige Familie konvexer Mengen in R". Dann ist der Durchschnitt () ;c; C;
konvex.

(ii) Es seien C; C R™ konvex, i =1,...,k. Dann ist das kartesische Produkt C; X - - - X Cy konvex in
R™M x ... x R,

(iii) Essei f: R®™ — R™ eine (affin-)lineare Abbildung, also f(x) = Ax +b, und C C R" und D C R™
konvexe Mengen. Dann sind das Bild f(C) € R™ und das Urbild f~}(D) C R" konvex.

(iv) Sind C1, Cy € R™ konvex, dann sind
BC ={Bxi|x1€Ci} fiurfeR
sowie die Minkowski-Summe
Ci+Co={x1+x2|x € Cy, x2 € Cp}

konvex. Insbesondere sind Verschiebungen (Translationen) konvexer Mengen, die sich ergeben, wenn
man in der Minkowski-Summe C, = {x} setzt, konvex. Man schreibt dann auch C; + x statt C;+{x}.
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Beachte: Eine Menge C C R” ist genau dann konvex, wenn ¢ C + (1 — a) C C C fiir alle @ € [0,1]
gilt.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe 8.1. O

Quizfrage 11.2: Ist die Vereinigung konvexer Mengen wieder konvex?

Definition 11.4 (Konvexkombination).

(i) x € R" heifit eine Konvexkombination von xi,...,x, € R", falls x = Y a;x; gilt mit
Koeffizienten a; > 0 und .2, a; = 1. Eine solche Konvexkombination heif$t echt, wenn alle a; > 0
sind.

(ii) Ist M C R™ irgendeine (nicht notwendigerweise endliche) Menge, so heif3t x eine Konvexkombination
von M, wenn x eine Konvexkombination von endlich vielen Vektoren xy, ..., X, € M ist.

X2
X2

X3

X1 X1

Abbildung 11.3: Konvexkombinationen von zwei und drei Punkten in R?. Bei zwei Punkten kann man
auch a x; + (1 — a) x, mit @ € [0,1] schreiben.

Beachte: An dieser Stelle wird die Bemerkung nach Definition 6.12 klar, dass die Ecken eines Po-
lyeders P genau diejenigen Punkte von P sind, die sich nicht als echte Konvexkombination zweier
verschiedener Elemente von P schreiben lassen.

Lemma 11.5 (Charakterisierung konvexer Mengen).
Eine Menge M C R" ist genau dann konvex, wenn sie alle Konvexkombinationen von M enthilt.

Beweis. ,=": Es sei M konvex. Wir haben zu zeigen: Fir m € Nund xy,...,x, € M sowie ay, ...,y >
0 mit )7 o = 1gilt: x = 27 a; x; € M. Wir verwenden dazu Induktion nach der Anzahl m der
beteiligten Vektoren: Fiir m = 1, 2 ist die Behauptung erfiillt. (Quizfrage 11.3: Warum?) Es sei bereits
gezeigt, dass M alle Konvexkombinationen von hochstens m Elementen enthélt.

Schluss auf m+1: Es seien a; > 0, 7:{1 ai=1lundx = :':"Il a; x;. 0.B.d. A. gelte 41 < 1. (Ansonsten
ist x = x4 und nichts zu zeigen.) Setze f; = I_Zi - fari=1,...,m. Dannist f; > Ound },}2; f; = 1.

Der Vektor y = >, f; x; gehort zu M, also auch die folgende Konvexkombination von y und x,.:
x=(1-amu) Y+ Ol Xm1-

»<": Es seien x1, x, € M. Nach Voraussetzung enthilt M alle Konvexkombinationen a x; + (1 — a) x
mit « € [0,1], d. h., M ist nach Definition konvex. m]
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Definition 11.6 (Konvexe Hiille).
Es sei M C R™. Der Durchschnitt aller konvexen Teilmengen von R", die M enthalten, also

conv(M) = ﬂ{C CcR" | C ist konvex und M C C}, (11.1)

heif3t die konvexe Hiille von M. conv(M) ist also die kleinste konvexe Menge, die M enthilt.

Beachte: Es gilt M C conv(M), daher der Name konvexe Hiille.

~Hille®  konvex

Abbildung 11.4: Konvexe Hiillen einiger Punktmengen in R,

Lemma 11.7 (Charakterisierung der konvexen Hiille).
Es sei M C R". Dann gilt:

conv(M) = Menge aller Konvexkombinationen von M.

Beweis. Es sei C die Menge aller Konvexkombinationen von M. Natiirlich gilt dann M C C. Im Fall
M = 0 ist nichts zu zeigen, weil dann auch C = 0 ist. Wir gehen also jetzt von M # 0 aus.

sconv(M) C C*: Wir zeigen: C ist konvex. Damit kommt diese Menge im Durchschnitt (11.1) vor, also
gilt conv(M) C C.

Es seien x, y € C, also gibt es Zahlen m,# € Nund fy, ..., fn = 0 sowie y1,...,y, = 0 mit 3,70, fi =1
und 2521 yj =1 sodassx = 272, fix;und y = Z§=1 y; ¥j gelten mit irgendwelchen x;, . . ., x,, € M und
Y1, ---» Ve € M. Es sei a € [0,1]. Dann gilt

m ¢
ax+(1—0!)y=aZﬁixi"‘(l_a)Z}’jyj’
i=1

=1

d.h., @ x+(1-a) y ist Linearkombination der {x;}2, U { yj}?:l' Die Koeflizienten sind > 0 und ergeben
in der Summe 1. Damit ist  x + (1 — @) y € C, also C konvex.

sconv(M) 2 C*“: Es sei x € C, also eine Konvexkombination von M. Wegen M C conv(M) ist x auch
eine Konvexkombination von conv(M). conv(M) ist konvex, stimmt also nach Lemma 11.5 mit der
Menge seiner Konvexkombinationen tiberein. Also ist x € conv(M). O

Beachte: M ist konvex © M = conv(M).
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§ 11.2  KONVEXE FUNKTIONEN
Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 2.1.2

Definition 11.8 (Konvexe Funktion).
Es sei C C R" konvex. Eine Funktion f: C — R heifit

(i) konvex (englisch: convex) auf C, falls

flax+(1-a)y) <af(x)+1-a)f(y) (11.2)
fiir allex, y € C und a € [0,1] gilt.

(ii) strikt konvex (englisch: strictly convex) auf C, falls

flax+(1-a)y) <af(x)+1-a)f(y) (1.3)

firallex,y € C mitx # y und a € (0,1) gilt.
(iii) p-stark konvex (englisch: u-strongly convex) oder stark konvex mit Parameter u > 0 auf C, falls
flax+(1-a)y)+ g a(1-a)llx-yl* <af(x)+1-a)f(y) (11.4)
fiirallex, y € C und a € [0,1] gilt.

(iv) konkav (englisch: concave) bzw. strikt konkav bzw. stark konkav auf C, wenn —f konvex bzw.
strikt konvex bzw. stark konvex auf C ist.

Die Bedingung (11.2) kdnnen wir so lesen, dass der Funktionswert an einer Konvexkombination immer
kleiner oder gleich der Konvexkombination der Funktionswerte ist. Anschaulich bedeutet (11.2) damit,
dass der Funktionsgraph von f unterhalb aller Sehnen verlauft, siehe Abbildung 11.5.

Beachte: Zur Definition einer konvexen Funktion gehort notwendigerweise auch eine konvexe Defini-
tionsmenge.

Beachte: In Geiger, Kanzow, 1999, Definition 3.2 wird die Bedingung (iii) als gleichmiflige Konve-
xitit (englisch: uniform convexity) bezeichnet. Das ist in der Literatur leider nicht einheitlich.

Quizfrage 11.4: Was hat die p-starke Konvexitit von f mit der Konvexitit von f(-) — £|-||* zu tun?

Beachte: Fiir Funktionen f: C — R wie in Definition 11.8 gilt:

f stark konvex = f strikt konvex = f konvex.

Beispiel 11.9 (Beispiele konvexer Funktionen).

(i) Die affin-lineare Funktion f(x) = a'x + f ist gleichzeitig konvex und konkav aufR".
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X X

Abbildung 11.5: Beispiele strikt konvexer Funktionen (links und Mitte) und konvexe, aber nicht strikt
konvexe Funktion (rechts) auf Intervallen in R.

(ii) Die quadratische Funktion f(x) = % TQ x + c"x + y mit symmetrischer Matrix Q € R™" ist
o konvex & Q ist positiv semidefinit,
« p-stark konvex & Q ist positiv definit mit kleinstem Eigenwert Apyin (Q) > p1 > 0.
(iii) f(x) = ||x — z|| mitz € R™ ist konvex auf R", aber nicht strikt konvex.
(iv) f(x) = ||x — z||? mit z € R" ist stark konvex auf R™ mit u = 2.
(v) f(x) = |lx — z||* mitz € R" ist strikt konvex auf R", aber nicht stark konvex.
(vi) f(x) = exp(x) ist strikt konvex auf R, aber nicht stark konvex.
(vii) f(x) = exp(x) ist stark konvex auf jedem Intervall [c, c0) mitc € R.

(viii) f(x) = In(x) ist strikt konkav auf (0, c0), aber nicht stark konkav.

Quizfrage 11.5: Gibt es aufler affin-linearen Funktionen noch weitere Funktionen auf R", die gleich-
zeitig konvex und konkav sind?

In der konvexen Optimierung ist es hilfreich, auch Funktionen zuzulassen, deren Funktionswerte in
R U {£o0} liegen. Man spricht dann von erweitert reellwertigen Funktionen. In R U {+o0} gelten
folgende Regeln:
(i) a+ 00 =00+ a = oo fur alle a € R sowie fiir a = co.
(ii) a— 00 = —co + a = —oo fiir alle a € R sowie fiir a = —
(iii) aoo = coa = oo fur alle a > 0 sowie fiir a = 0.

(iv) aoco = 00 g = —oo fiir alle a < 0 sowie fiir a = —c0.

(v) a(—o0) = (—00)a = —oo fur alle a > 0 sowie fiir a = co.
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(vi) a(—c0) = (—o0)a = oo fiir alle a < 0 sowie fiir a = —co.
(vii) 000 =000=0(—00) =(—00)0=0.
(viii) —oo < a < oo fiir alle a € R.
(ix) —o0 < a < oo fiir alle a € R U {zo00}.
Die Kombinationen co — co und —oo + oo sind undefiniert und miissen vermieden werden.

Die Kommutativitit und Assoziativitit der Addition und der Multiplikation sowie das Distributivgesetz
gelten auch in R U {+co} weiter, sofern in den betreffenden Ausdriicken jeweils alle Terme definiert
sind. Beispielsweise gilt (2 + 1)oo = 2 00 + 100 = 00 + 00 = o0, Beim Ausdruck (=3 + 1)co = =200 = —0
jedoch darf man das Distributivgesetz nicht anwenden, da —co + oo nicht erklart ist.

Der Mehrwert erweitert reellwertiger Funktionen liegt in folgenden Uberlegungen begriindet:

(1) Wir konnen jede reellwertige Funktion f: M — R, die auf einer Teilmenge M C R" definiert ist,
auf ganz R" fortsetzen, in dem wir f: R” — R U {co} definieren als

o) = { f(x) fallsxeM,

) falls x ¢ M. (15)

Daher haben wir es nur noch mit Funktionen zu tun, die auf ganz R" definiert sind.

(2) Wir konnen die zuldssige Menge einer Optimierungsaufgabe einfach dadurch in die Aufgabe
einbauen, dass wir den Wert der Zielfunktion auflerhalb der zuldssigen Menge auf co setzen.
Dies gelingt einfach durch Addition einer Indikatorfunktion.

Definition 11.10 (Indikatorfunktion).
Es sei M C R" irgendeine Menge. Die Funktion Ij;: R™ — R U {oo}, definiert durch

Ty () 0, fallsxeM, (11.6)
x) = 11
M oo, fallsx ¢ M,

heift die Indikatorfunktion (englisch: indicator function) von M.

Der Mehrwert von Funktionen, die auch den Wert —co annehmen, wird bei den Richtungsableitungen in
§ 14.2 deutlich werden. In manchen Resultaten, etwa in Satz 11.17, wird dieser Fall auch ausgeschlossen.

Definition 11.11 (Eigentlicher Definitionsbereich, eigentliche Funktion).
Essei f: M — R U {+o0} eine Funktion. Dann heift

dom f = {x € M| f(x) < o0} (11.7)

der eigentliche Definitionsbereich oder englisch: (effective) domain von f. Die Funktion f heift
eigentlich (englisch: proper function), wenn f nirgendwo den Wert —co annimmt und f nicht identisch
oo (alsodom f # 0) ist.
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Beachte: Wenn f eine konvexe Funktion (also auch die Definitionsmenge M konvex) ist, dann ist
dom f konvex.

Wir erweitern jetzt die Definition 11.8 auf erweitert reellwertige Funktionen. Anderungen gegeniiber
Definition 11.8 sind farblich hervorgehoben. Insbesondere sind die Begriffe strikte und starke Konve-
xitit nicht fiir beliebige erweitert reellwertige Funktionen sinnvoll. Die eigentlichen Funktionen sind
aber eine geeignete Funktionenklasse dafiir.

Definition 11.12 (Erweitert reellwertige konvexe Funktion).
Es sei C € R" konvex.

(i) Eine Funktion f: C — R U {+co} heifit konvex (englisch: convex) auf R", falls
flax+(1-a)y) <af(x)+1-a)f(y) (11.8)
gilt fiir alle x, y € C und a € [0, 1], fiir die die rechte Seite definiert ist.
(ii) Eine eigentliche Funktion f: C — R U {co} heifst strikt konvex aufR", falls
flax+(1-a)y) <af(x)+1-a)f(y) (11.9)
gilt fir allex, y € dom f C C mitx # y und a € (0,1).

(iii) Eine eigentliche Funktion f: C — R U {co} heifit u-stark konvex oder stark konvex mit Para-
meter u > 0 auf C, falls

flax+(1-a)y)+ ga (1= a)llx = ylI* < af (x) + 1= &) f(y) (11.10)

gilt fiir allex, y € C und a € [0,1].

Beachte: Die rechte Seite in (11.8) ist genau dann nicht fir alle a € [0,1] definiert, wenn f(x) = co
und f(y) = —co gilt oder umgekehrt. In (11.9) und (11.10) ist das ausgeschlossen, da f eigentlich ist.

Quizfrage 11.6: Gilt fiir erweitert reellwertige, eigentliche Funktionen noch immer die Aussage ,.f
stark konvex = f strikt konvex = f konvex“?

Satz 11.13 (Konvexitit der Erweiterung konvexer Funktionen).

(i) EsseiC C R" konvex und f: C — RU{xco} konvex. Dann ist die Fortsetzungj_‘: R" - RU {00}
auf R" konvex.

(ii) Es sei f: R™ — R U {xco} konvex. Dann ist dom f C R" konvex, und die Einschrinkung
fldomr: dom f — R U {—oco} ist auf dom f konvex.

Beachte: Dieses Resultat zeigt, dass wir im Folgenden immer davon ausgehen kénnen, dass eine
konvexe Funktion auf ganz R" definiert ist. Wir werden daher auch nicht mehr zwischen f und f
unterscheiden.
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Beweis. Aussage (i): Es sei C € R" konvex und f: C — R U {£oo} konvex. Wir miissen zeigen:

flax+(1-a)y) <af(x)+1-a)f(y) (11.11)

fiir alle x, y € R™ und alle a € [0, 1], fur die die rechte Seite definiert ist.

Falls x, y € C liegen, dann ist (11.11) nach Definition erfiillt, da f auf der gesamten Verbindungsstrecke
zwischen x und y mit f tibereinstimmt.

Falls x ¢ C liegt, also f(x) = oo, und y € C gilt, dann ist die rechte Seite in (11.11) entweder gleich oo
fiir alle @ € [0, 1] oder (im Fall f(y) = f(y) = —oco) nur fir a € {0,1} definiert. In jedem Fall ist (11.11)
erfullt.

Dieselbe Argumentation ist natiirlich giiltig, wenn y ¢ C und x € C liegt.
Im Fall x, y ¢ C gilt f(x) = f(y) = oo, daher ist (11.11) ebenfalls fiir alle & € [0, 1] erfiillt.

Aussage (ii): Es sei f: R" — R U {+co} konvex, es gilt also

flax+(1-a)y) <af(x)+1-a)f(y) (11.12)

fiir alle x, y € R" und alle « € [0, 1], fur die die rechte Seite definiert ist.

Wir zeigen zunichst, dass dom f C R" konvex ist. Es seien dazu x, y € dom f. Dann ist die rechte
Seite in (11.12) fiir alle & € [0, 1] definiert. (Quizfrage 11.7: Warum?) Aus (11.12) folgt

flax+(1-a)y) <af(x)+(1-a)f(y) <o

<o <00

fur alle @ € [0, 1], sodass die linke Seite nicht co ist. Also gehort @ x + (1 — @) y zu dom f. Dieselbe
Ungleichung zeigt auch bereits, dass f|qom r: dom f — R wie behauptet konvex ist. O

Folgerung 11.14 (Konvexitit der Indikatorfunktion). Die Indikatorfunktion In;: R™ — R U {co} einer
Menge M C R" ist genau dann konvex, wenn die Menge M konvex ist.

Definition 11.15 (Epigraph). Sei f: R® — R U {xco} eine Funktion, dann bezeichnet man die Menge
aller Punkte, die auf oder iiber dem Graph der Funktion liegen als Epigraph:

epif ={(}) eR"XR|y > f(x)}. (11.13)

Beachte: Dann gilt f(x) = inf{y e R| (x,y) € epif} .

Es gilt folgende wichtige Charakterisierung konvexer Funktionen:

Satz 11.16 (Epigraph-Charakterisierung konvexer Funktionen).
Eine Funktion f: R" — R U {00} ist genau dann konvex, wenn ihr Epigraph eine konvexe Menge ist.
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Abbildung 11.6: Epigraph einer Funktion f: R — R U {co}.

Beweis. Es sei zunichst f konvex, und es seien (y ) und (%) Punkte in epi f. Insbesondere ist also

f(x) < oound f(y) < co. Die Ungleichung (11.8) gilt also fiir alle « € [0,1], d. h.,

flax+(Q-a)y)<af(x)+(1-a)f(y) <ay+(1-a)d.

eyt o) oo ) e

Das bedeutet aber

Also ist epi f konvex.

Ende der Woche 8

Umgekehrt sei nun epi f konvex und x, y € R™. Wir miissen (11.8) fiir diejenigen « € [0, 1] nachweisen,
fur die rechte Seite definiert ist.

Wir unterscheiden einige Fille. Wenn f(x) und f(y) beide endlich sind, dann gehéren ( f(xx) ) und
(f(yy) ) zu epi f. Die Konvexitét von epi f zeigt, dass auch a ( f{x) ) + (1 — @) (f(yy) ) zu epi f gehort,

also gilt (11.8), was zu zeigen war.

Im Fall f(x) = oo und f(y) > —oo ist die Ungleichung (11.8) trivialerweise fiir alle & € [0,1] erfiillt.
Dasselbe gilt im umgekehrten Fall f(x) > —co und f(y) = co.

Es verbleiben drei Félle. In einem davon ist f(x) = —co und f(y) endlich. Nach Voraussetzung gehort
(}) zu epi f fiir jedes y € R. Weiter sei (3 ) ebenfalls in epi f. Die Konvexitét von epi f impliziert, dass
auch a (y) + (1—a) (%) zu epi f gehért, also gilt

flax+(1-a)y)<ay+(1-a)d
fir alle @ € [0,1]. Da y € R beliebig ist, folgt daraus

flax+(1-a)y) = oo
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fiir alle @ € (0, 1]. Deshalb ist die Ungleichung (11.8) fiir alle diese a und auch fiir & = 0 erfiillt.

Eine dhnliche Argumentation zeigt die Behauptung im Fall f(x) endlich und f(y) = —co sowie auch
im Fall f(x) = f(y) = —oco. O

Satz 11.17 (Operationen auf konvexen Funktionen).
(i) Sind f;: R = R U {co} konvex auf R™ und f; > 0 firi =1,...,m, dann ist die durch

£ = 3 Ao

definierte Funktion f: R" — R U {co} konvex aufR".

Beachte: Wir lassen hier nicht zu, dass eine der Funktionen f; irgendwo den Wert —co annimmt.
Wegen der Summenbildung widre sonst moglicherweise f(x) nicht definiert.

(ii) Sind die Funktionen f;: R* — R U {xoo} konvex aufR" fiir alle i aus irgendeiner Indexmenge I,
dann ist die durch das punktweise Supremum

Fx) = sup{fi(x) li € I}
definierte Funktion f: R"™ — R U {+oo} konvex auf R".

(iii) Ist g: R™ — R™ affin-linear und f: R™ — R U {xoo} konvex, so ist (f 0 g): R* — R U {xo0}
konvex aufR".

(iv) Ist g: R®™ — R konvex und ist f: R — R U {xco} konvex und monoton wachsend, so ist (f o
g): R" - R U {£oo} konvex.

Beachte: Aus Aussage (iv) folgt insbesondere, dass die Funktion g2 konvex auf R" ist, wenn g: R” — R
konvex ist und g(x) > 0 gilt fur alle x € R". (Quizfrage 11.8: Genaue Begriindung?)

Beweis. Der Beweis ist Inhalt von Hausaufgabe 8.4. O

Im Folgenden wollen wir die Konvexitit diffbarer Funktionen mit Hilfe der ersten und zweiten
Ableitung charakterisieren. Natiirlich impliziert die Diffbarkeit, dass die Funktionswerte endlich
sind, daher gelten die Charakterisierungen in Satz 11.18 und Satz 11.19 nur fiir reellwertige konvexe
Funktionen.

Satz 11.18 (Charakterisierung konvexer Funktionen mittels erster Ableitung).
Es sei C € R" offen und konvex sowie f: C — R diffbar. Dann gelten:

(a) Es sind dquivalent:
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(i) f ist konvex aufC.

(ii) Furallex,y € C gilt:
fG)=f(y) = f(yx-y). (11.14)

(iii) Firallex,y € C gilt:
(f') = f(»)x-y) =o. (11.15)

Man sagt zu (11.15), die Ableitung f” sei auf C ein monotoner Operator.
(b) Es sind dquivalent:
(i) f ist strikt konvex auf C.

(ii) Firallex,y € C mitx # y gilt:
f)=f) > (G =y). (11.16)

(iii) Firallex,y € C mitx # y gilt:
(f () = f (M) (x = y) > 0. (11.17)

Man sagt zu (11.17), die Ableitung f” sei auf C ein strikt monotoner Operator.
(c) Es sind dquivalent:
(i) f ist stark konvex aufC.

(i) Es existiert u > 0, sodass fiir alle x, y € C gilt:

f6) =) = F ()= y) + 5 llx =yl (1118)

(iii) Es existiert yu > 0, sodass fiir alle x, y € C gilt:

(f () =) x = y) = pllx = ylI*. (11.19)

Man sagt zu (11.19), die Ableitung f’ sei auf C ein stark monotoner Operator.

Beachte: Nach Aussage (a) ist eine diffbare Funktion f: C — R genau dann konvex, wenn der Graph
oberhalb aller seiner Tangentialebenen

T(x;y) = f(y)+ f'(y)(x —y) (Tangentialebene an f im Punkt y € C)

verlduft, siehe Abbildung 11.7. Anders ausgedriickt: Eine diffbare Funktion ist genau dann konvex,
wenn alle Taylormodelle erster Ordnung (Tangenten) die Funktion unterschétzen.

Beachte: Fiir konvexe C?-Funktionen konvergiert das lokale Newton-Verfahren der Optimierung
§ 5.3 sogar global.
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Abbildung 11.7: Charakterisierung der Konvexitat diffbarer Funktionen iiber ihre Tangenten.

Beweis. Wir zeigen nur die Aussage (c) iiber die Charakterisierung der starken Konvexitét. Die Aussa-
gen (a) und (b) lassen sich analog beweisen.

(i) = (ii): Es sei f stark konvex auf C und x, y € C, a € [0,1]. Dann gilt

fy+ax-y)=flax+(1-a)y) <af(x)+1A-a)f(y) - ga(l—a)llx—yllz

- f(y+a(x;y))_f(y) sf(x)—f(y)—g(l—a)llx—yllz

= U= < f@) =)~ Llx= I’ (Grenzitbergang a \, 0),

d.h,, es gilt (11.18).

(ii) = (i): Es gelte (11.18), und es seien x,y € Cund a € [0,1]. Setze z := ax + (1 — ) y. Eine
zweimalige Anwendung von (11.18) ergibt

f&) = f@) 2 @) =2)+ 5 e =z
fO = f@ = f @ -2+ 5y ==

Wir multiplizieren die erste Ungleichung mit «, die zweite mit (1 — @) und addieren:

af () + (1= f () = f(2) = af (@x + (1= @)f @y - f @2+ L alx =z + £ (1= )lly -2l

=0 nach Definition von z

=La (1-a)|Ix-y||? (nachrechnen)

Durch Einsetzen von z = a x + (1 — «) y folgt schliellich
af () +(1-)f (1) - flax+(1-a)y) = La(1-a)lx -yl

d.h., f ist stark konvex.
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(ii) = (iii): Es seien x, y € C. Eine zweimalige Anwendung von (11.18) ergibt

FG) =) = f =)+ llx =yl
fO) = FG) = F@)(y =)+ e =yl

und aus der Addition der Ungleichungen folgt (11.19).

(iii) = (ii): Es seien x, y € C. Wir betrachten die Funktion t — D(t) = f(y +t (x — y)) und deren
Ableitung ¢ +— d(t) := f'(y+1t (x — y))"(x — y) auf [0, 1]. Wir zeigen zunichst, dass d auf [0, 1] stark
monoton ist. Es seien dazu s, t € [0, 1] beliebig. Dann ist

d(t) =d(s)(t =)= [ (y+t(x =) (x=y) = F (y+sx=y)(x= ]t -5
= [f(y+tx—y) - f(y+sx—y)] (t-s)(x-y)
> pll(t=s)(x = p)|I*  wegen (11.19)
= pllx = ylI*|t = sl

Da monotone Funktionen Riemann-integrierbar sind (Heuser, 2003, Satz 83.3), ist der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung (siehe etwa Heuser, 2003, Satz 79.1) anwendbar, und es folgt

D(1) - D(0) = /1 d(t) dt.

0

Daher gilt weiter

1
D(1) - D(0) - d(0) = /0 [d(1) — d(0)] dr
1
=/0 %[d(t)—d(o)] (- 0)dt

1
> plx= I [ e
0

_Hy 2
= Lyl

Das Einsetzen der Definitionen von D und d ergibt schlie8lich

F6) = f) = F D= 9) = Sl = I

also (11.18). O

Satz 11.19 (Charakterisierung konvexer Funktionen mittels zweiter Ableitungen).
Es sei C € R" offen und konvex sowie f: C — R zweimal diffbar. Dann gelten:

(a) Es sind dquivalent:
(i) f ist konvex aufC.

(i1) f"(x) ist positiv semidefinit (hat nur nicht-negative Eigenwerte) fiir alle x € C.
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(b) Ist f” (x) positiv definit fiir alle x € C, so ist f strikt konvex auf C.
(c) Es sind dquivalent:
(i) f ist stark konvex auf C mit Konstante p > 0.

(ii) Der kleinste Eigenwert von " (x) erfiillt Amin (f"'(x)) = p > 0 fiir allex € C.

Beachte: Die Umkehrung von Aussage (b) gilt nicht, wie das Beispiel f(x) = x* zeigt. Diese Funktion
ist strikt konvex auf R, aber f”/(0) = 0 ist nur semidefinit.

Beweis. Wir beweisen zuerst Aussage (c).

(i) = (ii): Es sei f stark konvex auf C mit Konstante p > 0. Nach Satz 11.18 (c) ist f’ dann stark
monoton auf C, erfiillt also (11.19). Fiir beliebiges x € C und d € R" ist daher

f’(X+td) ',

de//(x) d=
f’(X+ td) f'(x)

t—>0 12

(td)
1 2

> }l_r)r(l) 2 A ltd]|* wegen (11.19)

= plldl*.

Daraus folgt, dass Amin (f/(x)) > p ist.

(ii) = (i): Es gelte nun umgekehrt Apnin (f(x)) > p > 0 fur alle x € C. Es seien x, y € C beliebig.
Die Funktion D(t) = f'(y +t (x — y)) (x — y) ist diffbar und monoton wachsend in ¢ € [0,1], da ihre
Ableitung d(t) = (x — ¥)"f”"(y +t (x — y)) (x — y) auf [0, 1] nach Voraussetzung nichtnegativ ist.

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, angewendet auf die Funktion D und ihre
Ableitung d, folgt

D(1) = D(0) = /01 d(t) dt,

also

1
') = (] (x-y) = /0 (x=»'f"(y+t(x=y) (x—y)dt

1
> u/ lx - yl2dt
0

= pllx = yl*.

Das heifdt, f” ist stark monoton, und nach Satz 11.18 (c) ist f stark konvex.

Der Beweis von Aussage (a) erfolgt genau auf die gleiche Weise mit p = 0. Zum Beweis von Aussage (b)
nehmen wir an, dass f”/(x) fiir alle x € C positiv definit ist. Es seien x, y € C, x # y, und wir setzen D
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und d wie oben. Dann ist d(¢) > 0 fiir alle ¢ € [0, 1]. Wieder mit dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung folgt

/() = ()] (x - y) = /0 (=) (y+ 1 (x =) (x - y)dt > 0.

Das heifit, f” ist strikt monoton, und aus Satz 11.18 (b) folgt die strikte Konvexitéit von f auf C. O

§ 12 KONVEXE OPTIMIERUNGSAUFGABEN

Wir betrachten die konvexe Optimierungsaufgabe
Minimiere f(x) tuber x € R" (12.1)

mit konvexer Zielfunktion f: R” — R U {+00}. Diese Problemklasse enthélt insbesondere Aufgaben
der Form
Minimiere g¢g(x) iberx € C, (12.2)

wobei die zuldssige Menge C C R” konvex und g: C — R eine konvexe reellwertige Funktion ist.
Setzen wir dann f := g + Ic mit der Indikatorfunktion I von C, setzen also g durch den Wert co
auflerhalb von C fort, so ergibt sich eine Aufgabe der Form (12.1). Formal handelt es sich bei (12.1) um eine
unrestringierte Optimierungsaufgabe, die jedoch implizit die Nebenbedingung x € C = dom f enthalt.
Beispiele fiir (12.1) sind samtliche linearen Optimierungsaufgaben aus Kapitel 2, nicht notwendigerweise
in Normalform. Weitere Beispiele folgen.

Die Grundbegriffe aus Definition 1.1 gelten i. W. auch fiir Aufgaben mit erweitert reellwertigen Ziel-
funktionen weiter. Wir wiederholen sie hier jedoch der Klarheit wegen.

Definition 12.1 (Grundbegriffe fiir die konvexe Optimierung).
(i) Der Wert
f*=inf {f(x)|x € R"}

heif3t der Infimalwert der Aufgabe (12.1).

(ii) Ein Punkt x* € dom [ heif$t ein globaler Minimierer, globale Minimalstelle oder global
optimale Losung, wenn gilt:

f(x*) < f(x) fir allex € R".

Aquivalent dazu ist: f (x*) = f*. In diesem Fall heif$t die Zahl f* dann auch das globale Minimum
oder der globale Minimalwert von (12.1).

(iii) Ein Punkt x* € dom f heift ein lokaler Minimierer, lokale Minimalstelle oder lokal optimale
Losung, wenn es eine Umgebung U (x*) gibt, sodass gilt:

f(x*) < f(x) fiir allex € U(x").

In diesem Fall heifit f(x*) dann auch ein lokales Minimum oder ein lokaler Minimalwert von

(12.1).
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Beachte: Wenn der Infimalwert f* endlich ist, nennen wir ihn auch Optimalwert.

Beachte: Dem Begriff des lokalen und globalen Minimierers haben wir die Bedingung x* € dom f
hinzugefiigt. Der Funktionswert dort darf also nicht oo sein. Das erfolgt vor dem Hintergrund, dass
wir bei der Formulierung von (12.2) in der Form (12.1) den Funktionswert f(x) = oo ja gerade als
Kennzeichen dafiir verwenden, dass der zugehorige Punkt x unzulassig war.

Der Optimalwert f* der Aufgabe (12.1) ist wieder entweder f* = —oo, oder f* ist endlich, oder es gilt
f* = oo. Letzteres ist genau dann der Fall, wenn f = oo ist, also dom f =  gilt. Diesen Fall werden wir
aber im Folgenden oft ausschlielen, ebenso wie den Fall, dass f den Wert —co annimmt. Mit anderen
Worten: Wir werden oft annehmen, dass f eine eigentliche Funktion ist.

Die fundamentale Bedeutung der Konvexitit in der Optimierung erldutert der folgende Satz.

Satz 12.2 (Hauptsatz der konvexen Optimierung).

(i) Jeder lokale Minimierer von (12.1) ist bereits ein globaler Minimierer.
(ii) Die Losungsmenge von (12.1) ist konvex (evtl. leer).

(iii) Ist f eigentlich und strikt konvex aufR", so besitzt (12.1) hdchstens eine Lisung.

Beachte: Wir brauchen also in der konvexen Optimierung nicht zwischen lokalen und globalen
Minimierern zu unterscheiden!

Beweis. Aussage (i): Es sei x* lokaler Minimierer, d.h., es gilt f(x*) < oo, und es existiert eine
Umgebung U(x*) mit f(x*) < f(x) fir alle x € U(x™), vgl. Definition 12.1. Im Fall f(x*) = —o0
ist x* zweifelsohne auch ein globaler Minimierer. Wir nehmen also nun an, dass f(x*) endlich ist.
Angenommen, es gibe ein X € R" mit f(x) < f(x*). Fir « € (0,1] gilt dann

flax+(1-a)x™) <af(x)+(1-a)f(x") < f(x"),

wobei alle Terme wohldefiniert sind. Fiir « hinreichend klein liegt aber a x + (1 — a) x* € U(x"), im
Widerspruch zur lokalen Optimalitit von x*. Also kann ein solches X nicht existieren, d. h., es ist

f(x*) < f(x) firalle x € R™.

Aussage (ii): Es seien x* und x** Losungen von (12.1), also f(x*) = f(x*) = f* (Optimalwert). Fur
a € [0,1] gilt
flax + (1= ) %) < af (x) + (1= Q) f(x™) = f*

Das zeigt, dass auch a x* + (1 — @) x** ein Minimierer von (12.1) ist.

Aussage (iii): Es seien x* und x** zwei verschiedene Minimierer von (12.1), insbesondere gilt x*, x** €
dom f. Da f eigentlich ist, haben wir aulerdem f(x*) = f(x™) = f* € R (also nicht —c0). Die
Konvexkombination (x* + x**)/2 liegt ebenfalls in dom f, daher folgt aus der strikten Konvexitat (11.9)
x* + x*

(5

) < SFO S FO) =
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im Widerspruch zur Optimalitat von x* und x**. m]

U(x")

/.x*
X

Abbildung 12.1: lllustration zum Beweis von Satz 12.2 (i) (lokale Minimierer sind globale Minimierer).

§ 13 TRENNUNGSSATZE FUR KONVEXE MENGEN

Die Trennung zweier konvexer Mengen mittels einer Hyperebene sind ein zentrales Hilfsmittel in der
konvexen Analysis und damit auch in der konvexen Optimierung. Nach einigen Vorbereitungen zu
den topologischen Eigenschaften konvexer Mengen folgen der Trennungssatz 13.26, der eigentliche
Trennungssatz 13.30 und der strikte Trennungssatz 13.32 in § 13.4.

§ 13.1  DIE AUFGABE DER ORTHOGONALEN PROJEKTION

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 2.1.3

Das folgende Beispiel fiihrt eine der wichtigsten konvexen Optimierungsaufgaben ein.

Beispiel 13.1 (Projektionsaufgabe). Zu einer nichtleeren, abgeschlossenen, konvexen Menge C € R"
und einem gegebenen Punkt p € R" suchen wir denjenigen Punkt x € C, der p am ndchsten liegt, also
die orthogonale Projektion von p auf C (bzgl. des Euklidischen Skalarprodukts), kurz: proj-(p). Als
Optimierungsaufgabe konnen wir dies in der Form

Minimiere f(x) = ||x — p|| + Ic(x) idiberx € R" (13.1)

oder auch als (vgl. Hausaufgabe 1.4)
1
Minimiere ¢g(x) = §||x —pll* +Ic(x) iiberx € R" (13.2)

schreiben. Beide Zielfunktionen in (13.1) und (13.2) sind eigentlich (Quizfrage 13.1: Warum?).

Lemma 13.2 (Projektionsaufgabe: Existenz und Eindeutigkeit).

Es sei C C R" nichtleer, abgeschlossen und konvex. Fiir jedes p € R" besitzen (13.1) und (13.2) dieselbe
eindeutige Losung x*.
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Beweis. Es sei p € R™. Wir betrachten zunachst (13.2). Um die Existenz einer Losung zu zeigen, fithren
wie eine Hilfsaufgabe ein. Dazu wiahlen wir ein w € C beliebig und definieren B als die kompakte
Kugel

B :=B.(p) mitr = |p-—w|.

Die Hilfsaufgabe lautet

. 1 2 . n
Minimiere —|lx —p||® {berx e R

2 (13.3)

unter x € CNB.
Ein Punkt x* € C ist genau dann ein globaler Minimierer von (13.2), wenn er ein globaler Minimierer
von (13.3) ist (Quizfrage 13.2: Warum?). Die zulissige Menge von (13.3) ist nicht leer (denn sie enthélt
den Punkt w) und als Schnitt der abgeschlossenen Menge C mit der kompakten Menge B wieder
kompakt. Nach dem Satz von Weierstrafl bzw. Satz 1.5 besitzt (13.3) und damit (13.2) einen globalen

Minimierer x*. Die Eindeutigkeit des globalen Minimierers von (13.2) folgt aus der strikten Konvexitat
von g mit Satz 12.2 (iii).

Mit Hilfe von Hausaufgabe 1.4 und der strikten Monotonie der Wurzelfunktion auf Ry, kann gezeigt
werden, dass jeder lokale Minimierer von (13.2) auch ein lokaler Minimierer von (13.1) ist und umgekehrt.
Da beide Aufgaben konvex sind, sind lokale Minimierer bereits globale Minimierer. Damit besitzen
(13.1) und (13.2) denselben eindeutigen globalen Minimierer x* = proj.-(p). O

Satz 13.3 (Projektionssatz: notwendige und hinreichende Bedingungen fiir (13.2)).
Es sei C C R" nichtleer, abgeschlossen und konvex und p € R". Es gilt x* = proj.(p) genau dann, wenn
x* € C ist und gilt:

(x* —=p)(x—x") >0 fiirallex € C. (13.4)

Beachte: (13.4) ist eine Variationsungleichung. Sie besagt, dass der Winkel zwischen x* — p und
x — x* 90° nicht tibersteigen darf. Anders ausgedriickt: C ist enthalten im Halbraum H* (a, f) = {x €
R"™ | a'x > f} mit Normalenvektor a = x* — p und § = a'x*, vgl. Abbildung 13.1.

p

Abbildung 13.1: Der Winkel zwischen x* — p und x — x™ darf 90° nicht tibersteigen.

Beweis. Wir definieren wie in (13.1) und (13.2) die Funktionen

f(x) =llx-pll+Ic(x) und g(x) = %le—pllz +Ic(x).
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,=": Es sei x* = proj.(p), also insbesondere x* € C. Dann gilt x* + a (x — x*) € C fiir alle x € C und
a € [0,1]. Aus der Optimalitit von x* folgt

1 * * * * 1 * *
EW?—MP=9@)3907+QU—X))=5WX—P%HNX—XNF
o? .
= 0<a(x*-p)(x—-x")+ ?Hx —x*||%.

Division durch a und Grenziibergang a \ 0 liefern die Behauptung (13.4).

~<=": Es gelte x* € C und (13.4). Daraus folgt
0> (p—x)(x—x") firallex eC
=(p-x)(x=p+p-x)
=(p-x)(x=p)+lp-x"II°
> —llp—x*llx - pll + llp — x*[[  (Cauchy-Schwarz)

Daraus folgt weiter f(x) =[x — p|| > ||p — x*|| = f(x*) fir alle x € C, d. h., x* = proj-(p). O

§13.2  AFFINE UNTERRAUME

Definition 13.4 (Affiner Unterraum). Eine Menge A C R" heif3t ein affiner Unterraum (englisch:
affine subspace) von R, wenn mitx,y € Aund o € R auchax + (1— a) y € A liegt, also die gesamte
Verbindungsgerade durch x und y.

Lemma 13.5 (Struktur affiner Unterrdume). Eine Menge A C R" ist genau dann ein affiner Unterraum
von R™, wenn es einen Unterraum U C R" und einen Vektor x, € R" gibt, sodass gilt:

A=U +x,. (13.5)

In diesem Fall gilt (13.5) fiir jedes xo € A, und U ist unabhdngig von der Wahl von xy.

Beachte: Der zu einem affinen Unterraum A gehérende Unterraum U heifit auch der Richtungsraum
von A. Ein affiner Unterraum ist nach (13.5) also ein ,verschobener” Unterraum, sieche Abbildung 13.2.

Beweis. ,<": Es sei A eine Menge von der Form (13.5). Weiter seien x1, x; € A, also x; = u; + xo und
X2 = Up + Xo mit uy, u € U. Schlie3lich sei a € R. Dann ist auch

axi+(1—a)xs =a(u+x0) +(1—a) (uz +x9) =au;+ (1—a) us +x
[ —
eU

von der Form (13.5).

»=": Es sei A ein affiner Unterraum und x, € A beliebig, aber fest. Definiere U = {x — xo | x € A}.
Nach Konstruktion gilt dann A = U + xy. Wir miissen zeigen: U ist ein Unterraum von R". Es seien
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~

Abbildung 13.2: Ein 1-dimensionaler affiner Unterraum A von R2. Der zugehérige Richtungsraum U
ist gestrichelt gezeichnet.

dazu u; = x; — xo und u; = x; — x¢ Elemente von U mit irgendwelchen x;,x, € A. Dann sind
2x1+(1—2)x0 =2x1—Xo €Aund2x2+(1—2)xo = 2x9 — x9 € A und daher

U+ Uy =x1— X9+ X2 —Xo

€A
1 1 (13.6)
=—(2x1 —x9) + (1— —)(sz —Xg) — X9 € A— Xp.
2 o / 2) -
€A €A

Das zeigt uy + u; € U, also U + U C U. Weiterhin sei € R, dann gilt

Bur = B (x1— x0)

=pxi+(1-f)xo — Xo.
N e’
€A

Das zeigt fu; € U, also fU € U. Damit ist U ein Unterraum.

Der Beweis der letzten Implikation zeigt auch, dass (13.5) fiir jedes beliebige xy € A mit einem Unterraum
der Form {x — x| x € A} gilt. Es bleibt also lediglich zu zeigen, dass die Mengen {x — xy | x € A} und
{x — %o | x € A} fur beliebige xo, Xy € A iibereinstimmen. Es seien dafiir x, x,, Xy € A. Wir schreiben
X —Xo = X — X + Xo — %o, und weil

x—x0+5co=x—x0+io—xo +x9 € A,
N —
e{x—xg | x€A}

ist der Unterraum U unabhingig vom gewéhlten Aufpunkt x. O

Wir ordnen einem affinen Unterraum A die Dimension dim A := dim U zu. Aus technischen Griinden
ist es giinstig, den Fall zuzulassen, bei dem A = 0 ist damit auch U = 0 ist. In diesem Fall setzen wir
dimA = dimU = -1

Quizfrage 13.3: Welche Gestalt hat A im Fall dim A = 0?
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Definition 13.6 (Affine Unabhangigkeit, Affinkombination).

(i) Eine Menge von Vektoren {xg, x1, ..., xx} in R", k € Ny, heifst affin unabhdngig (englisch: affine
independent), wenn die Vektoren x; — Xy, . .., X, — xo linear unabhdngig sind.’

(ii) Eine maximale Menge affin unabhdngiger Vektoren eines affinen Unterraumes A von R" heifit eine
affine Basis von A.

(iii) Ein Vektor x € R" heifst eine Affinkombination von xy, . .., x, € R", m € Ny, wenn gilt:

mit Koeffizienten a; € R, die )., a; = 1 erfiillen. Ist M C R" irgendeine (nicht notwendig endliche)
Menge, so heif3t x eine Affinkombination von M, wenn x eine Affinkombination von endlich vielen
Vektoren xy, ..., xm € M ist.

Lemma 13.7 (Dimension eines affinen Unterraums).
Es sei A C R" ein affiner Unterraum.

(i) A besitzt genau dann eine affine Basis {xo, X1, ..., Xk} aus k + 1 Elementen mit k € Ny, wenn
dim A = k ist.
(ii) Ist{xp,x1,...,xx} eine affine Basis von A, dann ldsst sich jedes Element von A auf eindeutige Art
und Weise aus {xo, x1, . . ., Xx } affinkombinieren. Genauer hat jedes x € A die Darstellung
k
X = Z a;i Xi (13.7)
i=0
mit Koeffizienten « = (ay, . .., ax)", die sich aus der eindeutigen Losung des linearen Gleichungs-
systems
1 - 1] /e 1
| NIERERE 13.8
xo P xk . X ( 3 )
| D\ \
~— ———— ——
=B =b

ergeben. Die Matrix B € R"V*&+) hat Rang k + 1. Daher ist B'B reguldr, und (13.8) kann
dquivalent als
B'Ba=B"b (13.9)

geschrieben werden.

Beachte: Fiir A = () ist k = —1 und die affine Basis die leere Menge.

Beweis. Der Beweis ist Inhalt von Hausaufgabe 10.2. O

'Ein einzelner Vektor xo € R" ist also immer affin unabhangig.
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Lemma 13.8 (Operationen auf affinen Unterraumen).
EsseiA=U +xy und B =V + yy zwei affine Unterrdume von R" wie in (13.5).

(i) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) A=B.
(b) U=V undxy—yy €U.
(c) U=V und0 € A-B.
(d) U=V und ANB # 0.

Beachte: Aussage (b) besagt, dass wir jeden beliebigen Aufpunkt xo € A wdhlen kénnen, um einen
affinen Unterraum A = U + x zu reprdsentieren.

(ii) Die Menge o A + B B fiir beliebige a, f € R ist ein affiner Unterraum von R™.

(iii) AN B ist ein affiner Unterraum von R™.

Beweis. Aussage (i): Wir zeigen zunichst (a) = (c). Es sei zundchst A=B.Esgilt U=A—-A=A-B
und andererseits V = B— B = A — B, also U = V. Die Folgerung 0 € A — B ist klar.

Wir zeigen nun (c) = (a). Es seien dazu U = V und 0 € A — B. Aus letzerer Beziehung folgt, dass es
u € Uundov € V gibt, sodass u + xg = v + yp gilt. Es sei nun x; = u; + x¢ irgendein Punkt in A mit
irgendeinem u; € U. Dannist x; =u; —u+u+xo=wy—u+0v+y,.Dauyy—u+0v e U =V gilt, liegt
x1 € B, also A C B. Analog zeigt man B C A.

Die Aquivalenz (c) & (d) ist klar. Wir zeigen nun noch (b) & (d). Dazu sei U = V. Wir miissen
uberprifen, dass die Bedingungen xy — yo € U und A N B # 0 dquivalent sind. Es sei zunichst
X0 — Yo € U, also xo = u + yp fiir ein u € U. Damit ist xo = 0 + xo € A und ebenfalls xo = u + yy € B,
also liegt xo € AN B. Umgekehrt gebe es ein x € AN B, also gilt x = u + xp = v + Yy mit irgendwelchen
u,0 € U.Dannistxy — yo=u—-v € U.

Aussage (ii): Fur a, f € R besteht @ A + B aus Elementen der Form x = a (u + x0) + f (v + yo) mit
irgendwelchenu € Uundv € V.Daau € U und fov € V gilt und U + V ein Unterraum von R" ist, ist
gezeigt, dass « A + 8 B ein affiner Unterraum ist.

Aussage (iii): Im Fall AN B = 0 ist nichts zu zeigen. Es sei also x € A N B. Wir konnen also gemaf
Aussage (i) (b) A=U + x und B =V + x darstellen. Folglich gilt ANB=(UNV)+x,unddaUNV
ein Unterraum von R” ist, ist A N B ein affiner Unterraum. O

Definition 13.9 (Affine Hiille). Es sei M C R". Der Durchschnitt aller affinen Unterrdume von R", die
M enthalten, also

aff (M) = ﬂ{A CR” |A ist affiner Unterraum von R" und M C A}, (13.10)
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heift die affine Hiille von M. aff (M) ist also der kleinste affine Unterraum, der M enthdlt.

Beachte: Es gilt M C aff(M), daher der Name affine Hiille.

—_— —

,,Hﬁlle“ affin

Definition 13.10 (Dimension einer Menge). Es sei M C R". Die (affine) Dimension von M ist
dim M := dim aff (M).

Quizfrage 13.4: Ist diese Definition konsistent mit den bereits bekannten Definitionen der Dimension
von Unterrdumen von R” und von affinen Unterrdumen von R"?

Analog zu Lemma 11.5 und Lemma 11.7 gilt:

Lemma 13.11 (Charakterisierung affiner Unterrdume und der affinen Hiille).
Es sei M C R" eine beliebige Menge.

(i) Eine Menge M C R" ist genau dann ein affiner Unterraum, wenn sie alle Affinkombinationen ihrer
Elemente enthdlt.

(ii) aff(M) ist gleich der Menge aller Affinkombinationen von M.

(iii) Es gilt M C conv(M) C aff(M).
Beachte: A ist affiner Unterraum & A = aff(A).

Beweis. Aussage (i): ,=": Es sei M ein affiner Unterraum von R”. Fir m € Nund xy,...,x, € M
sowie @y, ..., oy, € Rmit )7, o; = 1ist zu zeigen: x = ),1°, a; x; € M.

Induktion nach m: Fir m = 1, 2 ist die Behauptung erfiillt. Es sei bereits gezeigt, dass M alle Affinkom-
binationen von hochstens m Elementen enthilt.

Schluss auf m + 1 fiir m > 2: Es seien ; € R, X" a; = 1und x = Y7 @; x;. O.B. d. A. gilt @y # 1.
(Es konnen nur dann alle Koeffizienten «; = 1 sein, wenn m = 0 ist.) Setze f; = 1_2‘—’“ fuiri=1,...,m.
Dann ist }}1%; f; = 1. Der Vektor y = 2}, f; x; gehort zu M, also auch x = (1 — &m41) ¥ + Q1 Xma1-

»<": Es seien x1, x; € M. Nach Voraussetzung enthalt M alle Affinkombinationen & x; + (1 — a) x;, d. h.,
M ist affiner Unterraum.

Aussage (ii): Es sei A die Menge aller Affinkombinationen von M. Natiirlich gilt dann M C A. Im Fall
M = 0 ist nichts zu zeigen, weil dann auch A = 0 ist. Wir gehen also jetzt von M # 0 aus.

Jaff (M) € A“: Wir zeigen: A ist ein affiner Unterraum. Damit kommt diese Menge im Durchschnitt
(13.10) vor, also gilt aff (M) C A.
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Es seien x, y € A, also gibt es Zahlen m,f € Nund i, ..., fm € Rsowie yi,...,yp € Rmit )72, fi =1
und Z§:1 yj =1,sodassx = 372, fixjund y = Z§:1 Y ¥;j gelten mit irgendwelchen x4, .. ., x,,, € M und
Yis- .., Ve € M.Es sei @ € R. Dann gilt

m t
ocx+(1—a)y:aZﬁixi+(1—a)Zyjyj,
i=1 7=

d.h, ax + (1 - @) y ist Linearkombination der {x;}!", U {y; ﬁ.:l. Die Koeffizienten ergeben in der
Summe 1. Damit ist e x + (1 — ) y € A, also A ist affiner Unterraum.

Laff (M) 2 A% Es sei x € A, also eine Affinkombination von M. Wegen M C aff(M) ist x auch eine
Affinkombination von aff (M). aff (M) ist ein affiner Unterraum, stimmt also nach Aussage (i) mit der
Menge seiner Affinkombinationen tiberein. Also ist x € aff (M).

Aussage (iii): Nach Lemma 11.7 gilt M C conv(M), und conv(M) sind gerade die Konvexkombinationen
von M. Da jede Konvexkombination auch eine Affinkombination ist, gilt weiter conv(M) C aff(M). O

Satz 13.12. Essei M C R" eine beliebige Menge der Dimension k. Dann existieren k + 1 affin unabhdngige
Punkte xy, . .., xx € M, die eine affine Basis von aff (M) bilden.

Beweis. Die affine Hille aff (M) besteht aus den Affinkombinationen von M (Lemma 13.11). Da die
Dimension einer Menge von Affinkombinationen gleich der maximalen Anzahl affin unabhéngiger
Punkte ist, folgt die Behauptung. O

§ 13.3 ToPOLOGISCHE EIGENSCHAFTEN KONVEXER MENGEN

Wir geben jetzt einen wichtigen Satz der Konvexgeometrie an, der die Arbeit mit konvexen Hiillen
erheblich vereinfacht:

Satz 13.13 (Carathéodory). Es sei M C R" eine beliebige Menge der Dimension k und x € conv(M) eine
Konvexkombination von Punkten xq, ..., xn € M mitm > 0. Dann ist x bereits eine Konvexkombination
von hochstens k + 1 dieser Punkte.

Beachte: Dass jedes x € conv(M) eine Konvexkombination von Punkten xy, . ..,x, € M mitm > 0
ist, ist durch Lemma 11.7 gesichert. Der Satz besagt, dass bereits eine Teilmenge von (héchstens) k + 1
dieser Punkte ausreicht, aus denen man x konvexkombinieren kann. Die Auswahl dieser Punkte héngt
von x ab. Im Einzelfall kénnen auch weniger als k + 1 Punkte ausreichen. Das ist z. B. dann der Fall,
wenn x € M ist.

Beweis. Der Beweis ist Inhalt von Hausaufgabe 10.4. O
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Abbildung 13.3: lllustration des Satzes von Carathéodory 13.13 fiir eine Menge der Dimension k = 2.
Die schwarzen Punkte bilden die Menge M. Der rote Punkt x € conv(M) ist bereits
eine Konvexkombination der drei hervorgehobenen Punkte.

Eine konvexe Menge C C R", deren Dimension dimC < n ist, besitzt keine inneren Punkte in R".
(Quizfrage 13.5: Ist das anschaulich klar?) Das dndert sich, wenn man zur Relativtopologie in aff (C)
tibergeht. Dies fithrt zu folgenden Begriffen:

Definition 13.14 (Relatives Inneres). Es sei C C R" eine konvexe Menge.

(i) Ein Punktx € C heif$t ein relativ innerer Punkt von C, wenn es ein ¢ > 0 gibt, sodass B,(x) N
aff(C) C C liegt. Die Menge aller relativ inneren Punkte von C heif3t das relative Innere (englisch:
relative interior) und wird mit rel int(C) bezeichnet.

(ii) Ein Punktx € R™ heif3t ein relativer Randpunkt von C, wenn x € C \ relint(C) liegt. Die Menge
aller relativen Randpunkte von C heifst der relative Rand (englisch: relative boundary) und wird
mit rel d(C) bezeichnet.

Quizfrage 13.6: Was ist rel int(C), wenn die konvexe Menge C C R" die volle Dimension n hat?
Quizfrage 13.7: Was ist rel int(A) fiir einen affinen Unterraum A € R"?
Quizfrage 13.8: Wenn C; C G, ist, gilt dann auch immer rel int(C;) C relint(C,)?

Quizfrage 13.9: Warum benétigen wir keinen Begriff des relativen Abschlusses?

Satz 13.15 (vgl. Jarre, Stoer, 2004, Satz 7.2.5).
Jede nichtleere konvexe Menge C C R" besitzt ein nichtleeres relatives Inneres. Es gilt: dim rel int(C) =
dim C.

Beweis. Es sei k := dim C. Da C nichtleer ist, gilt, k > 0. Es gibt also nach Satz 13.12 affin unabhéngige
Punkte xy, ..., x; € C. Nach Lemma 13.7 lasst sich jeder Punkt x € aff(C) eindeutig als Affinkombina-
tion x = X | a; x; schreiben, wobei sich die Koeffizienten aus der eindeutigen Lsung des linearen
Gleichungssystems (13.9) ergeben:

B'Ba = B'b.
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- aff(C)

’

L el int(C)

B.(x)

Abbildung 13.4: lllustration einer 1-dimensionalen konvexen Menge C = conv({xy, x1}) = {axo + (1 -
a) x1 | « € [0,1]} und ihres relativen Inneren rel int(C) = {axo+(1—a) x; | @ € (0,1)}
in R%. Insbesondere der Punkt x ist ein relativ innerer Punkt.

Wir zeigen jetzt, dass der Mittelpunkt der Punkte {xq, ..., xx}

ein relativ innerer Punkt von C ist. Dazu konstruieren wir eine abgeschlossene Kugel
Bll=(%) = {x e R"||lx - Xl < £}

mit der Eigenschaft Bﬂ s (x)Naff(C) € conv({xo,...,xx}) € conv(C) = C.(Quizfrage 13.10: Warum
gilt die letzte Inklusion?)

Wir setzen dazu ¢ := 1/((k +1)||(B'B) 'B"||«). Dabei ist |||« die durch die co-Norm im Definitions-
und Bildbereich induzierte Matrixnorm, also?

Ax
[|A]lco = max 14 xlles = max [|Ax|c. (13.11)
0 Ixllo  Ixllo=t

Es seinun x € B!”“’(Tc) N aff (C). Wir bezeichnen mit « die Koeffizienten in der Affinkombination
x = Zf:o a; x;. Weiterhin sind o die Koeffizienten von ¥, also o = ﬁl. Um zu zeigen, dass tatsachlich
x € conv({xy,...,xr}) liegt, miissen wir fiir die Koeffizienten zeigen: & > 0. Es gilt

la = @lleo = [|B"B) B[ (2) = ()]l < IEBY Bl I(2) = (2)]

= (BB Bl lx = Floo < | (BB) "Bl e = .

Daraus folgt wie gewiinscht & > 0 mit Hilfe der Dreiecksungleichung.

2Diese ist auch als Zeilensummennorm bekannt, da fiir A € R™*" die folgende Beziehung gilt:

n
[[Alloo = max{Z|aij| | i= 1,...,m}.
=1

Al ist also das Maximum der betragsweisen Zeilensummen.
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Wir zeigen jetzt noch, dass die Dimension von rel int(C) ebenfalls gleich k ist. Dazu geben wir k+1 affin
unabhingige Punkte in rel int(C) an. Damit ist dim rel int(C) > k, und da aulerdem relint(C) C C die
Beziehung dimrelint(C) < dim C = k impliziert, ist dann die Behauptung gezeigt. Zur Konstruktion
der Punkte machen wir den Ansatz

X; = ﬂf+(1—ﬁ)xi

und wihlen f € (0,1) so klein, dass ||X; — X||cc < ¢ bleibt fiir alle i = 0,...,k. Damit liegen alle

X; € Bﬂ'”“’ (>) und auerdem in aff (C) (Quizfrage 13.11: Begriindung?).

Um die affine Unabhéngigkeit der Punkte {Xy, ..., Xy} zu zeigen, machen wir den Ansatz

DM~

k
OIZ}/,'(J_CZ'—E()): y,-(ﬁ§+(l—ﬁ)x,-—ﬁ3_c—(l—ﬁ)xo)

i=1
k

= (1= B) > vilxi = xo).
i=1

Da die Punkte {xy, ..., xx} aber affin unabhangig sind, folgt y; = 0 fur alle i = 1,. .., k. Also sind auch
die Punkte {Xo, ..., Xy} affin unabhangig. m]

Lemma 13.16 (Accessibility lemma, vgl. Jarre, Stoer, 2004, Lemma 7.2.6).

Es seien C C R™ konvex, x; € C und x; € relint(C). Dann gilt a x; + (1 — @) x, € relint(C) fiir alle
a € [0,1), d. h., die gesamte Verbindungsstrecke (evtl. mit Ausnahme von x; selbst) gehért zum relativen
Inneren von C.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung x; € C gilt x; € C + B,(0) fur alle ¢ > 0. Wegen x; € relint(C)
gibt es ein r > 0, sodass B,.(x2) Naff(C) C C liegt.

_ l-a

Es sei nun € [0,1) beliebig und x = @ x; + (1 — @) x2. Wir zeigen: Mit r(a) = 75 r gilt Br(a) (x)N
aff(C) C C, d.h., x € relint(C). Dazu halten wir zunachst fest:
B, ) (x) = B, ) (axi+(1-a)xz)

=ax+(1—a)x +Br(a)(0)

calC +Br(a>(0)) +(1=a)x;+ B, (0)

=aC+(1—a)x+ (1+a)Br(a)(0)

=aC+(1-a) [xz +Br(0)]

=aC+ (1-a)B,(x2),

siehe auch Abbildung 13.5. Durch den Schnitt mit aff (C) folgt

B, (a) (x) naff(C) C [aC +(1-a) B,(xg)] N aff (C).
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Wegen aff (C) = a aff (C) + (1 — ) aff (C) (Quizfrage 13.12: Begriindung?) gilt weiter
B, (o) (x) Naff(C) c a[C N aff(C)] +(1-a) [Br(xz) N aff(C)] ccC.

— | —
cc cc
Die letzte Inklusion folgt aus der Konvexitat von C. O

Abbildung 13.5: Illustration der Inklusion B, (@) (x) € aC+ (1- ) B,(x2) aus dem Beweis des Accessi-
bility lemmas 13.16 fiir @ € {0, 0.25, 0.5, 0.75, 1}. Die farbig hervorgehobenen Kugeln
sind die Mengen B, (@) (x). Die Mengen a C + (1 — @) B,(x3) sind die Dreiecke mit den
abgerundeten Ecken. Die Extremfille sind « = 1 (die Menge C selbst, also das duflere
Dreieck) und a = 0 (die blaue Kugel, kein Dreieck mehr zu erkennen).

Wir geben noch eine niitzliche Charakterisierung des relativen Inneren einer konvexen Menge an, die

es uns erlaubt, mit einzelnen Richtungen zu argumentieren statt gleichzeitig mit allen Richtungen in
einer Kugel:

Lemma 13.17 (Charakterisierung des relativen Inneren einer konvexen Menge).
Es sei C C R" konvex und nichtleer. Fiir einen Punkt x € R" sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) x € relint(C).
(ii) Zu jedem y € aff (C) existiert eine > 0, sodass x + e (y —x) € Cundx — ¢ (y — x) € C liegen.

(iii) Zu jedem y € C existiert eine > 0, sodass x + € (y —x) € Cundx — ¢ (y — x) € C liegen.

Quizfrage 13.13: Was bedeutet die Bedingung aus Aussage (iii) anschaulich?
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Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Esseix € relint(C) und y € aff (C). Wir konnen y # x annehmen,
sonst ist die Aussage klar. Wegen x € relint(C) gibt es ein £ > 0, sodass B,(x) N aff(C) C C. Fir
e = &/||y — x|| sind dann

x+e(y—x) €B;(x)Naff(C) CC und x-e¢(y—x) € B;(x) Naff(C) CC.
S——— —_—
=ey+(1-¢)xeaff (C) =—ey+(1+¢)xeaff (C)

Aussage (ii) = Aussage (iii): Klar, da C C aff(C) ist.
Aussage (iii) = Aussage (i): Nach Satz 13.15 konnen wir ein y € relint(C) wihlen, insbesondere gilt
y € C. Nach Voraussetzung existiert ¢ > 0, sodass z := x — ¢ (y — x) € C liegt. Das heifit aber auch

1 N £
X=—2z+—19,
1+¢ 1+£y

d.h., x ist eine echte Konvexkombination von z € C und y € relint(C). Nach dem Accessibility
lemma 13.16 gehort also x zu rel int(C). O

Lemma 13.18 (Relatives Inneres des Epigraphen, vgl. Rockafellar, 1970, Lemma 7.3).
Essei f: R® — R U {xoo} konvex. Dann gilt

relintepi f = {())f) eR" XR|x € relintdom f, y > f(x)} . (13.12)
Beweis. Der Beweis ist Inhalt von Hausaufgabe 11.1. ]
Satz 13.19 (Rockafellar, 1970, Theorem 6.2).

(i) Ist C C R" konvex, dann sind das relative Innere rel int(C) und der Abschluss C konvex.

(ii) Die Mengen C, rel int(C) und C haben alle dieselbe affine Hiille, also auch dieselbe Dimension.

Beweis. Aussage (i): Es sei C € R" konvex. Wir zeigen zuerst, dass rel int(C) konvex ist. Es seien
dazu x1, x, € relint(C) und « € [0,1]. Dann gehort nach Lemma 13.16 auch die Konvexkombination
ax; + (1— a) xy zu relint(C), also ist rel int(C) konvex.

Der Abschluss von C erfiillt die Beziehung

E:ﬂ{0+m|g> 0}.

Die Mengen, iiber die der Durchschnitt gebildet wird, sind nach Beispiel 11.2 und Satz 11.3 konvex, also
ist auch C konvex.

Aussage (ii): Wir zeigen jetzt noch aff relint(C) = aff C = aff C. Aufgrund von relint(C) € C € C
folgt
aff relint(C) C aff C C aff C.
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Wegen C C aff(C) gilt auch aff C C aff aff (C) = aff (C). Also bleibt noch aff rel int(C) = aff C zu zeigen.
Wir wissen aber bereits aus Satz 13.15, dass dim rel int(C) = dim C gilt, also muss aff rel int(C) = aff C
sein. O

Satz 13.20 (Rockafellar, 1970, Theorem 6.3).
Es sei C € R" konvex. Dann gelten:

(i) relint(C) = C, d. h., rel int(C) and C haben denselben Abschluss.
(ii) relint(C) = relint(C), d. h., C und C haben dasselbe relative Innere.

(iii) rel 9(C) =reld(C), d. h., C und C haben denselben relativen Rand.

Beweis. Wir konnen C # () annehmen, ansonsten sind alle Mengen leer.

Aussage (i): Die Inklusion relint(C) € C folgt unmittelbar aus relint(C) C C. Fiir die umgekehrte
Aussage sei nun x; € C und x; € relint(C). Dann ist nach Lemma 13.16 @ x1 + (1 — @) x; € relint(C).
Der Grenziibergang o 1 zeigt x; € relint(C).

Aussage (ii): Aus C C C und der Tatsache, dass beide Mengen dieselbe affine Hiille haben (Satz 13.19)
folgt relint(C) C relint(C). Fiir die umgekehrte Aussage sei nun x € relint(C), also existiert ¢ > 0
mit B,(x) Naff(C) C. Es sei auflerdem y € relint(C) (Satz 13.15). Ist y = x, so sind wir fertig. Es sei
also jetzt y # x. Ziel ist die Konstruktion eines Punktes z € C, sodass x als echte Konvexkombination
von y € relint(C) und z € C geschrieben werden kann. Denn dann folgt aus Lemma 13.16, dass
x € relint(C) liegt.

Wir definieren
€

llx = yll°

z=x+0(x—y) mitd =

Dannist ||z — x| =6 ||x — y||_: ¢, also gilt z € B,(x). Wegen B, (x) N aff (C) C C (Quizfrage 13.14:
Begriindung?) folgt auch z € C. Wir kénnen nun x schreiben als echte Konvexkombination

1 1
x = 133 z+ (1 - m) y
mit z € C und y € relint(C). Nach Lemma 13.16 gilt x € relint(C), was zu zeigen war.
Aussage (iii): Nach Definition des relativen Randes gilt
rel 9(C) = C \ rel int(C)

und weiter
rel 9(C) = C \ rel int(C) = C \ rel int(C),

wobei die letzte Gleichheit aus Aussage (i) folgt. O
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Folgerung 13.21 (Gleichheit der Abschliisse und der relativen Inneren konvexer Mengen).
Es seien Cy, C; € R" konvex. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) C;=Cy.

(ii) relint(Cy) = relint(Cy).

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Aus C; = C, folgt relint(C;) = rel int(C,). Satz 13.20 (ii) impliziert
relint(C;) = relint(C,).

Aussage (ii) = Aussage (i): Aus relint(C;) = relint(C;) folgt relint(Cy) = relint(Cy). Satz 13.20 (i)
impliziert C; = C,. O

Definition 13.22 (Algebraisches Inneres). Es sei M C R". Ein Punkt xo € M heif3t ein algebraisch
innerer Punkt von M, wenn gilt: Fiir jedes d € R" existiert ein ¢4 > 0, sodass
{xg+td|0<t<e}CM

liegt. Die Menge aller algebraisch inneren Punkte von M heif$t das algebraische Innere (englisch:
algebraic interior oder englisch: core) von M, kurz: core M.

Es ist leicht zu sehen, dass int M C core M gilt.? Die Umkehrung ist jedoch i. A. falsch. Es gilt aber:

Lemma 13.23 (Algebraisches Inneres konvexer Mengen).
Es sei C € R" konvex. Dann gilt int C = core C.

Beweis. Es ist nur core C C intC zu bestatigen. Im Fall core C = 0 ist nichts zu zeigen. Es sei also
xo € coreC. Dann ist dimC = n und damit aff C = R". (Quizfrage 13.15: Begriindung?) Nach
Definition des algebraischen Inneren ist die Bedingung aus Lemma 13.17 (ii) erfiillt. Damit gehort x,
zu relint C = int C. m]

Quizfrage 13.16: Was ist ein Beispiel fiir einen Punkt einer Menge, der algebraisch innerer Punkt ist,
aber kein innerer Punkt?

3Wir erinnern uns: x € int M gilt, wenn es ein ¢ > 0 gibt, sodass B,(x) € M.
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§ 13.4 TRENNUNGSSATZE

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 2.1.4

Wir kommen nun zu den wichtigsten Resultaten in diesem Abschnitt, dem Trennungssatz 13.26,
dem eigentlichen Trennungssatz 13.30 und dem strikten Trennungssatz 13.32. Das Ziel ist jeweils die
Trennung zweier konvexer Mengen durch eine Hyperebene, sodass jede der Mengen in einem anderen
Halbraum liegt und — je nach Voraussetzung — gewisse Zusatzeigenschaften gelten.

Abbildung 13.6: Zwei disjunkte konvexe Mengen (links) sind durch eine Hyperebene trennbar. Ist eine
der Mengen nichtkonvex, stimmt diese Aussage nicht mehr (rechts).

Definition 13.24 (Trennende Hyperebene).
Es seien A, B C R" zwei nichtleere Mengen und H(a, ) = {x € R" | a'x = } eine Hyperebene.

(i) Wir sagen, H(a, ) sei eine trennende Hyperebene (englisch: separating hyperplane) fiir die
Mengen A und B, falls eine der Mengen in H™ (a, f) und die andere in H* (a, ) enthalten ist, wenn
also gilt

a'x <p<ay firallex € Aundalley € B. (13.13)

(ii) Wir sagen, die Hyperebene H(a, ) sei eine eigentlich trennende Hyperebene (englisch: properly
separating hyperplane) fiir die Mengen A und B, falls H(a, ) die Mengen A und B trennt, aber
nicht beide Mengen A und B enthdlt, wenn also gilt:

ax<pf<ay firallex € AundalleyecB (13.14)
und

ax<ady fireinx€ Aundeiny € B. (13.14D)

(iii) Wir sagen, die Hyperebene H(a, f) sei eine strikt trennende Hyperebene (englisch: strictly
separating hyperplane) fiir die Mengen A und B, falls genau eine der Mengen im offenen Halbraum
int H™ (a, ) und die andere im offenen Halbraum int H (a, ) enthalten ist, wenn also gilt

ax<pB<ay firallex € Aundalleye€B. (13.15)
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Beachte: Der ,Offset” f ist nicht die entscheidende Grofie in der Definition 13.24. Gilt beispielsweise
a'x < a'y fur alle x € A und alle y € B, dann lisst sich § in (13.13) immer nachtriglich passend
definieren.

Quizfrage 13.17: Wie kann man in den einzelnen Féllen der Definition 13.24 das f jeweils passend
definieren, wenn man den Normalenvektor a bereits kennt?

Wir beginnen mit einer Aussage zur Trennung eines Punktes und einer konvexen Menge. Aus diesem
Speziallfall leiten wir dann anschlieflend den ersten Trennungssatz 13.26 her.

Lemma 13.25 (Trennung von Punkt und konvexer Menge).
Es seiC C R" konvex und nichtleer undx € R" ein Punkt, sodassx ¢ int C. Dann existiert eine Hyperebene
H(a, B), diex von C trennt, sodass also gilt:

a'x>p>a'x firallex€C. (13.16)

Beweis. Wir wihlen eine Folge x*) mit der Eigenschaft x*) ¢ C und x(¥) — ¥ gilt. Dass dies immer
moglich ist, sehen wir ein, indem wir drei Falle unterscheiden:

(1) Falls X ¢ C liegt, wihle x(¥) = %.
(2) Ansonsten liegt X € C.

(2a) Falls C nicht die volle Dimension hat, so ist C C xy + U mit einem Unterraum U einer
Dimension < n. Wir kénnen dann x*) = X + (1/k)a wihlen mit einem a € U*.

(2b) Andernfalls hat C volle Dimension, und es liegt X € E_\ intC = aC = 8(5)_nach
Satz 13.20(iii). Jede Umgebung eines Randpunktes von C schneidet die Menge C und
ihr Komplement R \ C. Also kénnen wir x*) e B, Ik (x) N (R™\ C) auswihlen, woraus

x®) — ¥ folgt.

Die Menge C ist nichtleer, abgeschlossen und konvex. Nach Lemma 13.2 existiert die orthogonale
Projektion X% := projg(x(k)), und nach Satz 13.3 ist diese charakterisiert durch

(0 — xENTx > (xF) — x®YT2K) fir alle k € Nund alle x € C
= G0 _ 0T R _ ) 4 )y

= |5 — x® |12 + (xF) — x KTy (k)

> (x0F) — xRy (k) (13.17)
Wir setzen
L) 7k _ 4 (k)
N EGETGI

Beachte: Der Nenner ist # 0, da x*) € C und x*) ¢ C.
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Damit erhalten wir aus (13.17)
a(k)Tx > a(k)Tx(k) fiir alle k € N und alle x € C,

d. h., mit dem Normalenvektor a‘*) kénnen wir jeweils den Punkt x¥) von C trennen. Wegen |[a®)|| = 1
und der Kompaktheit der Einheitssphére in R" existiert eine konvergente Teilfolge a®) 5 g mit
lla]| = 1, und der Grenziibergang £ — oo zeigt die Behauptung

ax>ax firallexeC. O

=
=

Abbildung 13.7: lllustration von Lemma 13.25 in zwei Fallen.

Satz 13.26 (Trennungssatz).
Es seien C;,C; C R" konvex und nichtleer sowie C; N C, = (0. Dann existiert eine Hyperebene H(a, f§), die
C; und C, trennt, sodass also gilt:

a'x; < p<ax, firallex €C,undallex, € C,. (13.18)

Beweis. Wir betrachten
C=C=Ci={xy—x1|x1 € Cy, x2 € Cp},

also die Minkowski-Summe von C, und —C;. Nach Satz 11.3 ist C konvex, und wegen C; N C; = 0
gilt 0 ¢ C, also erst recht 0 ¢ intC. Aus Lemma 13.25 bekommen wir die Existenz einer Hyperebene
H(a, p), sodass 0 < a"x gilt fiir alle x € C. Das heifit aber

a'x; <a'x, firallex; € C,undalle x; € C,.

Quizfrage 13.18: Gilt auch die folgende Umkehrung des Satzes: ,Wenn zwei nichtleere, konvexe
Mengen C; und C; durch eine Hyperebene getrennt werden konnen, dann gilt notwendigerweise
CiNGCy =07

Fiir den folgenden, sogenannten eigentlichen Trennungssatz 13.30 bendtigen wir einige vorbereitende
Aussagen.
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Lemma 13.27 (Abschluss und relatives Inneres unter linearen Transformationen, vgl. Rockafellar,
1970, Theorem 6.6).
Es sei C C R" konvex und A € R™*". Dann ist auch AC = {Ax|x € C} C R™ konvex, und es gilt:

(i) AC C AC.
(ii) Arelint(C) = relint(AC).

Beweis. Im Fall C = 0 ist nichts zu zeigen. Wir gehen also ab jetzt von C # 0 aus. Die Konvexitit von
AC ist offensichtlich.

Aussage (i): Es sei X € C, dann existiert eine Folge (xﬂ) C C mit der Eigenschaft x*) — X. Das
impliziert Ax(*) € AC und Ax*) — AX, also gilt Ax € AC.

Aussage (ii): Es gilt
Arelint(C) € AC C AC = Arelint(C) nach Satz 13.20
C Arelint(C) nach Aussage (i).

Die Bildung des Abschlusses in allen Termen dieser Ungleichung zeigt AC = Arelint(C). Aus Folge-
rung 13.21 folgt damit:

relint(AC) = rel int(Arelint(C)) C Arelint(C).

Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, sei z € Arelint(C), d.h,, z = Az’ fir ein z’ € relint(C).
Weiter sei x irgendein Element von AC, d.h., x = Ax’ fir ein x” € C. Aus Lemma 13.17 (i) = (iii) folgt,
dass y' := 2z’ + ¢ (x’ — 2) fiir ein geeignetes ¢ > 0 in C liegt, also

y=Ay =zxe(x—z) € AC.

Das heifit aber, dass die Voraussetzung aus Lemma 13.17 (iii) fiir die Menge AC erfiillt ist, also gehort
z zu rel int(AC), was Arelint(C) C relint(AC) zeigt. m]

Beachte: Die Aussage (i) verwendet nur die Stetigkeit linearer Abbildungen und gilt auch fiir nicht-
konvexe Mengen.

Folgerung 13.28 (Relatives Inneres der Minskowski-Summe, vgl. Jarre, Stoer, 2004, Satz 7.2.8).
Es seien C1,C; C R" konvex. Dann gilt

relint(Cy) + rel int(C,) = relint(C; + Cy). (13.19)
Beweis. Setze C := C; xC, CR*xR" 2 R?" und A := [Id Id], sodass also A( P ) = x1 + x; gilt. Dann
ist C nach Satz 11.3 konvex, und aus Lemma 13.27 folgt

relint(Cy) + rel int(C,) = Arelint(C) = rel int(AC) = relint(C; + Cy). O
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Vor dem Beweis des eigentlichen Trennungssatzes 13.30 betrachten wir wieder zunéchst den Spezialfall,
dass eine der zu trennenden Mengen nur aus einem Punkt besteht.

Lemma 13.29 (Eigentliche Trennung von Punkt und konvexer Menge).
Es sei C C R" konvex und nichtleer. Falls 0 ¢ relint(C) liegt, dann lassen sich 0 und C durch eine
Hyperebene H(a, ) eigentlich trennen.

Beweis. Im Fall 0 ¢ C, wahlen wir a := proj=(0). Dann ist a # 0. Der Projektionssatz 13.3 impliziert
(a=0)"(x—a) >0 firallexeC,

also gilt a’x > ||al|> > 0 = a"0 fiir alle x € C. Dies zeigt die eigentliche (und sogar die strikte) Trennung
von 0 und C in diesem Fall.

Andernfalls gilt 0 € C \ relint(C) = rel 3(C). Ahnlich wie in Lemma 13.25 (Fall 2b) kénnen wir eine
Folge (x(¥)) C aff(C) mit der Eigenschaft x*) ¢ C und x*) — 0 konstruieren. Wegen 0 € C C aff(C)
ist U := aff (C) ein Unterraum von R". Da 0 ein relativer Randpunkt von C ist, schneidet jede Kugel
B,(0) sowohl U als auch C als auch das Komplement R” \ C. Wir kénnen somit xX) e B, Ik (0)N(R"\C)
wiahlen. Nun setzen wir

k) = projE(x(k)).

Diese Folge erfiillt x*) # x*) und x*) — 0, und der Projektionssatz 13.3 impliziert

(x0 — xNT(x —xK)) > 0 fiiralle x € C. (13.20)
Wir setzen i .
. ZW=x®
EEETl
und schreiben (13.20) als
(@®)x > (a¥) ) fiir alle x € C. (13.21)

Wegen ||a®)|| = 1 gibt es eine konvergente Teilfolge a®") — g mit |la]| = 1 und insbesondere a # 0.
Weiter gehort wegen x®) € U und x*) € C € U auch a'® zu U, und damit gilt auch a € U. Der
Grenziibergang auf der Teilfolge in (13.21) zeigt schliefilich

adx>a0=0 furalexeC

Es bleibt zu zeigen, dass es ein X € C gibt, sodass a'x > 0 gilt. Nehmen wir an, dies sei nicht der Fall,
d.h., es gelte a"x = 0 fiir alle x € C. Weil a € U = aff (C) liegt, gibt es Punkte x; € C und Koeffzienten

a;, sodass
m
a= Z A Xj
i=0
gilt sowie )72, @; = 1. Das impliziert aber

m m
lall? =a” > aixi= ) aia
i=0 i=0 T

x; =0,
0
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im Widerspruch zu ||a|| = 1. Folglich muss es ein x € C geben, sodass a'x > 0 gilt. O

Abbildung 13.8: lllustration von Satz 13.30 (eigentliche Trennung) und Satz 13.32 (strikte Trennung).

Satz 13.30 (Eigentlicher Trennungssatz, vgl. Jarre, Stoer, 2004, Satz 7.2.8).
Es seien C;,C; C R" konvex und nichtleer. Genau dann lassen sich C; und C, durch eine Hyperebene
H(a, p) eigentlich trennen, wenn rel int(Cy) N relint(C,) = 0 gilt.

Beweis. Wir nehmen zunichst an, dass C; und C, durch H(a, ) eigentlich getrennt werden. Es gilt
alsoa'x < f < a'yfurallex € Ciundalle y € C;, und es gibt x € C;und y € Gy, fur die a'x < a'y
gilt. Wir zeigen nun:

a'x <a'y firallex € relint(C;) und alle y € relint(C,), (13.22)

woraus dann relint(C;) N relint(C;) = 0 folgt. Nehmen wir an, dass (13.22) unwahr ist, dann gibt
es ein x € relint(C;) und ein y € relint(C;) mit a'x = a'y. Fur hinreichend kleines ¢ > 0 sind
Xx=x—-¢(x—x)€eCundy = y—e¢(y—y) € Cy. Dann ist aber

a(x-y)=d(x—e(x-—x)—y+e(F-y)=¢cd (y-%) >0
im Widerspruch zu a"x < a"y fiir alle x € C; und alle y € C,.
Umgekehrt nehmen wir nun an, dass rel int(C;) N rel int(Cy) = @ gilt. Insbesondere ist dann
0 ¢ relint(C;) — relint(C,) = relint(C; — Cs),

wobei die Gleichheit der Mengen wie in Folgerung 13.28 folgt. Nach Lemma 13.29 kdnnen also 0 und
C = C; — C; eigentlich getrennt werden. Das heifit, es gibt ein a € R", a # 0, sodass a'x < 0 gilt fur
alle x € C, und es existiert ein x € C mit a'x < 0. Das bedeutet aber a'x; < a'x; fiir alle x; € C; und
alle x, € Cy, und fiir gewisse x; € C; und x; € G, gilt a'x; < a'x». m|

Wir bereiten nun den strikten Trennungssatz 13.32 vor.

Lemma 13.31 (Abgeschlossenheit der Minkowskisumme).
Es seien My, M, C R”, M; abgeschlossen und M, kompakt. Dann ist die Minkowski-Summe M; + M,
abgeschlossen.
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Beachte: Die Konvexitit der beiden Mengen spielt hier keine Rolle.

Beweis. Wir setzen M := M; + M,. Falls M; oder M, die leere Menge ist, dann ist M = @) und die Aussage
Klar. Es sei nun also M, M, # 0 und damit M # (. Weiter sei z'*) C M eine konvergente Folge mit
Grenzwert z. Es existieren also Folgen x*) € M; und y®) ¢ M, mit z(0) = x*) 4 3k,

M ist beschrankt = y(k) ist beschrinkt =  x* ist beschrénkt.

Es existieren also konvergente Teilfolgen x®) = x und y(km) — ¥, sodass auch Z(K) = 5 (k)
y(km) — x+yfur £ — oco. M; und M, sind abgeschlossen, also liegt x + y € M; + M, = M. Andererseits
konvergiert 2 auch gegen z, also gilt z = x + y € M, d. h., M ist abgeschlossen. O

Beachte: Das folgende Gegenbeispiel zeigt, dass die Minkowski-Summe zweier abgeschlossener
Mengen nicht notwendig abgeschlossen ist, selbst wenn die Mengen konvex sind:

M={(3)|xy>1 x>0} und M,=Rx{0} mit M +M =Rx(0,00).

Satz 13.32 (Strikter Trennungssatz, vgl. Geiger, Kanzow, 2002, Satz 2.24).
Es seien C1, C; € R™ konvex und nichtleer sowie C; N C; = (). Weiter sei C; abgeschlossen und C, kompakt.
Dann existiert eine Hyperebene H(a, f3), die C; und C, strikt trennt, also

a'x; < f<ax, fiirallex, € C; und allex; € C,. (13.23)

Beweis. Wir betrachten die Optimierungsaufgabe
Minimiere ||x; — x3||, (x3,%x2) € C; X Cs. (13.24)

Eine Losung (x;, x;) dieser Aufgabe, sofern existent, realisiert den Abstand zwischen C; und C,, also
gilt [|lx; — x| = inf{[[x; — x2|| | x1 € C1, x2 € Co}.

Um die Existenz einer Losung zu zeigen, halten wir fest, dass die Menge C = C; — C; nichtleer
sowie nach Satz 11.3 konvex und nach Lemma 13.31 abgeschlossen ist. (13.24) ist also gleichzeitig eine
Projektionsaufgabe (13.1), und zwar projizieren wir den Vektor 0 € R"” auf die konvexe, abgeschlossene
Menge C. Es sei nun (x],x;) € C; X C; die nach Lemma 13.2 eindeutige Lésung von (13.24). Wir
konstruieren daraus nun die Daten (a, f) der Hyperebene und setzen dazu

x5 —x; X7+ x;
a==2"Lz0 x=21""2% p=dx
2 2
Wir zeigen nun, dass
x; = proje, (X),  x, = projc, (x). (13-25)

gilt. Dazu seien x; € C; und x; € C; beliebig, dann gilt

g = x|+ Ix = x| = ||xf =X+ (X —x3)|, dennxj —X=Xx-x;
= [lxg — x|l
< lxp = x2]l, denn (x7,x;) ist optimal fiir (13.24)

< ||x; = x|| + ||x — x2|| wegen der Dreiecksungleichung.
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Setzen wir speziell x, = x; ein, so folgt

lxf =X < |lx; = X]|| fur alle x; € C.
Setzen wir dagegen x; = x7, so folgt

llx; = X|| < [lx2 = x| fir alle x, € C,.
Dies bestatigt (13.25). Aus dem Projektionssatz 13.3 folgt daher

—a"(x;—xf) = (x] = %) (x1 —x}) >0 fiir alle x; € C;.
Dies impliziert
adxi<ax =ax+a (xj-x)=p-|al* <p firallex €C.

Analog zeigt man

a'x,>ax;=ax+a(x;—x%) =p+|al*>p firallex; €Cy. O

Abbildung 13.9: Illustration der Lage der Punkte x;, x; und X im Beweis des strikten Trennungssat-
zes 13.32.

Quizfrage 13.19: Wie kann man die ,Liicke” inf{a"x, | x, € Co} —sup{a'x; | x; € C;} interpretieren?

Beachte: Mit dem strikten Trennungssatz kann man z. B. beweisen, dass sich abgeschlossene konvexe
Mengen als Schnitt abgeschlossener Halbraume darstellen lassen, sieche Hausaufgabe 12.1.

Bemerkung 13.33 (Der strikte Trennungssatz und das Farkas-Lemma).
Das Farkas-Lemma 8.7 ist eine spezielle Version des strikten Trennungssatzes 13.32, und zwar fiir den Fall,
dass C; ein abgeschlossener, konvexer Kegel (siehe Lemma 6.10)

Ci={B¢|EeR™ &> 0}

und C, die kompakte einpunktige Menge C; = {c} ist.
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§ 14 DAS SUBDIFFERENTIAL UND DIE RICHTUNGSABLEITUNG KONVEXER
FUNKTIONEN

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 6.3, Rockafellar, 1970

Ziel: Verallgemeinerung der Ableitung fiir nicht-glatte konvexe Funktionen

§ 141 DAS SUBDIFFERENTIAL

Definition 14.1 (Subdifferential).
Essei f: R" — R U {£oo} eine konvexe Funktion.

(i) Ein Vektor s € R" heifit ein (Euklidischer) Subgradient von f im Punkt x, € R", wenn die
Subgradientenungleichung gilt:

f(x) = f(xo) +s"(x —x0) fiir allex € R". (14.1)

Wenn f(x,) € R liegt, dann sagt man: Die rechte Seite in (14.1) ist eine lineare Minorante (mit
Euklidischem Gradienten s), die f in x, stiltzt, kurz: eine lineare Stiitzfunktion.*

(ii) Die Menge 9f (xo) aller Subgradienten im Punkt xy heifst das Subdifferential von f in x.

(iii) f heifst subdifferenzierbar (kurz: subdiffbar) im Punkt xo € R", wenn of (xo) # 0 ist.

Beachte: (14.1) verallgemeinert die Ungleichung (11.14), die fir konvexe diffbare Funktionen gilt. Das
Subdifferential an der Stelle x, besteht gerade aus allen Gradienten linearer Funktionen, die f im
Punkt x, stiitzen.

Eine einfache, aber wichtige Anwendung des Subdifferentials ist folgende.

Satz 14.2 (0 im Subdifferential).
Essei f: R" — R U {xoo} eine konvexe Funktion. Dann gilt:

(i) Wenn xy ein globaler Minimierer von f ist, dann ist 0 € df (xo).

(i) Wenn f # co ist und 0 € 9f (x¢) ist, dann ist x, ein globaler Minimierer von f.

Beweis. Aussage (i): Es sei x( ein globaler Minimierer von f, insbesondere gilt also f(x,) < oo.
Aufgrund der globalen Optimalitit von x, folgt

fx) = f(x0) +0"(x = xo),

4Eine andere Anschauung: ( ;) ist Normalenvektor einer Hyperebene durch den Punkt ( f(x,go) ), die den (Epi-)Graphen in

diesem Punkt stiitzt.
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was 0 € df (x,) bestatigt.

Aussage (ii): Aus 0 € df (x) folgt sofort mit (14.1), dass f(x) > f(x,) fur alle x € R" gilt. Aulerdem
kann nicht f(x) = oo gelten, da f nach Voraussetzung nicht identisch o ist. (Quizfrage 14.1: Genaue
Begriindung?) Damit ist x ein globaler Minimierer von f, siehe Definition 12.1. ]

Satz 14.3 (Elementare Eigenschaften des Subdifferentials). Es sei f: R” — R U {+co} eine konvexe
Funktion und xo € R™. Dann ist f (xq) abgeschlossen und konvex (maoglicherweise leer).

Beweis. Der Beweis ist Inhalt von Hausaufgabe 12.2. ]

Bemerkung 14.4 (Zum Begriff ,Subgradient®). Die Bezeichnung Subgradient ist eigentlich irrefiihrend,
weil das Subdifferential den Begriff der Ableitung ersetzt und nicht den Gradienten (der ja nichts anderes
als eine vom verwendeten Innenprodukt abhdngige Darstellung der Ableitung ist). Konzeptionell besser
wdre es daher, einen Vektor s € R,, (Zeilenvektor) eine Subableitung von f im Punkt xy € R" zu nennen,
wenn f(x) > f(xo) +s (x — xo) fiir alle x € R" gilt, und das Subdifferential aus allen Subableitungen
bestehen zu lassen. Leider ist diese Bezeichnungsweise iiberhaupt nicht verbreitet. Wir folgen daher der
allgemein iiblichen Bezeichnung und sprechen von Subgradienten (hier stets im Sinne des Euklidischen

Skalarprodukts).

Quizfrage 14.2: Wie wirde die Definition eines Subgradienten von f im Punkt x, bzgl. des M-

Skalarprodukts aussehen?

~

LN

(a) f(x) = Ix], (b) f(x) = |x] + I[0,0c0) (c) f an der Stelle xq diffbar,
af (0) = [-11] af(0) = (—e0,1] af (x0) = {Vf(x0)}

Abbildung 14.1: Das Subdifferential df (x() besteht aus den Steigungen aller linearen Minoranten an f
im Punkt x,.

Beispiel 14.5 (Beispiele zum Subdifferential).
Wir betrachten als Beispiel fiir f verschiedene Normen auf R". Der Nachweis der nachfolgenden Aussagen
ist Inhalt von Hausaufgabe 12.3.

(i) f(x)=lIx|li = Xiz|xi|. Dann ist s € of (x) genau dann, wenn gilt:

{-1}  fallsx; <0,
si €9[-11] fallsx; =0,
{1} falls x; > 0,
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X2

f(x) = Il

X1

{x e R?|[lx|l =1}

Abbildung 14.2: Das Subdifferential der 1-Norm ||x||; = |x1| + |x2| (Beispiel 14.5) in zwei Punkten aus
der Levelmenge {x € R? | ||x]||; = 1}.

firallei=1,...,n.

. w1\ /2 .
(i) () = lixlle = (Zilil?) . Dann gilt

f (x) = {{ﬁ} falls x # 0,
{seR"||s]l <1}, fallsx = 0.

(iii) f(x) = ||x|lcc = max;=y_._n|x;|. Dann gilt fiirx # 0
IIsll1 =1, s; > 0 fiir diejenigen i mit x; = ||x||co,
of (x) ={seR" s; < 0 fir diejenigen i mit — x; = ||x||co,
und s; = 0 fiir diejenigen i mit |x;| < ||x||co

sowie

of (0) = {s e R"[[s[l < 1}.

Das folgende Beispiel zeigt, dass das Subdifferential eigentlicher konvexer Funktionen auch in Punkten,
die zu dom f gehoren, leer sein kann.

Beispiel 14.6 (Leeres Subdifferential).
(a) Es sei
-V1-x? furxe [-11],
flx) =
00 sonst.

Dann ist f eine eigentliche, konvexe, unterhalbstetige Funktion, aber 9f (1) = 9f (-1) = 0.

(b) Es sei
1 firx=0,
f(x) =14x fiirx >0,
oo fiirx < 0.
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Dann ist f eine eigentliche, konvexe (aber nicht unterhalbstetige) Funktion, und es gilt 9f (0) = 0.

Dieses Beispiel deutet schon darauf hin, dass es die Punkte des relativen Randes von dom f sind, in
denen das Subdifferential leer sein kann. In der Tat gilt folgender Satz:

Satz 14.7 (Wann ist das Subdifferential leer bzw. nichtleer? vgl. Rockafellar, 1970, Theorem 23.4).
Essei f: R" — R U {xoo} konvex.

(i) Falls f nicht identisch oo ist, dann gilt: Fiir alle x, ¢ dom f ist df (xo) = 0.
(ii) Fiir alle x € relint(dom f) ist df (xq) # 0.

Beweis. Aussage (i): Es sei xo ¢ dom f, also f(xp) = co. Nach Voraussetzung existiert ein x € dom f.
Die Subgradientenungleichung (14.1), also

f(x) = f(x0) +5T(x = x0)
—_—— ——

<00 =00

kann mit diesem x fiir kein s € R” erfiillt sein.

Aussage (ii): Es sei xg € relint(dom f) C dom f. Falls f(xy) = —co gilt, so ist offensichtlich of (xp) =
R"™ und die Aussage bewiesen. Wir gehen also nun von f(xy) € R aus und betrachten den Epigraphen

epif:{(;ﬁ) eR”xR|y2f(x)}.

Nach Satz 11.16 ist epi f € R” X R konvex. Wir wenden den eigentlichen Trennungssatz 13.30 an, um die
Mengen C; = {(ff‘,ﬁo) )} und C, = epi f eigentlich zu trennen. Beachte, dass rel int(C;) Nrelint(C,) = 0

ist, da der Punkt ( ff(,go) ) zu epi f, aber nicht zu relint(epi f) gehort (Quizfrage 14.3: Begriindung?).
Es existiert also eine Hyperebene H(a, ) mit Normalenvektor a = —(s,0) € R® X R, (s,0) # 0, die
den Punkt ( f(x,?o) ) und epi f eigentlich trennt, demnach gilt

(;) (;C) : (;) (fé(c)o)) fiir alle (;) € epif, (14.2)

und es existiert ein Punkt (§) € epi f mit der Eigenschaft

B G)<) ()

Wir zeigen o < 0 und unterscheiden drei Félle:

(i) Ist f(xg) = 0, so folgt aus (14.2) mit der Wahl x = xp und y = 1:

s'xg+ 0 < s'xg + 0.
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(i) Ist f(xo) > 0, so folgt aus (14.2) mit der Wahl x = xp und y = 2 f(x):

s'xo+20 f(x0) < s"x0 + 0 f(xp).

(iii) Ist f(x0) < 0, so folgt aus (14.2) mit der Wahl x = xo und y = 0:

s'xo+0 < s"xg + o f(x0).

In allen drei Féllen folgt aus der jeweiligen Ungleichung o < 0.

Wir zeigen jetzt, dass sogar ¢ < 0 gilt, indem wir die Annahme ¢ = 0 zum Widerspruch fithren. Aus
o = 0 folgt mit (14.3) s"(Xx — x) < 0. Da x¢ € relint(dom f) war, existiert nach Lemma 13.17 ein ¢ > 0,
sodass auch x = xy — ¢ (X — x) noch zu dom f gehort. Durch Einsetzen von (f(’;) ) € epif in (14.2)
erhalten wir den Widerspruch

s'xo— € 5" (X — x9) < s'xq.

—_—————
<0
Durch positive Skalierung des Normalenvektors a = —(s, 0) konnen wir nun o.B. d. A. ¢ = —1 anneh-

men. Dann ergibt sich aus (14.2) mit der Wahl y = f(x) die Folgerung
s'x — f(x) < s'xg— f(xo) fiir alle x € dom f.
Da dieselbe Ungleichung trivialerweise auch fiir x ¢ dom f gilt, erhalten wir schliellich
f(x) = f(xo) +s"(x —xo) fiir alle x € R”,

d.h., s € af (xo). |

(xo,f(xo))

Abbildung 14.3: Konstruktion eines Subgradienten aus dem Beweis von Satz 14.7 mit Hilfe des Norma-
lenvektors einer Hyperebene, die den Punkt (x, f(x)) eigentlich von epi f trennt.

Ein wichtiger Satz tiber das Subdifferential ist die folgende Summenregel, deren Beweis wiederum den
eigentlichen Trennungssatz 13.30 verwendet.
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Satz 14.8 (Summenregel fiir das Subdifferential, vgl. Rockafellar, 1970, Theorem 23.8).

Es seien fi, fo: R™ — R U {oo} zwei konvexe Funktionen.

(i) Esgilt
dfi(x0) + dfa(x0) € I(fi+ f2)(x0) fiir alle xo € R". (14.4)

(ii) Falls
(relintdom fi) N (relintdom f) # O (14.5)

erfiillt ist, dann gilt sogar

2fi(x0) + 3fa(x0) = (fi + f2)(x0) fiir alle xo € R". (14.6)

Beweis. Aussage (i): Es sei xg € R” beliebig, aber fest. Falls 9fi(xg) = 0 oder df>(xy) = 0 ist, dann ist
die linke Seite in (14.4) die leere Menge und nichts zu zeigen. Es sei also s € dfi(xg) + df2(xp), d. h.,
s = 51+ s, mit s; € Ifi(x) und s, € dfz2(x¢). Die Subdifferentialungleichung (14.1) liefert

fi(x) = fi(xo) + 51 (x = x0),
fo(x) 2 fo(xo) +s3(x = x0)

fur alle x € R". Die Addition der Ungleichungen ergibt (Quizfrage 14.4: Warum stimmt das auch
dann, wenn hier nicht-endliche Funktionswerte vorkommen?)

(Ai+ £)(x) 2 (fi+ fo)(x0) + (51 +52)" (x = x0),
fir alle x € R”, d. h., wir haben s = 51 + 55 € 9(fi + f2) (x0).

Aussage (ii): Wir nehmen jetzt an, dass (relintdom f;) N (relintdom f;) # 0 gilt und zeigen die
umgekehrte Inklusion. Es sei dazu weiterhin x, € R” beliebig, aber fest. Wir konnen von a(fi+f2) (x) #
0 ausgehen, sonst ist wegen (14.4) auch 9fi(xo) = 9f2(xp) = 0 und die Behauptung gezeigt.

Es seialso s € 9(fi + f2)(x0). Aus Satz 14.7 (i) folgt xo € dom(f; + f2), also sind f;(x() und f;(x,) beide
endlich. Wir miissen zeigen, dass s zerlegt werden kann in s = s; + s, mit s; € df1(x) und s, € df>(xp).

Wir setzen
g1(x) = filx +x0) — fi(xo) — s'x
g2(x) == fo(x +x0) — falx0).

Diese Funktionen sind zunichst wohldefiniert, denn der Fall co — oo tritt nicht auf, da fi(x() und
f2(x0) beide endlich sind. Die Funktionen g; und g, erfiillen aulerdem noch immer die Voraussetzung
(relint dom g;)N(relint dom g,) # 0, und die Voraussetzung s € d(fi+f2) (xo) wird zu 0 € 9(g1+9g2) (%)
mit ¥ := 0. (Quizfrage 14.5: Details?) Wir miissen jetzt also zeigen: Es gibt ein § € 9¢;(0), sodass
—§ € 9g(0) ist. Dies erfolgt unter Anwendung des eigentlichen Trennungssatzes 13.30.
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Wir betrachten dazu die konvexen Mengen®

(Quizfrage 14.6: Warum sind beide dieser Mengen nichtleer?) Lemma 13.18 zeigt

relint(C;) = {(}) € R" xR |x € relint(dom g1), y > g1(x)},
relint(C;) = {(7) € R" X R|x € relint(domgz), y < —g2(x)}.

Wegen 0 € (g1 + g2)(%o) ist X, = 0 nach Satz 14.2 (ii) ein globaler Minimierer fir ¢g; + g, mit
Funktionswert (g; + g2)(0) = 0. Daraus folgt, dass rel int(C;) N relint(C;) = 0 ist. (Quizfrage 14.7:
Details?)

Nach dem eigentlichen Trennungssatz 13.30 lassen sich nun C; und C, durch eine Hyperebene H(a, )
eigentlich trennen. Wir schreiben den Normalenvektor als a = ($) € R" x R. Es gilt also

AT -\ T
(s) (xl) < (s) (xz) fiir alle (xl) € Cyund (xz) €y, (14.7)
ol \n ol \r n y2

und es existieren (% ) € C;und (% ) € Cy, fiir die die Ungleichung strikt ist. Die Komponente ¢ kann

nicht gleich Null sein, denn sonst hitten wir dom ¢g; und dom g, durch eine Hyperebene mit Normalen-
vektor § eigentlich getrennt, was aufgrund der Voraussetzung (relint dom g;) N (relintdom g;) # 0
und Satz 13.30 aber nicht moglich ist.

Wegen (g1 + g2)(0) = 0 liegt () € Ci N Cy. Aus (14.7) folgt somit ¢ < 0. Da o # 0 ist, konnen wir

a so skalieren, dass o = —1 wird. AuBlerdem gilt wegen () € C; N C;, dass die eigentlich trennende
Hyperebene H(a, ) den Offset = 0 hat. Es folgt nun aus (14.7)

~\T ~N\T
(s ) (xl) <0< (s) (XZ) fiir alle (xl) € C, und (xz) €C,,
-1) \n =1/ \y2 " Y2

§'x <y firalle (y) €,

also
§'x >y firalle (}) € Cs.
Wegen ¢1(0) = g2(0) = 0 und der Definition von C; und C, heif3t das aber

g1(x) = ¢1(0) +5"(x - 0) fiir alle x € R",
g2(x) = g2(0) + (=5)"(x — 0) fiir alle x € R".

Also folgt schlieBllich § € 9g;(x) und —§ € dg2(%¢), was zu zeigen war. O

5Der Hypograph einer Funktion f := R" — R U {+co} ist die Menge
hypo f = {(f) eR"XR|y < f(x)}.

Der Hypograph von f ist konvex genau dann, wenn f konkav ist.
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Ende der Woche 12

Wie das folgende Beispiel zeigt, ist die Gleichheit der Subdifferentiale (14.6) ohne eine Regularitéitsbe-
dingung wie (relintdom f;) N (relint dom f;) # @ im Allgemeinen falsch.

Beispiel 14.9 (Phelps, 1993, Bemerkung nach Theorem 3.16).
Es seien fi = Ic, und f, := Ic, zwei Indikatorfunktionen auf R?, und zwar fiir die konvexen Mengen

Cri={(xy) |y = x*} = epi(x > x%)
Cy = {(x1,x2) | x2 = 0}.

Dann ist 3£;(0,0) = {(s1,s2) | 51 = 0, s5 < 0} unddf;(0,0) = {(s1,s2) | s1 = 0}, jedoch d(fi+£)(0,0) = R?.
Die Regularitditsbedingung (14.5) ist nicht erfiillt, denn es gilt dom f; N dom f; = C; N C; = {(0,0)}, und
dieser Punkt ist kein relativ innerer Punkt von C;.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit der Kettenregel, die wir hier ohne Beweis angeben.

Satz 14.10 (Kettenregel fiir das Subdifferential, vgl. Rockafellar, 1970, Theorem 23.9°).
Es sei f: R™ — R U {co} konvex und A € R™". Weiter sei g: R — R U {co} definiert durch
9(x) = f(Ax).

(i) Es gilt:
ATof (Axo) C dg(xy) fiir alle xo € R, (14.8)
(ii) Falls
(Bild A) N (relintdom f) # 0 (14.9)
erfillt ist, dann gilt sogar
ATof (Axo) = dg(x) fiir alle xo € R". (14.10)

Weitere Eigenschaften des Subdifferentials folgen in § 14.3.

§ 14.2 DIE RICHTUNGSABLEITUNG

Frage: Gibt es einen Zusammenhang des Subdifferentials mit der Richtungsableitung?

Definition 14.11 ((Einseitige) Richtungsableitung).

®In Rockafellar, 1970, Theorem 23.9 wird f als eigentlich vorausgesetzt. Der Fall f = oo, den unsere Formulierung des
Satzes mit abdeckt, ist aber klar, da dann auch g(x) = co ist und (14.8) dann R” C R" lautet.
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Es seien f: R®™ — R U {+oo} eine (nicht notwendigerweise konvexe) Funktion, xo € R" ein Punkt, an dem
f(x0) endlich ist, und d € R". Dann heifst der Grenzwert (sofern er in R U {+o0} existiert)

fxo+td) — f(x0)

. (14.11)

"(x0;d) = li
I (x05d) t{%
die (einseitige) Richtungsableitung der Funktion f im Punkt x, in Richtung d.

Beachte: Da f(x,) endlich ist, ist der Differenzenquotient ist fiir alle ¢ > 0 definiert und nimmt Werte
in RU {xo0} an.

Beispiel 14.12 (Beispiele zur Richtungsableitung).
Wir betrachten als Beispiel fiir f wie in Beispiel 14.5 verschiedene Normen auf R".

(i) f(x)=lx|li = X |xi|. Dann gilt

n

flasd)=) di- n dl-+i|d,-|.
=1 i=1

i=1 i=
x;>0 x;<0 x;=0

. w1\ /2 .
(i) () = lixlle = (Ziil?) . Dann gilt

x'd
Fled) = Txls falls x # 0,
Ild||2, falls x = 0.

(iii) f(x) = ||x||le = max;=1__n|x;|. Dann gilt fiir x # 0
f(x;d) = max{(sgnxi) d; | i=1...,n |xi| = ||x||oo}
sowie

f1(0;d) = ld|| .

Zur weiteren Untersuchung der Richtungsableitung fithren wir die Abkiirzung

fxo+td) - f(xo0)

t

q(t) = £>0 (14.12)
fir den Differenzenquotienten ein, wenn die Funktion f, der Punkt x, und die Richtung d € R" aus
dem Kontext klar sind.

Lemma 14.13 (Monotonie des Differenzenquotienten, vgl. Rockafellar, 1970, Theorem 23.1).
Es seien f: R® — R U {xoco} konvex, xo € R" ein Punkt, an dem f(x¢) endlich ist, und d € R™. Dann ist
q(t) definiert und monoton wachsend aufR..
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3| 1) t

Abbildung 14.4: llustration der Monotonie des Differenzenquotienten g (Lemma 14.13).

Beweis. Essei 0 < t; < ty. Aus
t t
X()+l'1d: é(x0+t2d)+(1— é)X()

und der Konvexitat von f folgt

3

Flxo+td) :f(:—:(xo ttyd)+(1- :—:) xo) < t—;f(xo Ftyd)+ (1- ;—;)f(xo).

Da f(xo) endlich ist, ist die rechte Seite definiert. Aus der obigen Ungleichung folgt weiter
t t
flxo+tid) = f(xo) € 2 f o+ t2d) = = (x0)

und damit g(t;) < q(22). O

Quizfrage 14.8: An welcher Stelle im Beweis geht die Voraussetzung ein, dass f(x,) endlich ist?

Satz 14.14 (Existenz und elementare Eigenschaften der Richtungsableitung, vgl. Rockafellar, 1970,
Theorem 23.1).

Es seien f: R"™ — R U {+oo} konvex und xo € R" ein Punkt, an dem f(xo) endlich ist. Dann existiert die
Richtungsableitung f’(xo; d) mit Werten in R U {xco} fiir alle Richtungen d € R". Es gilt

f(x) > f(xo) + f'(x0;x — x0) fiir allex € R". (14.13)
Die Richtungsableitung hat folgende Eigenschaften:

(i) Die Funktion
R">dm f'(x0;d) € RU {£o0} (14.14)

ist positiv homogen und konvex.

(ii) Die Funktion (14.14) ist subadditiv:

f'(xosdi +dz) < f'(xo03dh) + f7 (x0 da) (14.15)
fiir alle d,, d; € R", fiir die die rechte Seite definiert ist.
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(iii) Es gilt f"(x0;0) = 0.
(iv) Es gilt
—f'(x0;—d) < f'(x0;d) fiir alled € R™.

(v) EsseiU der Richtungsraum von aff (dom f) und xq € relint(dom f). Dann ist f’ (x¢;d) € R (also
die Richtungsableitung endlich) fiir alled € U und f’(x¢;d) = oo fiiralled ¢ U.

Beachte: Dass es wichtig ist, in (14.15) nur Félle zu betrachten, fiir die die rechte Seite definiert ist,
sieht man an dem folgenden Beispiel:

Flx) = {—Vl —-x%, furlx| <1,

00, sonst.

An der Stelle xg = 1ist f'(xp;d) = cofiird > 0, f'(x¢;d) = —oco fiird < 0 und f’(xp;0) = 0, und d; und
d» konnen beide Vorzeichen haben.

Beweis. Aus der Monotonie von g (Lemma 14.13) folgt
[/ (x03d) = }1{% q(t) = infq(t) € R U {£co}.

Mit x € R” beliebig und d := x — x, folgt auflerdem aus der Monotonie von g

flxo+1d) = f(x0)
1

f'(x0:d) = }iir(l)Q(t) <q() = = f(x) = f(x0)

und damit die Ungleichung (14.13).

Zu Aussage (i): Fir > 0 und d € R" gilt
f(xo+tad) — f(x) . limf(xo+t0{d) — f(xo) _

t \,0 at

I (x0; ad) Z}I\I‘% a f'(xo;d),

d.h.,, d — f’(x¢;d) ist positiv homogen. Um die Konvexitat zu zeigen, seien dj, d, € R” und « € [0,1].
Wir miissen zeigen (vgl. (11.8)):

f (xosadi+ (1—a)dy) < af'(xo;d1) + (1 - a) f/(x0;da), (14.16)

sofern die rechte Seite definiert ist, wovon wir ab sofort ausgehen. Es gibt folgende Falle.

o f"(x0;d;) und f’(x¢;d>) sind beide endlich. Aufgrund der Monotonie des Differenzenquotienten
miissen dann auch f(xo +t d;) und f(xo +t dz) fir ¢t € (0,y) endlich sein. Fir diese Werte von t
folgt

flxo+t(adi+(1—a)dy)) — f(xo)
= f(a (X() + tdl) + (1 - 0() (X() + tdz)) - f(X())
<a [f(xo +tdy) —f(xo)] +(1-a) [f(xo +tds) —f(xo)] (14.17)
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aus der Konvexitit von f. Die Division durch ¢t > 0 und der (monotone) Grenziibergang lim,\
auf der linken Seite zeigen weiter

f/(xg;adi+ (1—a) dy)
< flxo+t(adi+(1—a)dy)) — f(x0)

t
< af(xo+td1)—f(x0) r(1-a) fxo+tdy) — f(xo)

t t

(14.18)

fur t € (0,t). Durch Grenziibergang auf der rechten Seite der Ungleichung folgt nun die
gewiinschte Ungleichung (14.16).

Dasselbe Argument kann auf den Fall erweitert werden, dass f”(x¢;d;) und f’(xo; d,) endlich
oder oo sind. Dann sind die Werte von f(xo +t d;) und f(xo +t d;) fur t € (0, t) endlich oder co.

Es verbleibt der Fall, in dem f”(xy; d;) = —oo und f”(x¢; d2) endlich oder ebenfalls —co ist. (Der
Beweis im umgekehrten Fall geht analog.) In diesem Fall sind die Werte von f(x, + t d;) und
f(xo+tdy) fur t € (0, fp) endlich oder —co. Auch in diesem Fall gelten (14.17) und (14.18) fiir ein
Intervall (0, ty), und der Grenziibergang zeigt (14.16).

Zu Aussage (ii): Aus der positiven Homogenitit und der Konvexitat von f”(xo; -) folgt

£’ (x0;dy + dy)
=2 f"(x0; 3 (dh + d2)) (positive Homogenitit)

1 /4 1 /4
<2 Ef (x05dp) +2 Ef (x0;d2),

sofern die rechte Seite definiert ist.

Zu Aussage (iii): Fiir d = 0 gilt

o +10) = f(x0) _

t

(s d) = lim 0.

Zu Aussage (iv): Aus Aussage (iii) und Aussage (ii) folgt

0= f"(x0;d = d) < f'(x0;d) + f"(x05 =d),

sofern die rechte Seite definiert ist. Wenn das der Fall ist, dann sieht man die behauptete Ungleichung
—f"(x0; —d) < f’(x0;d) leicht ein, und zwar auch dann, wenn f”’(xp; —d) oder f”(x¢;d) oder beide
gleich oo sind. Es verbleiben die Flle f”(xo;d) = oo und f’(xp; —d) = —o0 bzw. f’(x¢;d) = —c0 und
f'(x0; —d) = oo, fiir die ebenfalls die Ungleichung —f’(xp; —d) < f’(x0;d) gilt.

Zu Aussage (v): Es sei xj € relint(dom f) und d € U, dem Richtungsraum von aff (dom f). Dann ist
xo £ ¢d € dom f fiir hinreichend kleines ¢ > 0, siehe Lemma 13.17. Folglich sind die Ausdriicke

flxo+td) - f(xo0)

t

und

fxo —td) - f(x0)
t
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fiir hinreichend kleine ¢ > 0 endlich, und aufgrund der Monotonie des Differenzenquotienten folgt
—00 < f"(x0;d) < 00 und —o0 < f'(xp; —d) < co. Zusammen mit Aussage (iv) ergibt sich also

—00 < —f"(x0;~d) < f'(x0;d) < oo,

d.h. f"(x;d) ist endlich.

Andererseits gehort, falls d ¢ U liegt, xo + td fir alle t > 0 nicht zu aff(dom f) und damit auch
nicht zu dom f. In diesem Fall ist also f(xy + td) = oo fiir alle + > 0 und damit g(¢) = oo, folglich
[ (xp;d) = oo. O

Folgerung 14.15 (Endlichkeit der Richtungsableitung). Ist f(xo) endlich und xy € intdom f, dann ist
die Richtungsableitung f’(xo; d) fiir alled € R" endlich.

Beweis. Da intdom f nichtleer ist, ist dimdom f = n und damit der Richtungsraum U = R". Die
Behauptung folgt nun aus Satz 14.14 (v). O

§ 14.3 ZUSAMMENHANG ZWISCHEN SUBDIFFERENTIAL UND RICHTUNGSABLEITUNG

Das wesentliche Resultat, in dem sich Subdifferential und Richtungsableitung einer konvexen Funktion
gegenseitig charakterisieren, ist der folgende Satz.

Satz 14.16 (Zusammenhang zwischen Subdifferential und Richtungsableitung, vgl. Rockafellar, 1970,
Theorem 23.2 und 23.4).
Essei f: R" = RU {xo0} konvex.

(i) Fiir jedes xo € R™, an dem f(x,) endlich ist, gilt:
af (xo) = {s eR” |sTd < f'(x0;d) fiir alled € R"}. (14.19)
(Moglicherweise sind beide Mengen leer.)
(ii) Fiir jedes xo € relint(dom f), an dem f(x,) endlich ist, und d € R" gilt:

f(x0;d) = sup{sTd|s € af(xg)} € R U {oo}. (14.20)

Genauer: Es sei U der Richtungsraum von aff (dom f). Ist d € U, dann sind beide Seiten in (14.20)
endlich, und das Supremum ist ein Maximum. Istd ¢ U, dann sind beide Seiten in (14.20) gleich cc.

Die Aussage (14.20) ist in der Literatur auch als max formula bekannt.

Beweis. Aussage (i): Es sei zunichst s € df (xg) und d € R" beliebig, aber fest. Aus der Subgradienten-
ungleichung (14.1) folgt
flxo+td) = f(xo) +s(td)
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fiir alle t > 0. Da f(x() nach Voraussetzung endlich ist, ergibt das Sortieren der Terme und Division

durch ¢
Jxo + fdt) — f(xo) > §Td
und durch Grenziibergang folgt f’(xo;d) > s'd.

5

Nun seis € R” ein Vektor mit der Eigenschaft s'd < f’(x; d) fiir alle d € R". Weiter sei x € R" beliebig
und d := x — x¢. Aus der Monotonie des Differenzenquotienten (Lemma 14.13) folgt insbesondere

f(xo+1d) — f(x0)
N ,

s"(x = x0) =s'd < f'(x03d) = 11{1(1) q(t) <q(1) =
¢
d.h., es gilt
f(x) = f(xo) +5" (x = x0).
Da x € R" beliebig war, folgt s € 9f (x).
Aussage (ii): Es sei xy € relint(dom f). Dann ist df (xo) # 0 nach Satz 14.7. Es sei d € R" beliebig,

aber fest. Die Richtungsableitung f”(x¢; d) existiert (mit Werten in R U {£o0}) nach Satz 14.14. Nach
Aussage (i) gilt f’(xo;d) > s'd fiir alle s € 9f (xq), also auch

f(x0;d) > sup{sTd’s € 8f(xg)}. (14.21)
Die rechte Seite kann nicht gleich —oo sein. (Quizfrage 14.9: Warum?)
Wir missen zeigen, dass in (14.21) Gleichheit gilt. Es sei dazu U der Richtungsraum von aff dom f. Wir
unterscheiden zwei Fille. Falls d ¢ U liegt, dann ist f’(xp;d) = oo nach Satz 14.14 (v). Wir miissen
zeigen, dass dann auch die rechte Seite in (14.21) gleich co ist. Wir kénnen d eindeutig darstellen als
d=d; +d, mitd; € U und d, € U*. Nach Annahme ist d; # 0. Es sei 5 irgendein festes Element von

df (xo); es gilt nach Aussage (i) also 5"y < f”(xo; y) fiir alle y € R™. Wir zeigen, dass 5 + & d, fiir alle
a € Rin 9f (x¢) liegt. Dazu zeigen wir:

G+ady)'y < f(x0;9) (14.22)

fir alle y € R". Falls y ¢ U liegt, dann ist die rechte Seite in (14.22) gleich oo, die linke Seite aber
endlich. Falls dagegen y € U liegt, dann ist d} y = 0, also gilt (14.22) auch in diesem Fall. Fiir die rechte
Seite in (14.21) erhalten wir nun

sup{sTd|s € 8f(x0)} > sup{(§+ ady)'d | a € R} =5d+ sup{a IIda ||* | a € R} = o0.

Damit ist in diesem Fall die Gleichheit in (14.21) gezeigt.

Im anderen Fall ist d € U. Wir definieren die Funktion g(d) := f’(xg;d). Diese ist nach Satz 14.14 (i)
konvex mit Werten in R U {co}, da der Wert —co oben durch (14.21) bereits ausgeschlossen wurde. Thr
eigentlicher Definitionsbereich ist dom g = U, siehe Satz 14.14 (v). Da U ein Unterraum von R" ist, gilt
relint(U) = U. Nach Satz 14.7 (ii) existiert also ein Element s € dg(d), d. h., es gilt

f'(x0;y) = f'(x0;d) +5 (y —d) fiir alle y € R". (14.23)
Setzen wir speziell y = 0 ein, so folgt

0> f (xo;d) —57d.
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Setzen wir andererseits y = 2 d ein, so ergibt sich
f'(x0:2d) = 2 f' (x0;d) 2 f"(x0;d) +5'(2d — d),
d.h. f"(x¢;d) > 5'd. Durch beide Ungleichungen zusammen erhalten wir also f’(x,;d) = 5'd. Es bleibt

zu zeigen, dass 5 zu f (x¢) gehort. Aus (14.23) folgt nun aber f’(x; y) = f(x0;d) +5 (y —d) =5y
fiir alle y € R™. Nach Aussage (i) gilt damit tatsachlich s € df (xp), und wir haben gezeigt:

f(x0;d) > sup{s'd|s € af (x0)} =5'd = f'(x0;d).

Insbesondere ist das Supremum ein Maximum. O

Folgerung 14.17 (Unbeschranktheit des Subdifferentials). Es sei f: R”™ — R U {+o0} konvex. Weiter
sei f(xo) endlich und df (x¢) # 0. Dann gehért mit jedem s € df (xo) auch s + U™ zu df (x,), wobei U
der Richtungsraum von aff dom f und U~ sein orthogonales Komplement ist. Wenn also dimdom f < n
ist, dann ist df (xo) unbeschrdnkt.

Quizfrage 14.10: Wie kann man sich diese Tatsache grafisch vorstellen?

Beweis. Es seis € df (xo) und d € U*. Nach Satz 14.16 Aussage (i) gilt s'd < f"(xo;d) fiir alle d € R™.

Wir zeigen, dass diese Ungleichung auch fir s + d gilt. Es sei dazu d € R” beliebig. Wir kénnen d

eindeutig darstellen als d = d; + d, mit d; € U und d; € U*. Falls d; # 0 gilt, dann ist gehort xo + ¢t d

fiir alle ¢ # 0 nicht zu aff dom f und erst recht nicht zu dom f, also folgt f’(xp; d) = co, womit
(s+d)d < f (x03)

gezeigt ist. Andernfalls ist d, = 0, also d € U, und daher gilt

(s+d)'d=s"d < f'(x0:d)

nach Voraussetzung. Aus Satz 14.16 Aussage (i) folgt nun, dass auch s + d zu 9f (x,) gehort. O

§ 14.4 WEITERE EIGENSCHAFTEN KONVEXER FUNKTIONEN

Lemma 14.18 (Lokale Beschranktheit nach oben impliziert lokale Lipschitz-Stetigkeit).
Essei f: R" — R U {co} konvex und xy € dom f. Wenn f auf einer Kugel B, (xy) nach oben beschrdinkt
ist, dann gilt:

(i) f ist auf B,(xo) auch nach unten beschrdnkt.

(ii) f ist aufBr/z(xo) Lipschitz-stetig.
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Beweis. Aussage (i): Es gelte f < M auf der Kugel B, (xp) fiir ein M € R.Esseix € B, (x¢) ein
beliebiges Element und y = 2x5 — x = x9 — (x — x¢) die Reflexion von x am Mittelpunkt xo. Dann
liegt y ebenfalls in B, (xp), und es gilt aufgrund der Konvexitit von f

feo) =1 (222) < £+ 3£,

(Der Fall 0o — oo auf der rechten Seite kann wegen f < M nicht auftreten.) Durch Umstellen ergibt
sich f(x) > 2 f(xy) — f(y) = 2 f(xp) — M, die gesuchte endliche untere Schranke.

Aussage (ii): Aufgrund von Aussage (i) ist

M = sup{lf(x)| |x € Br(xo)}

endlich. Es seienx, y € B, (xo) und x # y. Wir definieren z := x + 5 (x=y)

5 Teyl- Dannist z € x+ 5B, (0) C
xo +rB;(0) = B,(x,). Wir setzen « := Also ist z = x + & (x — y) und daher’

_r
2[lx=yll"

1 a
—z+—.
a+1 a+1

Die Konvexitét von f ergibt

() € ——f() + ()
und damit
1 2M 2]x =l aM
f(x)—f()’)ﬁm[f(z)—f(w]Sm— mSTHX—yw

Durch Vertauschen den Rollen von x und y erhalten wir ganz analog f(y) — f(x) < % |[x — ||, also
zusammen

£ - F)l < 5 =yl (420

fur alle x, y € Br/2 (x0). O

Beachte: Es sieht hier zunichst so aus, als wiirde die Lipschitz-Konstante in (14.24) fir r N\, 0
sexplodieren®. Jedoch gilt natiirlich eine Abschatzung (14.24) mit derselben Lipschitz-Konstanten auch
auf allen Kugeln um x, mit kleinerem Radius.

Es stellt sich die Frage, in welchen Punkten xy € dom f die Voraussetzung von Lemma 14.18 gilt,
also dass f: R” — R U {co} in einer Umgebung von x, nach oben beschrankt (und damit bereits
in einer kleineren Umgebung von xy Lipschitz-stetig) ist. Dazu muss natiirlich notwendigerweise
xo € intdom f sein. Das ist aber auch bereits hinreichend, wie das folgende Resultat zeigt.

Satz 14.19 (Stetigkeit konvexer Funktionen).
Essei f: R™ — R U {co} konvex. Folgende Aussagen sind fiir x, € R" dquivalent:

7Es gilt @ € (1/2, ), wobei « grof} ist fir y » x und @ ~ 1/2, falls ||y — x|| ~ r. Damit liegt 1/(« + 1) in (0,2/3) und
af(a+1)in (1/3,1).
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(i) xo € intdom f.
(ii) f ist in einer Umgebung von xo nach oben beschrinkt.
(iii) f ist in einer Umgebung von xo Lipschitz-stetig.

(iv) f ist im Punkt xo stetig.

Beachte: Konvexe eigentliche Funktionen sind also genau im (moglicherweise leeren) Inneren ihres
eigentliches Definitionsbereiches lokal beschrinkt und lokal Lipschitz-stetig.®

Beweis. Aussage (ii) = Aussage (iii): Das wurde in Lemma 14.18 gezeigt.
Aussage (iii) = Aussage (iv): Das ist offensichtlich.
Aussage (iv) = Aussage (i): Das folgt sofort aus der e-5-Definition der Stetigkeit.

Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei xy € intdom f. Wir kdnnen affin unabhingige Vektoren v, . .., v,
und r > 0 so wihlen, dass mit A := conv({vy, ..., v,}) gilt: B,(x9) € A C dom f. (Zur Konstruktion
siehe nachfolgendes Lemma 14.20.) Jeder Punkt x € B,(xp) € A hat dann eine eindeutige Darstellung
als Konvexkombination .
X = Z ajUj
j=0

mit Koeffizienten a; > 0 und 3.7, a; = 1. Aus der Jensenschen Ungleichung (Hausaufgabe 9.1) fiir die
konvexe Funktion f folgt nun

n

flx) = f(zn: aj Uj) < ) if (o)) < jmax_f(v)) z": aj=M
j=0 7=0 R =
=M

fiir alle x € A und insbesondere fiir alle x € B, (xo). ]

Lemma 14.20 (Zwischen eine Menge und einen inneren Punkt passt immer ein Simplex?).
Es sei M C R" eine Menge und xo € int M, sodass By(xo) C M liegt. Dann existieren affin unabhdngige
Punkte v, ...,v, € M und einr > 0, sodass mit der konvexen Hiille A = conv({vy, ...,v,}) gilt:

Br(xo) CAC BR(X()) Cc M.

Quizfrage 14.11: Wie kann diese Aussage veranschaulicht werden?

8Eine Funktion f: M — RU {00} heifit lokal beschrinkt, wenn zu jedem Punkt xg € M eine Umgebung U (xo) und eine
Konstante C(xg) € R existieren, sodass |f(x)| < C(xp) fiir alle x € U(xp) N M gilt. Eine Funktion f: M — R U {+o0}
heifit lokal Lipschitz-stetig, wenn zu jedem Punkt x9 € M eine Umgebung U(x() und eine Konstante L(xp) € R
existieren, sodass [f(x) — f(y)| < L(xp) ||x — y|| fiir alle x € U(xp) N M gilt. Man kann beide Begriffe auf Teilmengen
N C M einschrianken und spricht dann von lokaler Beschrinktheit auf N bzw.lokaler Lipschitz-Stetigkeit auf N.
9Ein Simplex (Plural: Simplizes) im R” ist die konvexe Hiille affin unabhangiger Punkte im R”.
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Beweis. Wir gehen zur Vereinfachung der Notation von xy = 0 und R = 1 aus, was wir immer erreichen
konnen, indem wir M durch (M — x4) /R ersetzen.
Die gesuchten Punkte kénnen wir nun beispielsweise wéhlen als

1 1 d ! 1 =1
vy = —— un vi=e;———1, =1...,n.
0 n+1 / T n+1 J

Hierbei ist e; der j-te Einheitsvektor im R". Die affine Unabhéngigkeit der v; sowie die Eigenschaft
lloj|l < 1fiir j = 0,...,n priift man leicht nach. Da B, (0) konvex ist, folgt bereits

A C B,(0) € M.

Aufgrund der affinen Unabhingigkeit lasst sich jedes x € R" eindeutig als Affinkombination x =
Xj=o @j vj schreiben mit Koeffizienten, die }}7_, &; = 1erfiillen. Der Ursprung ist gerade der Mittelpunkt

von v, . . ., Uy, hat also den Koeffizientenvektor @ = 1/(n + 1) 1, denn es gilt
n n
1 1 n+1 n+1
ajvj=—— vj = 1+ 1+ 1]—0
Z 7 n+1Z ! n+l[ n+1 Z ] n+l[ n+1
Jj=0 Jj=0
Insbesondere ist der Ursprung also eine echte Konvexkombination der Punkte vy, . .., v,. Aufgrund der

stetigen (linearen) Abhéngigkeit der Koeffizienten o vom Punkt x gilt fiir eine ganze Umgebung B, (0)
mit geeignetem Radius r > 0 die Eigenschaft « > 0, d.h., B,(0) € A, was zu zeigen war.

Genauer: Wir kénnen wie im Beweis von Satz 13.15 vorgehen. Das lineare Gleichungssystem, das die
Koeflizienten der Darstellung eines beliebigen Punktes x als Affinkombination der Punkte vy, ..., 0,
ermittelt, vgl. (13.8), lautet

1 1 [od) 1
\ \ | = \
Vo ol - X
\ \ [0 4% \
—_———— ——
=B =b

Durch die Wahl ¢ := 1/((n+1)||B™!||«) erreichen wir zunichst Blél,'”"" (x¥) € A. (Quizfrage 14.12:
Warum miissen wir hier, anders als im Beweis von Satz 13.15, nicht ||(B"B) 'B'||.o nehmen?) Die
Aquivalenz der Normen |||l und ||-||2 im R”, insbesondere |||l < ||-||2, zeigt schlieBlich, dass wir
r = p wihlen kénnen, sodass (sogar fiir die abgeschlossene) r-Kugel gilt:

B,(0) ¢ Bl'I=(z) ¢ A ¢ B,(0) c M. O

Aus dem Satz 14.19 folgen weitere Konsequenzen fiir das Subdifferential und die Richtungsableitung
konvexer Funktionen. Wir wissen bereits aus Satz 14.14 (v), dass in Punkten x, € intdom f gilt, dass
f’(x0; d) fiir alle Richtungen d € R" endlich ist. Es gilt jedoch mehr:

Lemma 14.21 (Lipschitz-Stetigkeit der Richtungsableitung).
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X2
X2

X3
[ J

X1 X1 X1

Abbildung 14.5: Simplizes der Dimensionen 0, 1 und 2 im R?.

Es seien f: R" — R U {oo} konvex und xy € intdom f. Weiter sei L eine Lipschitz-Konstante von f in
einer Kugel B, (x), siehe Satz 14.19. Dann gilt

If' (x0;d1) — f'(x0;d2)| < L||dy — dz|| fiir alled,, d; € R" (14.25)

und insbesondere

If (xosd)| < LId]| (14.26)
fiir alled € R™.

Beweis. Es seid € R" beliebig. Fiir hinreichend kleines t > 0 gilt

|f (xo +td) = fxo0)| < L]ld]l.

Die Division durch t und der Grenziibergang ¢ \, 0 zeigt |f” (xo;d)| < L||d]|.

Um die Lipschitz-Stetigkeit von f’(x;-) zu zeigen, schatzen wir ab:

f'(x0;d1) = f" (0 d2)
= ' (x0;d1) = f'(x0:dy + (dz — dy))
> f'(x0;d1) — f'(x0;d1) — f'(x0;d2 —d;) wegen der Subadditivitit, siehe (14.15)
> —L||d, - dz||.

Beachte: Die Subadditivitidtsungleichung (14.15) gilt, weil alle vorkommenden Werte f’(xo; -) wegen
(14.26) endlich sind. Analog gilt auch

£/ (x03d) = f"(x0d2)
= [ (x0;dy + (dy — dy)) = f (x0;d2)
< f(x0;d2) + f'(x0;d1 — d2) — f'(x0;d2) wegen der Subadditivitit, siehe (14.15)
< Ll|dy = da]l.

Das zeigt die Behauptung (14.25). O
Wir wissen bereits aus Satz 14.7 und Satz 14.3, dass das Subdifferential einer konvexen Funktion

f:R" - R U {xco} in Punkten x; € relint(dom f) nichtleer, abgeschlossen und konvex ist. Im
folgenden Satz wird das Subdifferential in inneren Punkten von dom f noch genauer charakterisiert.
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Satz 14.22 (Kompaktheit des Subdifferentials).
Essei f: R" — R U {co} konvex. Es sei weiter xy € intdom f und L eine Lipschitz-Konstante von f in
einer Kugel B,(x), siehe Satz 14.19. Dann ist df (xo) kompakt, und es gilt ||s|| < L fiir alle s € of (xo).

Beweis. Fir s € df (xo) gilt nach Satz 14.16 Aussage (i) und Lemma 14.21:
s'd < f'(xo;d) < L||d|| fiiralled € R".

Mit der Wahl d = s folgt ||s|| < L. O

Bemerkung 14.23 (Verallgemeinerung von Satz 14.22).
Essei f: R™ — R U {co} konvex. Wenn x, € relint(dom f) ist, dann gilt

9f (x0) = U™ + 9(f laft dom £) (x0)- (14.27)

Hier ist U der Richtungsraum von aff dom f und U+ sein orthogonales Komplement. Der Ausdruck
A(f |afk dom ) (x0) ist das Subdifferential der Einschrinkung von f auf aff dom f. Fiir diese Funktion ist x,
ein innerer Punkt, und man kann zeigen, dass 9(f'|aft dom ) (X0) kompakt ist.

Satz 14.24 (Beschrinktheit des Subdifferentials, vgl. Geiger, Kanzow, 2002, Lemma 6.19).
Essei f: R" — R U {co} konvex und B C intdom f eine kompakte Menge. Dann ist die Bildmenge

of(B) =] af(x)

x€B

ebenfalls beschrinkt.

Beweis. Wir betrachten die Uberdeckung von B durch offene Kugeln

B,

xX€B

wobei die Radien r > 0 so gewdhlt werden, dass B, (x) C intdom f bleibt. Aufgrund der Kompaktheit
von B sind endlich viele Kugeln zur Uberdeckung ausreichend, sagen wir

B C B,j(xj) c
j: m

Ber (xj) € intdom f.
Jj=L..., m

J=1..

Nach Satz 14.19 ist f stetig auf int dom f und damit auf jeder der endlich vielen kompakten Kugeln
Ber (x;) beschrankt. Somit ist f auch auf der endlichen Vereinigung (J;=; Ber (xj) beschrankt.

Es seinuns € 9f (x) fir ein x € B. Es gilt also
f(x) 2 f(x)+5 (x —%) fiir alle x € R".

Der Punkt x gehért zu B, liegt also in einer der Kugeln, sagen wir in B, (x;). Wir betrachten zunachst
den Fall 5 # 0. Der Punkt x == x + ”r?’” s gehort zu BZrJ_ (xj), denn es gilt

rj _
— S

151l

llx = x| < lx =X + 1% — x| < +rj=2rj.
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Wir setzen x in die Subgradientenungleichung oben ein und erhalten

ﬂm>ﬂm+qﬁp—ﬂm+omm

also

15l < = [f 0 - £,
J

Da x zu Ujoy m B, (x;) und X zu U, m By, (x;) C By, (xj) gehort, wo f beschrankt ist, und
5 € df (B) bis auf die Annahme 5 # 0 beliebig war, folgt, dass df (B) \ {0} beschrénkt ist und damit
auch 9f (B). O

Satz 14.25 (Subdifferential einer konvexen diffbaren Funktion, vgl. Rockafellar, 1970, Theorem 25.1).
Essei f: R™ — R U {+oo} konvex.

(i) Wenn f an der Stelle xq diffbar ist, dann ist df (xo) = {Vf(x0)}, und es gilt x; € intdom f.

(ii) Wenn das Subdifferential of (x,) einelementig ist, dann gilt x, € intdom f, und f ist an der Stelle

xo diffbar.

Beweis. Aussage (i): Es sei f an der Stelle x, diffbar, insbesondere ist also f(x,) endlich. Aufgrund der
Diffbarkeit sind die Richtungsableitungen gegeben durch f’(xg;d) = Vf(x0)"d. Gemif} Satz 14.16 Aus-
sage (i) ist s € 9f (xo) genau dann, wenn s'd < f”(xo; d), also

s'd < Vf(x)'d

fiir alle d € R” gilt. Diese Bedingung ist aber genau fiir s = Vf(xo) erfiillt. (Quizfrage 14.13: Warum?)
Weiter folgt aus der Diffbarkeit von f an der Stelle x; auch die Stetigkeit von f an dieser Stelle.
Daraus folgt insbesondere, dass f in einer Umgebung von x, nur endliche Werte annimmt, sodass
X € intdom f folgt.

Aussage (ii): Es sei df (xg) = {s}. Daraus folgt zunichst, dass f(x¢) endlich ist denn: Ware f(x,) nicht
endlich, so wiirde die Subgradientenungleichung (14.1) zeigen, dass entweder df (x() = 0 ist (im Fall
f(xp) = cound dom f # 0) oder aber df (xg) = R" (im Fall f = oo oder im Fall f(x) = —o0).

Wir zeigen weiter, dass xy € intdom f folgt. Aus Folgerung 14.17 ergibt sich zunéchst, dass dom f
notwendigerweise volle Dimension haben muss, da sonst 9f(x) unbeschrinkt wire. Angenommen,
xo ¢ intdom f, dann gilt auch x¢ ¢ core dom f nach Lemma 13.23. Es gibt also eine Rlchtung d eR",
d # 0, sodass x, € dom f liegt, aber x; + ed¢ dom f fir alle ¢ > 0. Daraus folgt f’(x¢;d) =

Wir zeigen unter Verwendung von Satz 14.16 Aussage (i), dass dann auch s + de af (xo) gilt, im
Widerspruch zu Voraussetzung, dass df (xo) einelementig ist. Es sei dazu d € R" beliebig. Wir kénnen
d eindeutig darstellen alsd = d; + d, mitd; L dund d; € span{d }, also d = d; + a d. Wir machen eine
Fallunterscheidung nach dem Vorzeichen von a. Wenn a > 0 ist, dann gilt

f'(x0;d) < f'(x0:dy) + Off'(xo;a) =00

146 https://tinyurl.com/scoop-gdo 2024-01-23


https://tinyurl.com/scoop-gdo

@®O®® Grundlagen der Optimierung

wegen Satz 14.14. Damit ist in diesem Fall (s + d)'d < f"(x0;d) klar. Andernfalls ist @ < 0 und daher
(s+d)d=sd+d (di+ad) =s"d+a|d|? <s'd < f (x0:d),
wobei die letzte Ungleichung wieder aus Satz 14.16 Aussage (i) folgt. Wir haben also gezeigt, dass
(s+d)'d < f'(xp;d) fiiralled € R"

gilt. Aus Satz 14.16 Aussage (i) folgt damit s+d € 9f (x,), Widerspruch. Folglich gilt notwendigerweise
Xo € intdom f.

Wir miissen noch zeigen, dass f an der Stelle x, diffbar ist. Dazu definieren wir die konvexe (Restglied-)
Funktion g: R” — R U {*oo},

g(6x) = f(xo +6x) — f(x0) — s"5x.

Fir diese gilt dann g(5x) > 0 sowie 0 € intdom g und dg(0) = {0} (Quizfrage 14.14: Warum gelten
diese Eigenschaften?). Wir miissen zeigen:

o 9000 _
Sx—0 ||5X||

(14.28)

Es sei R > 0 so, dass B,(0) C domg liegt. Lemma 14.20 zeigt, dass es affin unabhingige Punkte
v ..., 0p und ein r > 0 gibt, sodass mit A := conv({vy,...,v,}) gilt: B,(0) € A C B(0) € domg.
Folglich gilt [|v;|| < Rfuralle j=0,...,n

Jedes Element in A und insbesonderes jedes y € B,(0) hat eine (eindeutige) Darstellung als Konvex-
kombination

n
y = ZC(J Z)j (1429)
Jj=0
mit Koeffizienten a; > 0 und }7_ ; = 1.
Es sei nun dx € R" beliebig, aber fest, mit ||dx|| < %2 und dx # 0. Daraus folgt M llojl| <.

Wir schitzen nun ab:

(||5x|| dx )
[16x
g( Z(; ) wegen (14.29)
“ ox
< ) aj g(u j) Jensensche Ungleichung (Hausaufgabe 9.1)
j=0
|16l
SJ*O ng( p UJ). (14.30)

Die Funktionswerte sind alle endlich, da, wie bereits gezeigt, ”‘SXH

v; € B,(0) C domg liegt.
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Nach Satz 14.16 Aussage (ii) gilt wegen g(0) = 0 und 9dg(0) = {0}:
g’ (0;d) = max{s'd|s € dg(0)} = 0
fur alle d € R". Zusammen mit der Monotonie des Differenzenquotienten (Lemma 14.13) erhalten wir

td) —g(0 td td
\,0 t tNO T t

(14.31)

fir alle t > 0 und alle d € R™. Wir kénnen nun die Restgliedabschétzung (14.28) zeigen: Wegen (14.30)
haben wir

(6x) g(LLo))
glox r
< < max ————,
16x|l = j=0.n | 6]|
und wegen (14.31) gilt fiir jeden Term unter dem Maximum auf der rechten Seite
[z
9(“ho) L glto)
im = lim =0.
loxlNo  ||0x]| o
Somit erhalten wir s
x
< lim 9(6x) =0,
loxiNo [|6x]l
was zu zeigen war. O
Ende der Woche 13
§ 15 KEGEL

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 2.2.1

Definition 15.1 (Kegel).
Eine Menge K C R" heif3t ein Kegel (englisch: cone), wenn fx € K gilt fiir x € K und alle § > 0. Kurz:
BK C K fiir alle p > 0. Der Kegel K heif3t spitz, wenn 0 € K ist, ansonsten stumpf.

Beachte: Mit jedem Punkt x € R" enthilt ein Kegel bereits die gesamte Halbgerade {f x| f > 0}.

Beispiel 15.2 (Kegel).
Beispiele fiir Kegel sind:

(i) offene Halbgeraden {ffa|f > 0} mitae R",a #0,
(ii) abgeschlossene Halbgeraden {fa|f > 0} mitae R",a #0,

(iii) offene Orthanten RZ ) = {x € R" [x > 0},
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(iv) abgeschlossene Orthanten RZ ) = {x € R" |x > 0},
(v) der Lorentzkegel K = {(x,t) e R" xR | ||x|| < t},
(vi) die Menge der symmetrisch positiv definiten Matrizen S, in R™" |

(vii) die Menge der symmetrisch positiv semidefiniten Matrizen S} in R™*" .
Beachte: Kegel sind i. A. nicht konvex.

Definition 15.3. Es sei M C R". Der Durchschnitt aller Kegel in R", die M enthalten, also
cone M = m{K CR" !K ist Kegel und M C K}, (15.1)

heift die Kegelhiille von M. Somit ist cone M der kleinste Kegel, der M enthdlt.

Beachte: Man kann zeigen, dass cone M = g, f M.

Beachte: Die Kegelhiille cone M unterscheidet sich von der konischen Hiille pos M, vgl. (6.13). Tat-
sachlich ist die konische Hiille der kleinste konvexe Kegel, der M enthalt.

Satz 15.4 (Operationen auf Kegeln).
(i) Esseien Kj CR", j € J Kegel. Dann ist () ;c; K; ein Kegel.

(ii) Esseien K; CR™,i=1,...,k Kegel. Dann ist das kartesische Produkt K; X - - - X K. ein Kegel in
R™M x ..« X R,

(iii) Essei f: R" — R™ eine lineare Abbildung und K C R" und K € R™ Kegel. Dann sind das Bild
f(K) € R™ und das Urbild f71(K) € R" Kegel.

Quizfrage 15.1: Gilt das auch, wenn f affin-linear ist?
(iv) Sind K3, K; € R" Kegel, dann sind
aKi={ax|x €K} firaeR

sowie die Minkowski-Summe
Ki+K,

Kegel.
(v) Das Komplement K° = R" \ K eines Kegels K € R" ist ein Kegel.

(vi) Ist K C R™ ein Kegel, dann sind das Innere int K, der Abschluss K und der Rand 9K wieder Kegel.
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Beweis. Aussage (i): Fiir x € ()¢ Kj ist x € K] fur alle j € J. Da die K; Kegel sind, ist fx € K; fiir
alle j € J alle > 0. Entsprechend ist fx € ()¢ K; fir alle § > 0.

Aussage (ii): Firx € Ky X --- X Ky ist x; € K; CR™ fiiri = 1,..., k. Da die K; Kegel sind ist sind damit
auch fx; € Kj, furallei =1,...,k und § > 0. Entsprechend ist fx € Kj X - - - X K, fuir alle § > 0.

Aussage (iii): Es sei f > 0 und y € f(K) mit y = f(x) fiir ein x € K. Da K ein Kegel ist, ist fx € K
und auf Grund der Linearitat von f ist fy = ff(x) = f(fx) € f(K) und damit f(K) ein Kegel.

Es sei nun weiter x EAf_l(E) (also f(x) € E) und § > 0. Da K ein Kegel ist, ist f(fx) = ff(x) € K
und damit fx € f~1(K).

Aussage (iv): Es seien a, f > 0 und x € aK;j. Nach Definition ist éx € Kj, also, da Kj ein Kegel ist, auch
By e K; und damit fx € aK;.

o

Esseinun > 0und y € K; + K, mit y = x; + x, fur x; € Kj, i =1, 2. Dann ist fy = fx; + fx, und da
die K; Kegel sind, sind fx; € K; und damit fy € Kj + K>.

Aussage (v): Es seien f > 0 und x € K°. Angenommen fx wire nicht in K¢, sondern in K, dann wire
— (px) = x € K, was ein Widerspruch ist.

p

N——
>0

Aussage (vi): Es sei # > 0 und x € int K mit B,(x) € K. Dann ist Bﬁg(ﬂx) C K, denn fiir x € Bﬁg(ﬂx)
1 1 1
%= = 2 % - il <

ist
‘ p p p

also %3% € B,(x) € K, damit x € K und entsprechend fx € intK.

Pe = ¢,

Mit Aussage (v) folgt sofort, dass K = int(K°)® ein Kegel ist.

Mit Aussagen (i) und (v) ist 9K = K N K¢ ebenfalls ein Kegel. |

Lemma 15.5 (Konvexe Kegel).
Essei K C R"™.

(a) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) K ist ein konvexer Kegel.

(ii) Es gilt oy x1 + a2 x2 € K fiir alle x1,x, € K und a3, az > 0.
(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) K ist ein spitzer konvexer Kegel.
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(ii) Esgilt oy x1 + ap x5 € K fiir alle x1,x, € K und ay, a3 > 0.

Beweis. Aussage (a): Es sei zunichst K € R” ein konvexer Kegel und x3, x, € K sowie a3, a; > 0. Dann
sind a; x; und a3 x5 in K und

€K (Konvexitat)
—

X +ayx, =2 (%alxl + %0[2 xz) €K.
S~ S~
€K €K

Umgekehrt seien xj, x; € K und a € (0,1). Nach Voraussetzung ist & x; + (1 — ) x; € K, also K konvex.
Es sei weiter x € K und f > 0. Wahle a1 = a2 = /2 und x; = x, = x. Nach Voraussetzung ist
fx=ax+(1-a)x; € K, also K ein Kegel.

Aussage (b): analog. ]

Beachte: Der Rezessionskegel (6.9) eines Polyeders in Normalform sowie die konische Hiille (6.13)
pos M einer Menge M sind konvexe Kegel, die zudem abgeschlossen sind.

Fiir den Rest dieses Abschnitts werden wir uns mit Kegeln beschéftigen, die in der (insbesondere
konvexen) Optimierung eine besondere Bedeutung haben.

§ 15.1 RADIALKEGEL UND KEGEL ZULASSIGER RICHTUNGEN

Definition 15.6 (Kegel zuldssiger Richtungen). Es sei M C R" eine beliebige Menge und x € M. Dann
heift
Fum(x) = {d € R" | es gibt ein e > 0, sodass x + t d € M liegt fiir allet € [0, ]} (15.2)

der Kegel der zulissigen Richtungen (englisch: cone of feasible directions) der Menge M im Punkt x.
Ein Vektor d € Fa(x) heifit zuldssige Richtung von M im Punkt x. Man definiert Fp(x) = 0 fur
x & M.

Definition 15.7 (Radialkegel). Es sei M C R" eine beliebige Menge und x € M. Dann heif3t

Ku(x) = {B(y-x)|yeM, p>0}={ Jp(M-x) (153)
p>0

der von M — x erzeugte Kegel oder der Radialkegel (englisch: radial cone) an die Menge M im Punkt x.
Ein Vektord € K(x) heifit radiale Richtung von M im Punkt x. Man definiert K (x) = 0 fiirx ¢ M.

Quizfrage 15.2: Warum sind F(x) und Ky (x) Kegel?

Quizfrage 15.3: Was sind F1(x) und Ky (x) fiir x € int M?
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Abbildung 15.1: Kegel der zuldssigen Richtungen Fa;(x) (griin) und Radialkegel Fy(x) (rot) einer
nichtkonvexen Menge M in einem Punkt x. Dargestellt ist jeweils der verschobene
Kegel x + Fpr(x) bzw. x + K (x).

Satz 15.8 (Eigenschaften von Fy(x), Kp(x) und deren Zusammenhang).
Es sei M C R" beliebig und x € M. Dann gilt:

(i) Fm(x) und Kn(x) sind spitze Kegel.
(i1) Fm(x) € Knu(x).
(iii) M C x + Ku(x).
(iv) Es sei C € R" konvex. Dann ist Kc(x) fiir jedes x € C ein spitzer konvexer Kegel, und es gilt
Fe(x) = Ke(x).
Beweis. (i) Firx € Mistx+10 =x € M fir jedes beliebige ¢ € R und somit 0 € F(x).
Fir x € M ist auBerdem f(x — x) = f0 = 0 fiir alle § € R und somit 0 € Kj;(x).

(ii) Seid € Fp(x) gegeben. Nach Definition existiert ein ¢ > 0, so dass x + ed € M. Fur f§ = 1/¢ ist
damit d = f(x + ed — x) und somit d € Kj(x).

(iii) Sei y € M beliebig gegeben. Damit ist natiirlich y — x € K (x) und somit

y=x+(y—x) € x+Kpu(x).

(iv) Dass Fc(x) und K (x) spitz sind, wissen wir bereits aus Aussage (i).

Die Inklusion Fc(x) € Kc(x) gilt nach Aussage (ii). Fur die gegenteilige Inklusion sei nun
C konvex und d € Kc(x),dh,d = f(y —x) firein § > Ound y € C. Mit ¢ := 1/p folgt
x+ed=x+(y—x) =y e C.DaC konvex ist, gilt wegen x und x + £d in C, dass auch x + td
zu C gehort fur alle t € [0, ¢]. Damit stimmen die Kegel tiberein.

Wir zeigen nun noch die Konvexitét anhand des Radialkegels. Seien dafiir « € [0,1] sowie d und
d aus Kc(x), also,
d=p(y-x) und d=p(y-x)
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fiir , f > 0 und y, y € C. Dann ist auf Grund der Konvexitit von C auch

apy+(1-a)fj

ad+u—a)d=aﬁ(y—xy+m—aﬂhy—x):(aﬁ+(1—anﬂ Y x| e Ke().
N (aﬁ+(y-@ﬂ)
>0
eC
a

Quizfrage 15.4: Beispiel fiir eine nichtkonvexe Menge M und einen Punkt x € M, sodass dennoch
Fum(x) = Kp(x) gilt?

Lemma 15.9 (Richtungsableitung der Indikatorfunktion).
Es sei C C R" eine nichtleere konvexe Menge und x € C. Dann gilt:

0, fallsd € Fc(x) oder dquivalent: d € Kc(x),

00 sonst.

%m@:{ (15.4)

Beweis. Der Differenzenquotient fiir t > 0

_ Ic(x+td) — Ic(x) _ Ic(x+td) -0
- t N t

q(t)

wird entweder gleich null fiir ein ¢y > 0 (und dann wegen der Konvexitit von C auch fiir alle ¢ € [0, t,]),
oder es ist g(t) = oo fiir alle ¢ > 0. Der erste Fall ist genau der Fall d € F¢(x), siehe (15.2). Die Gleichheit
Fe(x) = Ke(x) wurde in Satz 15.8 gezeigt. m|

§15.2  NORMALENKEGEL

Definition 15.10 (Normalenkegel). Es sei M C R” eine beliebige Menge und x € M. Dann heift
Nu(x) = {s e R"|s"(y — x) < 0 fiir alle y € M} (15.5)

der Normalenkegel (englisch: normal cone) von M im Punkt x. Ein Vektor s € Nj(x) heifit Normalen-
richtung von M im Punkt x. Man definiert Ny(x) := 0 fiir x ¢ M.

Beachte: s ist genau dann eine Normalenrichtung von M im Punkt x € M, wenn M enthalten ist
im Halbraum H™ (s, ) = {y € R"|s"y < f} mit Normalenvektor s und Offset f§ := s"x. Mit anderen
Worten: Die Normalenrichtungen im Punkt x sind (bis auf s = 0) gerade die Normalenvektoren von
Hyperebenen, die den Punkt x von M trennen, wobei M im negativen Halbraum liegt.

Quizfrage 15.5: Was ist Ny(x) im Fall x € int M?
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Abbildung 15.2: Normalenkegel Ny (x) (blau) einer konvexen Menge M in einem Punkt x. Dargestellt
ist der verschobene Kegel x + Ny (x).

Lemma 15.11 (Eigenschaften des Normalenkegels).
Es sei M C R" eine beliebige Menge und x € M. Dann gilt:

(i) Der Normalenkegel Ny;(x) ist ein konvexer, abgeschlossener Kegel.
(ii) Es gilt
Nu(x) = Kp(x)° = {s € R"|s'd < 0 fiir alled € Kp(x)}.
Man sagt: Der Normalenkegel ist der Polarkegel™ des Radialkegels.

Beweis. (i) Dass es sich bei Ny(x) um einen Kegel handelt, sieht man, da fiir y € M, s € Ny (x)
und f > 0 gilt

(Bs)"(y —x) = B(s"(y —x)) < 0.

Um die Abgeschlossenheit einzusehen, sei y € M und (s¥) eine Folge aus N (x) mit Grenzwert
s, dann gilt

s (y—x)= klim s(k)T(y -x) <0.
Die Konvexitit folgt, denn mit & € [0,1], y € M und s, 5 € Ny (x) gilt
(as+(1-a)s) (y-x)=as"(y-x)+(1-a)§(y—x) <0.

(i) Es gilt Kp(x)° € Nuy(x), denn fiir y € M ist immer y — x € Ky(x). Fir s € Ke(x)° ist also
stets

s(y—x) <0

und damit s € Ny(x).

9 Allgemein ist der Polarkegel einer beliebigen Menge M C R" gegeben durch

M® = {s e R"|s"y < 0 fiir alle y € M}.
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Dass aulerdem Nyr(x) © Kpu(x)° sieht man daran, dass fir y € M, f > 0 und s € Ny (x)
immer

sT(B(y —x)) = Bs’(y —x) <0.

Lemma 15.12 (Das Subdifferential der Indikatorfunktion ist der Normalenkegel).
Es sei C € R" eine nichtleere konvexe Menge. Dann gilt:

dle(x) = Ne(x) (15.6)

fiir alle x € R", d. h., das Subdifferential der Indikatorfunktion einer konvexen Menge ist gerade der
Normalenkegel von C im Punkt x.

Beweis. Falls x ¢ C ist, dann ist dlc(x) = 0 (Quizfrage 15.6: Warum nochmal?) und N¢(x) = 0 per
Definition. Im Fall x € C liegt s € dl-(x) genau dann, wenn gilt:
Ice(y) = Ie(x) +s"(y—x) fiiralle y € R".
——
=0

Da diese Ungleichung fiir y ¢ C trivialerweise erfiillt ist, reicht es, sie fiir y € C zu fordern. Es ist also
s € dlc(x) genau dann, wenn

0>0+s"(y—x) firalleyeC

gilt. Das ist aber gerade die Bedingung dafiir, dass s zum Normalenkegel N¢(x) gehort, siehe (15.5). O

Quizfrage 15.7: Stimmt die Aussage von Lemma 15.12 auch noch im Fall C = 0?

§ 16  OPTIMALITATSBEDINGUNGEN DER KONVEXEN OPTIMIERUNG

Literatur: Rockafellar, 1970, Section 27

Wir betrachten wieder die konvexe Optimierungsaufgabe aus (12.1)
Minimiere f(x) tuber x € R" (16.1)

mit konvexer Zielfunktion f: R” — R U {+oco}. Desweiteren nehmen wir in den Resultaten dieses
Abschnitts f als eigentlich an. Das ist keine wesentliche Einschrankung, denn wenn f = oo ist, dann
ist die Aufgabe (16.1) nicht interessant. Auch wenn f irgendwo den Wert —oco annimmt, ist (16.1) als
Optimierungsaufgabe nicht interessant, weil die globalen Minimierer klar sind.

Satz 16.1 (Notwendige und hinreichende Optimalitidtsbedingungen).
Essei f: R" — RU{oo} konvex und eigentlich. Dann sind die folgenden Aussagen fiir einen Punkt x* € R"
dquivalent:
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(i) x* ist ein (globaler) Minimierer fiir (16.1).
(ii) f(x*) ist endlich, und es gilt f'(x*;d) > 0 fiir alled € R".

(iii) Es gilt 0 € 9f (x™).

Beweis. Die Aquivalenz von Aussage (i) und Aussage (iii) hatten wir bereits in Satz 14.2 bewiesen.

Aussage (ii) = Aussage (iii): Da f(x*) nach Voraussetzung endlich ist, gilt nach Satz 14.16, dass
f’(x*;d) > 0"d = 0 fiir alle d € R" die gewiinschte Eigenschaft 0 € 9f (x*) impliziert.

Aussage (iii) = Aussage (ii): 0 € df (x*) besagt f(x) > f(x*) + 0"(x — x*) fiir alle x € R". Da f
eigentlich ist, folgt daraus, dass f(x*) endlich ist. Wiederum aus Satz 14.16 folgt, dass 0 € af (x*) die
gewinschte Eigenschaft f'(x*;d) > 0'd = 0 fur alle d € R" impliziert. ]

Beachte: Dieses Resultat verallgemeinert die notwendigen Optimalitdtsbedingungen der unrestrin-
gierten Optimierung aus Satz 3.1.

Folgerung 16.2 (Notwendige und hinreichende Optimalititsbedingungen im diffbaren Fall).
Essei f: R" — RU{co} konvex und eigentlich. Dann sind die folgenden Aussagen fiir einen Punkt x* € R",
an dem f diffbar ist, dquivalent:

(i) x* ist ein (globaler) Minimierer fiir (16.1).
(ii) Esgilt f'(x*)d =0 firalled € R™.

(iii) Esgilt Vf(x*) = 0.

Beweis. Da f an der Stelle x* diftbar ist, ist insbesondere f(x*) endlich. Das Resultat folgt sofort aus
Satz 16.1 in Verbindung mit of (x*) = {Vf(x*)} (Satz 14.25 Aussage (i)) und der Tatsache, dass wegen
der Diffbarkeit von f in x* gilt: f'(x*;d) = f'(x*)d = Vf(x*)"d. O

Da die Zielfunktion f eigentlich ist, kann die Aufgabe (16.1) bereits implizite Beschrankungen dadurch
beinhalten, dass unzulassige Punkte durch den Funktionswert f(x) = oo effektiv ausgeschlossen
werden. Jeder globale Minimierer x* liegt notwendigerweise in dom f.

Mochte man aber weitere Beschrankungen hinzufiigen, so kann man dies durch Betrachtung der
Aufgabe
Minimiere f(x) + Ic(x) tber x € R" (16.2)

tun, wobei C eine nichtleere konvexe Menge ist. Wir sprechen hier von ,abstrakten Nebenbedingungen®
im Gegensatz zu Nebenbedingungen, die in Form von Gleichungen oder Ungleichungen gegeben sind,
vgl. (11). Effektiv findet die Minimierung dann tiber C N dom f statt. Wir geben eine Version von

156 https://tinyurl.com/scoop-gdo 2024-01-23


https://tinyurl.com/scoop-gdo

@®O®® Grundlagen der Optimierung

Satz 16.1 fiir diese Aufgabe an. Zuvor benétigen wir jedoch eine Aussage tiber die Richtungsableitung
von Funktionen der Bauart wie in (16.2).

Lemma 16.3 (Richtungsableitung von f + I¢).
Essei f: R™ — R U {co} konvex und eigentlich, C C R" eine nichtleere konvexe Menge sowie x € C ein
Punkt, an dem f(x) endlich ist. Dann gilt:

f'(x;d)  fiird € Fo(x) = Ke(x),

(o) sonst.

(f +1c)' (x;d) = { (16.3)

Beweis. Unter Beachtung von Ic(x) = 0 betrachten wir den Differenzenquotienten fiir f + Ic an der
Stelle x in Richtung d und mit ¢ > 0:

flx+td) - f(x) +Ic(x+td)
t t

= qu(t) +q2(1).

Wir unterscheiden verschiedene Fille. Wir kennen aus Lemma 15.9 die Darstellung der Richtungsablei-
tung (15.4) I(.(x;d) = 0 fir d € Fc(x) = Ke(x) und I/.(x;d) = oo sonst.

« Falls f'(x;d) € R oder f’(x;d) = oo ist, so konnen wir den Grenziibergang ¢ N\, 0 in ¢;(¢) und
q2(t) einzeln durchfithren und erhalten die Behauptung (16.3).

o Ist f'(x;d) = —co und I/.(x;d) = 0 (also d € Kc(x)), dann ist g, (t) = 0 fiir alle hinreichend
kleinen ¢ > 0, und wir kénnen ebenfalls den Grenziibergang einzeln durchfiihren, und es folgt
die Behauptung (16.3).

+ Der verbleibende Fall f”(x;d) = —co und I.(x;d) = oo (also d ¢ Kc(x)) bedeutet, dass g (¢) fiir

alle hinreichend kleinen ¢ > 0 endlich ist (Quizfrage 16.1: Warum?), aber g,(#) = co. Damit ist
q1(t) + g2 (t) = oo fiir alle hinreichend kleinen ¢t > 0, also auch der Grenzwert. O

Satz 16.4 (Notwendige und hinreichende Optimalititsbedingungen unter abstrakten Nebenbedingun-
}g;“.esns)e;i f:R" = R U {oo} konvex und eigentlich sowie C C R" konvex und nichtleer. Dann sind die
folgenden Aussagen fiir einen Punkt x* € C dquivalent:
(i) x* ist ein (globaler) Minimierer fiir (16.2).
(ii) f(x*) ist endlich, und es gilt f’(x*;d) > 0 fiir alled € Kc(x").
(iii) f(x*) ist endlich, und es gilt ' (x*;x — x*) > 0 fir allex € C.

(iv) Esgilt 0 € o(f + Ic)(x¥).

Ferner gilt: Die beiden folgenden Aussagen sind untereinander dquivalent, und jede der Aussagen ist
hinreichend fiir jede der Aussagen (i) bis (iv).
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(v) Esgilt0 € 9f (x*) + Ne(x¥).
(vi) Es gibt eins € df (x*) mit der Eigenschaft s"(x — x*) > 0 fiir alle x € C.

Falls die Regularitdtsbedingung relint(dom f) N relint(C) # O gilt, dann ist jede der Aussagen (v)
und (vi) auch notwendig fiir jede der Aussagen (i) bis (iv).

Beweis. Wir setzen g = f + Ic. Nach Satz 16.1 sind folgende Aussagen dquivalent:
« Aussage (i),
« 0 € dg(x*), also Aussage (iv),

+ g(x*) ist endlich, und es gilt ¢’(x*;d) > 0 fur alle d € R", was nach (16.3) gleichbedeutend ist
mit

f(x*;d) >0 fird e Ke(x), (16.4)

also Aussage (ii).
Aus Aussage (ii) folgt aber sofort Aussage (iii), weil
x—-x"eKe(x")={f(x—x")|xeC >0}

ist. Umgekehrt folgt aus f”(x™;x — x*) > 0 mit der positiven Homogenitét der Richtungsableitung
(Satz 14.14 Aussage (i)) auch f/(x*;p (x — x*)) = B f'(x";x — x*) = 0 fur alle § > 0, also impliziert
Aussage (iii) auch Aussage (ii). Die Aquivalenzen der Aussagen (i) bis (iv) sind damit gezeigt.

Aufgrund der Summenregel fir das Subdifferential aus Satz 14.8 gilt df (x*) + dlc(x*) C a(f + Ic) (x*),
wobei nach Lemma 15.12 wiederum 9l (x*) = N¢(x™) ist. Wir haben damit gezeigt, dass Aussage (v)
hinreichend fiir Aussage (iv) ist.

Aussage (v) bedeutet, dass ein s € df (x*) existiert mit der Eigenschaft —s € N¢(x*). Die Definition 15.10
des Normalenkegels zeigt sofort die Aquivalenz mit Aussage (vi).

Aus Satz 14.8 folgt sogar 9f (x*) +3Ic(x*) = d(f+Ic)(x*), also die Aquivalenz von Aussage (iv) und Aus-
sage (v), falls die Regularititsbedingung (14.5), also (rel int dom f) N (rel int dom I¢) = (relintdom )N
(relint C) erfiillt ist. Damit ist alles gezeigt. O

Folgerung 16.5 (Projektionsaufgabe). Wir betrachten nochmals die Projektionsaufgabe (13.2) aus Bei-
spiel 13.1. Es sei also C C R" eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge und p € R". Dann gilt nach
Satz 16.4 (i) und (iii): x* € C ist genau dann gleich proj.-(p), also der eindeutige Minimierer von

1
Minimiere f(x) = 5||x —pll* +Ic(x) iiber x € R",

wenn f’(x*;x — x*) > 0 gilt fiir allex € C, also

(x* =p)'(x—x") >0 firallex € C.
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Das ist genau die Bedingung, die wir bereits aus Satz 13.3 als notwendige und hinreichende Bedingung
kennen, vgl. (13.4).

Quizfrage 16.2: Ist die Regularititsbedingung aus Satz 16.4 fiir die Projektionsaufgabe erfulllt?

Quizfrage 16.3: Wofir benttigt man denn hier die Abgeschlossenheit von C?
Ende der Woche 14
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