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Hausaufgabe 12.1 (Monotonie des Subdifferentials) 5 Punkte

Es seien 𝑓 : R𝑛 → R ∪ {∞} eine konvexe Funktion und 𝑥1, 𝑥2 ∈ R𝑛

(𝑖) Zeigen Sie, dass das Subdifferential ein (mengenwertiger) monotoner Operator ist, also dass

(𝑠1 − 𝑠2)ᵀ(𝑥1 − 𝑥2) ≥ 0 (0.1)

für alle 𝑠𝑖 ∈ 𝜕𝑓 (𝑥𝑖), 𝑖 = 1, 2.

(𝑖𝑖) Zeigen Sie, dass Aussage (𝑖) für strikt konvexes 𝑓 und 𝑥1 ≠ 𝑥2 mit echter Ungleichheit in (0.1)
gilt.

(𝑖𝑖𝑖) Zeigen Sie für strikt konvexes 𝑓 und 𝑥1, 𝑥2 ∈ rel int(dom 𝑓 ) die Beziehung

𝜕𝑓 (𝑥1) ∩ 𝜕𝑓 (𝑥2) ≠ ∅ ⇐⇒ 𝑥1 = 𝑥2.

Hausaufgabe 12.2 (Richtungsableitungen von Normen) 6 Punkte

Verifizieren Sie Beispiel 16.12, also die folgenden Aussagen für 𝑑 ∈ R𝑛 :

(𝑖) Für 𝑓 (𝑥) = ∥𝑥 ∥1 =
∑𝑛

𝑖=1 |𝑥𝑖 | ist

𝑓 ′(𝑥 ;𝑑) =
𝑛∑︁
𝑖=1
𝑥𝑖>0

𝑑𝑖 −
𝑛∑︁
𝑖=1
𝑥𝑖<0

𝑑𝑖 +
𝑛∑︁
𝑖=1
𝑥𝑖=0

|𝑑𝑖 |.
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(𝑖𝑖) Für 𝑓 (𝑥) = ∥𝑥 ∥2 =
(∑𝑛

𝑖=1 |𝑥𝑖 |2
) 1/2

ist

𝑓 ′(𝑥 ;𝑑) =
{

𝑥 ᵀ𝑑
∥𝑥 ∥2 , falls 𝑥 ≠ 0,
∥𝑑 ∥2, falls 𝑥 = 0.

(𝑖𝑖𝑖) Für 𝑓 (𝑥) = ∥𝑥 ∥∞ = max𝑖=1,...,𝑛 |𝑥𝑖 | und 𝑥 ≠ 0 ist

𝑓 ′(𝑥 ;𝑑) = max
{
(sgn𝑥𝑖) 𝑑𝑖

�� 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, |𝑥𝑖 | = ∥𝑥 ∥∞
}

sowie
𝑓 ′(0;𝑑) = ∥𝑑 ∥∞.

Hausaufgabe 12.3 (Kettenregel für die Richtungsableitungen) 4 Punkte

(𝑖) Geben Sie ein Beispiel für Funktionen 𝑓 , 𝑔 : R→ R ∪ {∞}, 𝑥0 ∈ dom𝑔 und 𝑑 ∈ R an, das zeigt,
dass i. A. keine Kettenregel für die Richtungsableitung gilt.

(𝑖𝑖) Wir können die Definition 16.11 der Richtungsableitung direkt auf vektorwertige Funktionen
𝑓 : 𝑅𝑛 → R𝑚 übertragen, indem wir fordern, dass der Grenzwert existieren muss, aber in jeder
Komponente endlich ist.

Es seien 𝑓 : R𝑚 → R𝑙 , 𝑔 : R𝑛 → R𝑚 gegeben, so dass

(a) die Richtungsableitung von 𝑔 an 𝑥0 in Richtung 𝑑 existiert (und endlich ist),

(b) die Richtungsableitung von 𝑓 an 𝑔(𝑥0) in Richtung 𝑔′(𝑥0;𝑑) existiert (und endlich ist) und

(c) die Funktion 𝑓 in einer Umgebung von 𝑔(𝑥0) Lipschitz-stetig ist.

Zeigen Sie, dass in diesem Fall die Richtungsableitung von 𝑓 ◦ 𝑔 an 𝑥0 in Richtung 𝑑 existiert,
und dass

𝑓 ◦ 𝑔′(𝑥0;𝑑) = 𝑓 ′(𝑔(𝑥0);𝑔′(𝑥0, 𝑑)) für alle 𝑑 ∈ R𝑛 . (0.2)

Hausaufgabe 12.4 (Richtungsableitung und Subdifferential fürmax diffbarer Funktionen) 6 Punkte
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Es seien 𝐶 ⊆ R𝑛 eine offene und konvexe Menge und 𝑓𝑖 : 𝐶 → R, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, konvexe und stetig
differenzierbare Funktionen sowie für 𝑥 ∈ 𝐶

𝑓 (𝑥) B max
𝑖=1,...,𝑚

𝑓𝑖 (𝑥)

und 𝐴(𝑥) B {𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚} | 𝑓𝑖 (𝑥) = 𝑓 (𝑥)}. Zeigen Sie:

(𝑖) Die Funktion 𝑓 besitzt für alle Richtungen 𝑑 ∈ R𝑛 die Richtungsableitung

𝑓 ′(𝑥, 𝑑) = max
𝑖∈𝐴(𝑥 )

𝑓 ′𝑖 (𝑥)𝑑.

(𝑖𝑖) Das Subdifferential der Funktion 𝑓 ist

𝜕𝑓 (𝑥) = conv{𝑓 ′𝑖 (𝑥)ᵀ | 𝑖 ∈ 𝐴(𝑥)}.

Es ist keine Abgabe Ihrer Lösungen zu diesem Übungsblatt vorgesehen.
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