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Kapitel o Einfiihrung

§ 1 WAS I1IST NUMERISCHE MATHEMATIK?

Die numerische Mathematik (kurz: Numerik, englisch: numerical analysis) beschiftigt sich mit
der Konstruktion und Analyse von Rechenverfahren (Algorithmen) zur Losung von Aufgaben der
skontinuierlichen Mathematik® (im Gegensatz zur diskreten Mathematik) auf Computern. Das englische
Originalzitat ,Numerical analysis is the study of algorithms for the problems of continuous mathema-
tics.“ hinter dieser Definition stammt von Trefethen, 1992. Ein typisches Beispiel einer Grundaufgabe
der Numerik ist etwa das Losen linearer Gleichungssysteme Ax = b mit Hilfe des Gauf3-Algorithmus.

Die Numerik ist damit ein Teilgebiet des wissenschaftlichen Rechnens (englisch: scientific computing,
computational science), bei dem es darum geht, eine konkrete Fragestellung (etwa aus der Physik)
in ein Modell und anschlieflend in ein numerisches Verfahren zu iibersetzen, dieses auf geeigneter
Hardware effizient zu implementieren und die Simulationsergebnisse mit realen Beobachtungen oder
Experimenten abzugleichen, um damit die urspriingliche Fragestellung beantworten zu kénnen.

Nicholas Higham hat 2016 eine Liste der ,Top 10“-Algorithmen in der angewandten Mathematik
veroffentlicht’, indem er die Verweise im Index des iiber 1000-seitigen Buches The Princeton Companion
to Applied Mathematics (Higham u. a., 2016) gezahlt hat. Herausgekommen ist dabei folgende Liste:

(1) Newton and quasi-Newton methods
(2) Matrix factorizations (LU, Cholesky, QR)
(3) Singular value decomposition, QR and QZ algorithms
(4) Monte-Carlo methods
(5) Fast Fourier transform
(6) Krylov subspace methods (conjugate gradients, Lanczos, GMRES, MINRES)
(7) JPEG
(8) PAGERANK
(9) Simplex algorithm
(10) Kalman filter

Wir behandeln im Verlauf dieser Lehrveranstaltung von dieser Liste voraussichtlich die Punkte (1)
bis (3), (6) und (8). Fur das Simplex-Verfahren (Punkt (9)) verweisen wir auf die Lehrveranstaltung
Grundlagen der Optimierung.

Zur Einfihrung gehen wir hier schon einmal auf die PAGERANK-Aufgabe ein. Dabei handelt es sich um

!https://press.princeton.edu/ideas/nicholas-higham-on-the-top-10-algorithms-in-applied-mathematics
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Abbildung 1.1: Ein Miniatur-Web zur Demonstration des PAGERANK-Verfahrens.

die von Sergey Brin und Lawrence Page in Brin, Page, 1998 vorgeschlagenen Ranking-Methode fiir Web-
seiten, die seit dem Griindungsjahr 1998 von Google bestimmt, in welcher Reihenfolge Suchergebnisse
der Google-Suche erscheinen. Unsere Beschreibung folgt Higham u. a., 2016, Chapter V1.9.

Die in das Ranking einzubeziehenden Webseiten werden als sogenannter einfacher gerichteter Graph
dargestellt, siche Abbildung 1.1. Dabei sind die Webseiten die Knoten (englisch: vertex) des Graphen,
und ein Pfeil (eine Kante, englisch: edge, arc) bedeutet, dass eine Webseite per Link auf eine andere
verweist.

Der Graph wird mittels einer Adjazenzmatrix (englisch: adjacency matrix) codiert:

@ @ 6 O
0 0 1 1]®
1 0 0 1|®
4=l 1 o ol® (1)
0 1 1 0|®

Dabei sind in der ersten Spalte diejenigen Kanten aufgefiihrt, die in Knoten (@) starten usw.” In der
ersten Zeile finden wir diejenigen Kanten, die im Knoten (@) enden.

Quizfrage: Welche Bedeutung haben die Spaltensummen von A? Welche Bedeutung haben die Zeilen-
summen von A?

Wir stellen uns nun eine Person vor, die sich aktuell auf einer dieser Webseiten () aufhilt. Thr Verhalten
wird wie folgt modelliert. Mit einer Wahrscheinlichkeit ¢ wird die Person einem (von der aktuellen
Webseite wegfiithrenden) Link folgen. Jedem zur Verfiigung stehenden Link wird dabei mit derselben
Wahrscheinlichkeit gefolgt. Andernfalls, also mit Wahrscheinlichkeit 1 — «, begibt sich die Person zu
einer zufilligen Webseite aus @0)-@).

Befindet sich die Person beispielsweise zu einem Zeitpunkt auf Webseite ), so wird sie sich zum

?Beachte: Oft wird die Adjazenzmatrix gerichteter Graphen gerade als die Transponierte unserer Matrix A definiert. Dann
stehen die Zeilen fiir die Anfangsknoten und die Spalten fiir die Endknoten. Fiir uns ist aber die Konvention wie in (1.1)
glinstig.
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nichsten Zeitpunkt
0
auf Webseite (1) mit Wahrscheinlichkeit « - 5 +(1-a)-
0
auf Webseite (z) mit Wahrscheinlichkeit « - 2 +(1-a)-

1
auf Webseite (3 mit Wahrscheinlichkeit « - 2t (1-a)-

NN L Y Y

1
auf Webseite @ mit Wahrscheinlichkeit « - 3 +(1-a)-

befinden. (Quizfrage: Klar?) Der Faktor % kommt daher, dass die Webseite (2) gerade zwei wegfiihrende
Links hat.

Insgesamt kann man diese Uberlegungen in der Matrix IT der Ubergangswahrscheinlichkeiten zusam-
menfassen, die in unserem Beispiel wie folgt aussieht:

1

D=

+(1-a) (1.2)

RNy

_ = o O
DO

_ O O =
[ Y
— o

1
1
1
1

(=
—_ e e

1
2

Die Eintrage r;; dieser Matrix beschreiben, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Person von Webseite
@ (Spalte) im néchsten Zeitpunkt auf die Webseite @) (Zeile) gelangt.

Besteht das Netzwerk nun allgemeiner aus n Webseiten, ist weiterhin A die Adjazenzmatrix und D die
Diagonalmatrix mit den Kehrwerten der Anzahlen der wegfithrenden Links? sowie e = (1, 1,...,1)"T €
R", dann hat die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten die Gestalt

1
O=aAD+(1-a)—ce". (1.3)
n

Quizfrage: Welche Eigenschaften fallen Thnen zu dieser Matrix ein? Was sind insbesondere die
Spaltensummen Y7, 7;;?

Welcher Zusammenhang besteht nun zwischen der Matrix IT und dem Ranking der Webseiten in unse-
rem Netzwerk? Dazu betrachten wir folgendes Gedankenexperiment. Nehmen wir an, die Person startet
zum Zeitpunkt 0 auf Webseite ), also mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung von x(© = (0,1,0,0) 7.
Zum Zeitpunkt 1 ist sie dann mit den Wahrscheinlichkeiten auf den Seiten ()—@) angekommen, die
sich aus den Eintrdgen von

D = 1750

ergeben. Zum Zeitpunkt 2 haben wir dann die Verteilung x? = IIx( = [1?x(®) usw. Man kann im Fall
von a € (0,1) zeigen, dass diese Folge (x™) der Wahrscheinlichkeiten gegen eine stationire Verteilung
konvergiert, und zwar unabhéngig davon, mit welcher Anfangsverteilung x(°) wir beginnen.* Die
Eigenschaft, dass x(") eine Wahrscheinlichkeitsverteilung beschreibt (also x(™ > 0 und e"x(™ = 1)
{ibertragt sich von der Anfangsverteilung x(*) auf alle Nachfolger. Quizfrage: Warum?

3Wir gehen hier der Einfachheit davon aus, dass jede Webseite im betrachteten Netzwerk wenigstens einen von der Seite
wegfiihrenden Link hat.
4Wir haben es hier mit einer stationdren Markow-Kette mit endlichem Zustandsraum zu tun.
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Die Stationaritat bedeutet, dass sich die Wahrscheinlichkeiten nicht mehr &dndern, dass also gilt:
Ix = x. (1.4)

Diese Gleichung (1.4) kann man auf verschiedene Arten interpretieren. Eine davon besagt, dass x ein
Eigenvektor der Matrix IT zum Eigenwert A = 1 des Eigenwertproblems

IIx =Ax (1.5)

ist. Man kann unter geeigneten Annahmen zeigen (Stichwort: Perron-Frobenius-Theorem),

« dass tatsachlich A = 1 immer ein Eigenwert der Ubergangsmatrix IT ist und daher eine Losung
x # 0 von (1.5) existiert,

+ dass alle anderen Eigenwerte von IT vom Betrag her < 1 sind,

« dass A = 1 der einzige strikt positive, reelle Eigenwert von II ist — die anderen Eigenwerte sind
entweder negativ reell oder komplexwertig,

« dass die algebraische, also auch die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A = 1 gleich eins
ist,

« dass der zugehorige Eigenvektor x so gewahlt werden kann, dass er nur Eintrage > 0 hat und
fir die Gesamtsumme gilt: e x = 1.

Die Grofle der Eintrage des gesuchten Eigenvektors x gibt gerade die Wichtigkeit der zugehérigen
Webseite ()-@) im Sinne der PAGERANK-Idee an. Die PAGERANK-Aufgabe ist also letztendlich eine
Eigenwertaufgabe (englisch: eigenvalue problem)!

Angesichts der zur Zeit (Stand: 2022) geschitzten Anzahl von etwa n ~ 2 - 10° Webseiten und der
entsprechenden Dimensionen der Matrizen A und II ist neben der Frage, wie/ob man diese Matrizen
speichert, auch die Frage relevant, wie man den gesuchten Eigenvektor effizient berechnet.

Quizfrage: Die Adjazenzmatrix A des heutigen Internet ist extrem diinn besetzt. Trifft das auch fir
die Matrix IT zu? Was hat das fur Konsequenzen?

Wir nehmen hier vorweg, dass gliicklicherweise fiir die Bestimmung von Eigenpaaren fiir betragsgrofite
Eigenvektoren einer Matrix mit der Potenzmethode (auch Vektoriteration, Von-Mises-Iteration,
englisch: power iteration) eine matrixfreie Methode zur Verfiigung steht. Wir geben sie im Folgenden
an und kommen darauf spéter in der Lehrveranstaltung zurick. Fir die Matrix IT aus (1.2) kann man
die Potenzmethode wie in Algorithmus 1.1 gezeigt aufschreiben.

Algorithmus 1.1 (PAGERANK-Algorithmus mittels Potenzmethode).

Eingabe: Adjazenzmatrix A € {0,1}"*"
Eingabe: Link-Folge-Wahrscheinlichkeit o € (0,1)
Ausgabe: ungefihrer Eigenvektor x > 0 der Matrix II aus (1.3) zum Eigenwert A = 1

& Initialisiere x(©) = e/n Je=(11...,1)T e R"
2: Setzek =0

3: while noch nicht konvergiert do

& Setze x¥*1) = g ADx¥) 4 (1 - a)%e J x k) = 11 x (k)
5 Setze x K+ = x(k+1) /Ty (k+1) / Normalisierung
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6: Setzek =k +1
7. end while

Als Konvergenzkriterium in Zeile 3 kann man etwa heranziehen, ob sich die Eintrige von x**)) nur
noch sehr wenig von denen von x*) unterscheiden. Die Initialisierung in Zeile 1 kann auch anders
erfolgen, etwa indem man x(©) mit Werten in [0,1] zufallig wahlt und dann normalisiert, sodass
e"x(®) =1 gilt, oder durch die Wahl eines Einheitsvektors (ein Eintrag eins, Rest Nullen).

Quizfrage: Wie kommt man auf die Anweisung in Zeile 47 Was ist mit der Matrix in (1.3) passiert, die
als lauter Einsen besteht?

Quizfrage: Wozu konnte der Schritt in Zeile 5 dienen? Sollte dieser nicht eigentlich iiberfliissig sein?

Fiir unser obiges Beispiel aus Abbildung 1.1 ergibt sich bei a = 0.85 und Startvektor x(®) = (0,1,0,0)7
auf vier Stellen gerundet die Folge

x(© = (0.0000,1.0000, 0.0000, 0.0000)"
xW = (0.0375,0.0375, 0.4625, 0.4625)"
xD = (0.4306,0.2659, 0.0534, 0.2500)"

x(3) = (0.2240,0.3374, 0.1809, 0.2578)"
x4 = (0.2239,0.3374, 0.1809, 0.2578)"
x() = (0.2239,0.3374, 0.1809, 0.2578)"

Die Abhangigkeit der PAGERANK:s von der Link-Folge-Wahrscheinlichkeit o fiir das Beispiel-Netzwerk
aus Abbildung 1.1 wird in Abbildung 1.2 gezeigt. (Quizfrage: Wie kann man Abbildung 1.2, vor allem
fir o in der Nahe von 0 und 1 erkldren?) Im Original-Paper Brin, Page, 1998 wird eine Link-Folge-
Wabhrscheinlichkeit von o = 0.85 angenommen.

§ 2 WIEDERHOLUNG UND NOTATION

Wir gehen davon aus, dass der Leser mit Grundkonzepten der mehrdimensionalen Analysis und der
linearen Algebra vertraut ist, darunter insbesondere Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Funktionen
sowie Matrix- und Vektorrechnung im Vektorraum R".5
Wir bezeichnen die nicht-negativen bzw. die positiven reellen Zahlen mit

Ry ={xeR|x >0} und R.o:={xeR|x>0}.

Die natiirlichen Zahlen sind N = {1,2, ..., }, und wir setzen N := N U {0}.

5Vieles kann drekt auch auf den komplexen Vektorraum C” tibertragen werden.
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Abbildung 1.2: Gewichte (Eintrdge im Eigenvektor zum Eigenwert A = 1) der Webseiten fiir das Beispiel-
Netzwerk aus Abbildung 1.1 in Abhéngigkeit der Link-Folge-Wahrscheinlichkeit a.

§ 2.1 VEKTOR- UND MATRIX-NORMEN

Definition 2.1 (Norm). Es seiV irgendein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung ||-||: V' — R heif3t eine
Norm (englisch: norm) auf'V, wenn fiir beliebige x, y € V und o € R folgende Eigenschaften gelten:

(i) |lx]| = 0 und||x|]|]=0= x=0.
(Definitheit)

(i) x|l = laf [lx]l
(positive Homogenitiit)

(i) [l + yll < llxll + [yl
(Subadditivitit / Dreiecksungleichung)
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VEKTORNORMEN

Wir arbeiten in dieser Lehrveranstaltung im Vektorraum R” der Spaltenvektoren, soweit nichts anderes
gesagt wird, mit dem Euklidischen Innenprodukt (englisch: Euclidean inner product)

n
x'y = le-yl- fir x, y, e R",
i1
der daraus erzeugten Euklidischen Norm (auch: 2-Norm)
lIx]l2 :== Vx"x fiirx € R®
und dem wiederum daraus erzeugten Abstand (der Metrik, (englisch: metric))
lx — yll2 furx,y,eR™

Wie fiir jedes Innenprodukt gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (englisch: Cauchy-Schwarz
inequality)
x'y <|xTyl < lixllz [yl fir alle x, y, € R",

wobei die Gleichheit |x"y| = ||x||2 || v||2 genau dann gilt, wenn x und y linear abhingig sind.

Quizfrage: Wie sehen das Euklidische Innenprodukt und die daraus erzeugte Euklidische Norm fiir
Zeilenvektoren (englisch: row vectors) im R,, aus?

Im Folgenden gelten alle Aussagen fiir R” sinngemaf} auch fiir R,,.

Wir benoétigen auflerdem die 1-Norm und die co-Norm von Vektoren im R”, definiert durch

n
lxll = ) il und e = max |x.
i=1 o

Beachte: In den endlich-dimensionalen Vektorraumen R” sind alle Normen adquivalent. Es ist also
unerheblich, in welcher Norm wie z. B. Konvergenz oder Fehler messen. Die Wahl erfolgt hdufig danach,

wie es am einfachsten geht. Fiir die 1-, 2- und co-Normen im R" gelten die folgenden Abschétzungen,
die die Aquivalenz dieser Normen untereinander bestitigen:

lxllz < llxlh < Vi llxllz, (2.1a)
lxlleo < llxll2 < Vi llx]lco, (2.1b)
lxlleo < llxlly < 1 fIX]lco. (2.1¢)

Quizfrage: Fiir welche Vektoren im R” sind die Abschéatzungen im (2.1) jeweils scharf?

MATRIXNORMEN

Matrizen kennzeichnen wir i. d. R. mit Grofbuchstaben und ihre Eintrage mit kleinen Buchstaben,
beispielsweise hat eine Matrix A € R™*" die Eintrage a;; miti =1,...,mund j = 1,..., n. Manchmal

https://tinyurl.com/scoop-ein-s22 1
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schreiben wir statt A dann auch (g;;), um die gesamte Matrix zu addressieren. Die Einheitsmatrix
bezeichnen wir mit Id. Wenn wir die Dimension betonen wollen, schreiben wir auch Id,, fir die
Einheitsmatrix der Grofie n X n.

Auch im Vektorraum der Matrizen A € R™*" bzw. der durch sie reprasentierten linearen Abbildung
R™ 5 x — Ax € R™ lassen sich Normen definieren. Wir betrachten hier vorwiegend die durch die
Vektornormen ||-||2, |||l und ||| induzierten Operatornormen:

Definition 2.2 (Operatornorm einer Matrix). Es sei A € R™*". Weiter seien ||-||x bzw. ||-||y die in den
Vektorrdaumen R"™ und R™ verwendeten Vektornormen. Die Grof3e

llAx|ly
lAllx—y = sup
xerm\{oy 1xllx

(2.2)

heifit die (durch die Normen ||-||x im R™ und ||-||y im R™ induzierte) Operatornorm (englisch: operator
norm) von A.

Lemma 2.3 (Eigenschaften der Operatornorm). Es seien A € R™*" und B € R™™. In den Rdumen R",
R™ und R® verwenden wir die Normen ||-||x, |||ly bzw. ||-||z. Fiir die Operatornorm (2.2) gelten folgende
Eigenschaften:

(i) Die Operatornorm ist eine Norm auf R™*",
(i) lAxlly < lAllx—y llx|lx fir alle x € R™.
(iii) Es gilt

[Allx—»y = sup [[Ax|ly = max ||Ax]|y.
x€eR™

xeR"
llxllx=1 llxllx=1

(iv) Es gilt
|Allx—y = inf{c > 0| ||Ax|ly < c||x||x fir allex € R"}

=min{c > 0| ||Ax|ly < c||x||x fiir alle x € R"}.

(v) ||BAllx—>z < ||Blly=z l|Allx—y (Submultiplikativitdt).

Beachte: Aussage (iv) bedeutet: Kennt man eine Zahl ¢ > 0, mit der ||Ax||y < c||x||x fir alle x € R"
gilt, so besteht die Abschitzung ||Alx—y < c.

Beweis. Findet sich als Ubungsaufgabe 1 auf Ubungsblatt 1. m]

Lemma 2.4 (Operatornormen). Fiir Matrizen A € R™" und ihre Operatornormen, induziert durch
die Verwendung jeweils der 1-Norm, der 2-Norm bzw. der co-Norm im Definitionsraum R™ wie auch im

12 https://tinyurl.com/scoop-ein-s22 2022-06-05
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Zielraum R™ gelten die folgenden Aussagen:

[l Ax|lx S
Allj1 = max = max a;i Spaltensummennorm), 2.3a
Il = max S ]Z| yl (Sp ) (2:30)
Ax
[|Allo—2 = ma\)i } H” ””2 = Wurzel des maximalen Eigenwerts von ATA  (Spektralnorm), (2.3b)
xeRM\{0} ||x]||2
Ax||co ¢
|Allcomco = max IAx] = max Z|aij| (Zeilensummennorm). (2.3¢)
xerm\{0} Ixllew =L £

Beweis. Zum Beweis von (2.3a) schitzen wir ab:

m n

il = | i

i=1 j=1

(Dreiecksungleichung)

= 11 D layl

j= i=1

=1
m
< D Jxjl max > la|
- k=1,...n &
=1 i=1
m

S

J

.....

= lx||; . 1ax E la;;| fur alle x € R".
j=l..n 4
i=1

Es gilt also (siehe Text nach Lemma 2.3) ||A|l1-1 < max Y.iqlaij|. Um die Gleichheit zu zeigen, sei j*
J=Ln
einer derjenigen Indizes, fiir die

m m
Zlaij* = maXnZ|al~j|
= i

gilt. Wir wahlen x* := e;« als j*-ten Einheitsvektor in R". Dann gilt ||x*||; = 1 und

ayjx m m m
1Ax" [l = | Aeje Il = = Ylaipl = max Ylag| = [Ix"l; max >|ayl
=1 J=Lean 4= J=Lean 4=

amj* 1

also [|A|[1-1 > JI:I}aXn Yimilaij|. Zusammen mit der obigen umgekehrten Abschatzung ist (2.3a) gezeigt.
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Zum Beweis von (2.3c) schitzen wir wie folgt ab:

n

max ’ E ainj|
i=1,...ml&

Jj=1

[l Ax |0

N

A :rglaxm Z_; laij| x| (Dreiecksungleichung)

n

max |xj| max Zlalﬂ
Jj=
j=1

N

n
[|x]lco max Z|a,~j| fir alle x € R".
i=1,....m &
J=1
Es gilt also [|Allco—sco < MaXi=1,.m 2.j=1|aij|- Um die Gleichheit zu zeigen, sei i* einer derjenigen Indizes,

n
«j| = max Z|aij|
i=1,....m &
j=1

gilt. Wir wihlen x* := (sgna;+, . .., sgn a;y,)".° Dann gilt ||x*||c = 1 und

n
|AX" |00 = l:rglaxm‘z aijxj‘ > ‘Z aj+jX; ’ ’ Zlal | =  max Zlaul
j=1

.....

fur die

also [|Allw—co > maxizi m 2-|aij|- Zusammen mit der obigen umgekehrten Abschitzung ist (2.3¢)
gezeigt.

Den Beweis von (2.3b) liefern wir in § 4 nach. O

Fiir die Operatornormen von Spaltenvektoren y € R™ = R™*! und Zeilenvektoren y € R, = R™" gilt
Folgendes:

Folgerung 2.5 (Operatornormen von Zeilen- und Spaltenvektoren).

(i) Fiir Spaltenvektoren y € R™, die wir auch als Matrix y € R™ interpretieren, gilt:

Iylhist =Nyl yllz—z = llyllz, ylleomsoo = [1¥lleo (2.4)

(ii) Fiir Zeilenvektoren y € R,, die wir auch als Matrix y € R™ interpretieren, gilt:

Iylhot = 1ylles  Myllz—z = 1¥llzs [1Ylloneo = 1Yl (2.5)
Beweis. Aussage (i): Fiir y € R™ = R™*! gilt nach (2.3a) bzw. (2.3c)

Iyl = Zlynl =yl und [[ylleome = max |yl = [[ylle.

i=1

®Das Signum einer reellen Zahl x ist definiert als sgn x = 1 fiir x > 0, sgnx = —1 fiir x < 0 und sgnx = 0 fiir x = 0.
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Da wir (2.3b) noch nicht bewiesen haben, untersuchen wir die 2-Norm direkt:

lyll2—2 = max|layllz = [yl
acR

|a|=1
Aussage (ii): Fiir y € R" = R™" gilt nach (2.3a) bzw. (2.3c)

n
1yl = max [yl = [¥lle und 1yl = Y I35l = Iyl

Die 2-Norm untersuchen wir wieder direkt:

= max |y x| < max x||2.
1¥ll2-2 = max [y x| < max |yl xll;

llx]l2=1 llx[l2=1

Im Fall y = 0 sind ohnehin beide Seiten gleich Null. Andernfalls erreichen wir durch die Wahl von
x = y/||yll2 die Gleichheit (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). m]

§ 2.2 DIFFERENZIERBARKEIT UND DER SATZ VON TAYLOR

Zwei wesentliche Hilfsmittel zur Analyse von Aufgaben und Algorithmen sind die Kettenregel und
der Satz von Taylor, die wir hier kurz wiederholen:

Definition 2.6 (Differenzierbarkeit, siehe z. B. Heuser, 2002, Definition 164). Es sei F: R® — R™ eine
Funktion. F heifSt differenzierbar (englisch: differentiable) an der Stelle x, € R", wenn es eine Matrix
A € R™" gibt, sodass fiir die durch

r(xg; Ax) = F(xg + Ax) — F(xg) — AAx

definierte Restgliedfunktion (englisch: remainder function) gilt”

r(xo; Ax) _

lim =0. (2.6)

Ax—0 ||Ax||

In diesem Fall heif3t die durch die Definition eindeutig bestimmte Matrix A die Ableitung (englisch:
derivative) von F an der Stelle xo und wird mit F’(x,) bezeichnet. Sie stimmt iiberein mit der Jacobi-
matrix (der Matrix aus allen partiellen Ableitungen erster Ordnung, englisch: Jacobian) von F an der
Stelle xp:

Fi(x) . . 9Fi(x0)
Ix1 IxXn
Jr(xo) = : : e R™". (2.7)
9Fm (x0) OFm (x0)
Ix1 e IxXn

7Da diese Aussage wegen der Aquivalenz der Normen auf R" fiir jede Vektornorm [|-|| gilt, wird die Norm hier nicht niher
spezifiziert.
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Partielle Ableitungen zweiter Ordnung werden, sofern sie existieren, nach dem Muster

asz (X()) d 6Fj

R 2 T ()

0x5 0X1 0xy 9x1
gebildet. Analog gibt es auch Ableitungen héherer Ordnung. Quizfrage: Wieviele verschiedene
partielle Ableitungen der Ordnung k € Nj gibt es?

Definition 2.7 (C*-Funktion). Es seik € Ny und U C R" offen. Eine Funktion F: R" — R™ heifit k-mal
stetig partiell differenzierbar (englisch: k times continuously partially differentiable) auf U oder eine
CK-Funktion aufU (kurz: C*(U,R™)), wenn F sowie alle partiellen Ableitungen bis einschliefSlich zur
Ordnung k existieren und auf U stetig sind.

Beachte: Eine Funktion F: R" — R™, die auf der offenen Menge U C R” eine C'-Funktion ist, ist
in jedem Punkt von U auch differenzierbar, erfillt also die Restgliedbedingung (2.6) fiir jedes feste
xo € U. Kurz: Eine einmal stetig partiell differenzierbare Funktion ist differenzierbar.

Satz 2.8 (Kettenregel).

Es seien F: R™ — R? und G: R" — R™ zwei Funktionen, und es sei G an der Stelle x, € R" differen-
zierbar sowie F an der Stelle G(x) differenzierbar. Dann ist auch die Komposition F o G an der Stelle x,
differenzierbar, und es gilt

(F 0 G)'(x0) = F'(G(x0)) G’ (x0)

oder ausgeschrieben

I(FoGh(xe) . O(FoG(xo) OF(G(x)) .. 9F(G(x)) Gi(x) ..  9Gi(x)
Ix1 IxXn Ix1 OXm Ix1 Ixn

2(FoG), (x0) 2(FG)p(x) | | 2Ep(Glxn)) 2Py (G0 | | 96pmx0) .. 9Gmixo)
ox1 o 9xn dx1 T xm 9x Ixy,

Die Ableitung (Jacobimatrix) der zusammengesetzten Funktion F o G ergibt sich also aus dem Produkt
der Jacobimatrizen F’ (G(xy)) und G’ (xy).

Wir geben nun zwei Versionen des Satzes von Taylor fiir reellwertige Funktionen an, die sich in der
Darstellung des Restglieds unterscheiden. Analog zur Schreibweise fiir Intervalle

[a,b] = {x€R|a<xundx< b}

ist es glinstig, eine dhnliche Schreibweise auch fiir die Verbindungsstrecke (englisch: segment)
zwischen Punkten a, b im R" einzufiihren, also

(a,by ={(1-t)a+tb|te[0,1]}

fir a, b € R™. Quizfrage: Gilt fiir reelle Zahlen a und b immer [a, b] = (a, b)?

Definition 2.9 (Konvexe Menge). Eine Menge A C R" heif$t konvex (englisch: convex), wenn fiir
x,y € A immer auch die gesamte Verbindungsstrecke in A liegt, also (x,y) C A.
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Satz 2.10 (Taylor mit Restglied in Zwischenwertform, siehe z. B. Heuser, 2002, Satz 168.1).
EsseiU C R" offen, k € {1,2} und f: U — R eine C*-Funktion auf U, kurz: C*(U, R). Die Punkte x,
und xy + d seien so gewdhlt, dass (x,xo +d) in U liegt. Dann existiert eine Zahl ¢ € [0,1], sodass gilt:

imFallk=1: f(xo+d) = F(xo) + f (x0 + £d) d,
imFallk=2: f(xo+d) = f(xo) + f (x0) d + %dT (o + Ed) d.

Die erste Aussage ist gerade der Mittelwertsatz (englisch: mean value theorem). Weiter sind f”(x)
und f”'(x,) die Ableitungen erster bzw. zweiter Ordnung von f an der Stelle xo, die folgende Gestalt
besitzen:

f(x0) = 7%}2") . %’?) (Jacobimatrix)
[ Pf(x0) . &f(x0)
axl axl axl axn
" (x0) = : : (Hessematrix, englisch: Hessian).
Pflxo) . Pfx)
L dx5,, 9x1 oxy, OXp

Als Resultat des Satzes von Schwarz (Heuser, 2002, Satz 162.2) ist die Hessematrix f”’(x,) dabei
symmetrisch, also die Reihenfolge der partiellen Differentiationen unerheblich.

Quizfrage: Gilt der Satz von Taylor 2.10 auch fiir vektorwertige C*-Funktionen F: R" — R™?

Satz 2.11 (Taylor mit integralem Restglied, siehe z. B. Heuser, 2002, Satz 168.1).
Unter denselben Voraussetzungen wie in Satz z.10 gilt

imFallk =1: f(xo+d) = f(x) + /1f'(xo+td)dt]d
0

1
= ! d)ddt,
f(X0)+‘/O f(X()+t ) t
1
im Fallk = 2 - f(x0+d)=f(x0)+f’(x0)d+%dT [/ (1=1) f"(xo + td) dt| d
0

1 1
= f(xo0) + f'(x0) d + —/ (1-t)d" f" (xo +td)ddt.
2 Jo

Die erste Aussage folgt direkt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.’

Beachte: Unter dem jeweils ersten Integral steht eine vektorwertige bzw. matrixwertige Funktion,
die einfach komponentenweise integriert wird. Im jeweils zweiten Integral wurden die konstanten
(von t unabhéingigen) Inkremente d in das Integral hineingezogen, wodurch der Integrand reellwertig
wird.

Quizfrage: In dieser Form gilt Satz 2.11 auch fiir vektorwertige C*-Funktionen F: R" — R™. Wie
genau sollte der Satz dann formuliert werden?

8 Eine differenzierbare Funktion ist das Integral ihrer Ableitung
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Definition 2.12 (Lipschitz-Stetigkeit). Eine Funktion F: R"™ — R™ heif$t Lipschitz-stetig (englisch:
Lipschitz continuous) auf der Menge A C R", falls es eine Zahl L > 0 (genannt: Lipschitz-Konstante,
englisch: Lipschitz constant) gibt mit der Eigenschaft’

|IF(x) =F(y)lls < Lllx—=yllz firallex,y € A. (2.8)
In diesem Fall heifit F dann auch L-Lipschitz-stetig auf A.

Eine einfache aber wichtige Konsequenz aus dem Satz von Taylor 2.10 ist die Tatsache, dass C!-
Funktionen genau dann Lipschitz-stetig sind, wenn ihre Ableitung beschrénkt ist, genauer:

Folgerung 2.13 (Lipschitz-Stetigkeit von C'-Funktionen). Es sei F: R" — R eine C'-Funktion auf der
offenen, konvexen Menge U C R"™. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) F ist Lipschitz-stetig aufU.
(ii) Die Ableitung F' ist auf U beschrinkt, also sup{||F’(x)l|2—> |x €U} < .

Falls die Aussagen wahr sind, dann ist L* := sup{llF’(x) [[2—2 |x € U} < oo die kleinstmdgliche Lipschitz-
Konstante in (2.8).

Beachte: ||F’(x)||2— ist die durch die 2-Norm induzierte Operatornorm der Jacobimatrix von F an
der Stelle x, vgl. auch (2.3b).

Beweis. Wir nehmen zunachst Aussage (i) an. Es seien x € U und d € R" fest gewahlt sowie a > 0.
Aus der Dreiecksungleichung folgt

IF"(x) (ad)llz = |F' (x) (ad) + [F(x + ad) = F(x)]ll2
< |IF(x +ad) = F(x) = F'(x) (ad) |2 + |F (x + ad) — F(x)]|2.

Es gilt also auch

IF (x) dl], = IF"(x) (ad)lla _ IF(x + ad) = F(x) = F'(x) (ad)llz _|IF(x +ad) = F(x0)ll2
a a a
Fir hinreichend kleine « > 0 liegt x + ad € U, und wir kénnen fiir den ersten Term auf der rechten
Seite die Voraussetzung der Differenzierbarkeit und fiir den zweiten Term die Voraussetzung der
L-Lipschitz-Stetigkeit von F auf U mit einer Lipschitz-Konstanten L nutzen. Im Grenziibergang o ™\, 0
folgt:

IF'(x) dll2 < 0+L|d]],.

Da d € R" beliebig war, folgt aus Lemma 2.3 jetzt ||F’(x)]||> < L.

9Auf der linken und rechten Seite von (2.8) diirften wegen der Aquivalenz der Normen auch andere Vektornormen im R”
bzw. R™ stehen. Die konkrete Wahl beeinflusst nicht die Frage, ob eine Funktion Lipschitz-stetig ist, sondern nur, welche
Lipschitz-Konstanten giiltig sind. Die Wahl der 2-Norm ist hier giinstig wegen der Formulierung der Folgerung 2.13.
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Wir nehmen nun Aussage (ii) an. Es seien x, y € U. Aufgrund der Konvexitit von U liegt auch (x, y)
in U. Aus dem Satz von Taylor 2.11 folgt

1
F(y) - F(x) = /0 Fx+t(y—x)d (y - ),

also (Quizfrage: Warum gelten jeweils die Abschatzungen?)

IF(y) = F(0)ll2 =

/IF’(xH(y—x))(y—x)dt
0

1
</0 IF G+t (y =) (y - x| e

1
< [IFee el 1=l
0
Der Integrand ||[F’ (x + t (y — x))||2 ist aber durch sup{||F’(x)||2 | x € U} beschrankt, da x + ¢ (y — x)
auf der Verbindungsstrecke (x, y) und damit in U liegt. Damit ist L* := sup{||F'(x)|]s|x € U} < 0
eine giiltige Lipschitz-Konstante fiir F auf U, also gilt Aussage (i).

Wir miissen noch zeigen, dass L* die kleinstmogliche Lipschitz-Konstante ist. Aus dem Beweisteil
Aussage (i) = Aussage (ii) erhalten wir aber

Fist L-Lipschitz = ||[F'(x)|l <LfirallexeU = L*:=sup{||F'(x)||2|x€U}<L.

§ 2.3 LANDAU-NOTATION

Wir geben jetzt noch die (Teile der) Definition der Landau-Notation (englisch: Landau notation) an,
mit deren Hilfe man asymptotisches Verhalten, z. B. von Fehlern, charakterisieren kann.

Definition 2.14 (Landau-Notation fiir Funktionen).
Esseig: R™\ {0} — Ry eine Funktion.

(i) Esseim € N. Wir bezeichnen die Menge von Funktionen

O(g) = {F: R™\ {0} - R™

es existiert ein C > 0 und ein € > 0, sodass gilt:
|IF(x)|| < Cg(x) fiirallex mit0 < ||x|| < ¢

als ,,Grof3-O von g bei Null“ (englisch: big-O of g near zero).
Fir F € O(g) sagt man auch, g sei eine asymptotisch obere Schranke fiir F bei Null.

(ii) Es seim € N. Wir bezeichnen die Menge von Funktionen

o(g) = {F: R"\ {0} - R™

fiir alle ¢ > 0 existiert ein € > 0, sodass gilt:
IF ()|l < cg(x) fiir allex mit0 < ||x|| < ¢

https://tinyurl.com/scoop-ein-s22 19


https://tinyurl.com/scoop-ein-s22

R. Herzog @O®S

als ,Klein-o von g bei Null® (englisch: little-o of g near zero).

Fiir F € o(g) sagt man auch, F sei gegeniiber g asymptotisch vernachldissigbar bei Null.

Beachte: Wir lassen in der obigen Definition offen, welche Norm im R™ wir verwenden, um || F(x)||
zu messen, weil es wegen der Aquivalenz der Normen unerheblich ist.

Quizfrage: Wie kann man die Restgliedbedingung (2.6) in der Landau-Notation ausdriicken?
Quizfrage: Welche Beziehung besteht zwischen den Funktionenklassen o(||Ax||) und O(||Ax||?)?

Beispiel 2.15 (Beispiele fiir Landau-Notation fiir Funktionen).

(i) Die Funktion f: R — R, definiert durch f(x) = sin(x), gehort zu O(g) fiir g(x) = |x|.
Kurz schreibt man auch: sin(x) € O(|x|).

(ii) Die Funktion f: R — R, definiert durch f(x) = x?, gehort zu 0(g) fiir g(x) = |x|.
Kurz schreibt man auch: x* € o(|x|).

(iii) Die Funktion F: R? — R?, definiert durch F(x) = (22:;2 ) gehort zu O(g) fiir g(x) = ||x||.
Kurz schreibt man auch: F(x) € O(]|x]|).

Auch fiir die Beschreibung der Asymptotik von Folgen ist die Landau-Notation hilfreich. Dann ist
nicht der Fall ,bei Null®, sondern der Fall ,bei Unendlich® interessant.

Definition 2.16 (Landau-Notation fiir Folgen).
Es sei (y(”)) eine Ry o-wertige Folge.

(i) Esseim € N. Wir bezeichnen die Menge von Folgen

o(y™) = {(x“”): N-—R"

es existiert ein C > 0 und ein ng € N, sodass gilt:}

lx™ || < Cy™ fiirallen > ng
als ,Grof3-O von (y™) bei Unendlich*

(ii) Es seim € N. Wir bezeichnen die Menge von Folgen

(n)y ._ (n)y. — R™
o] = X . N R
(y ) {( ) ”x(”) | <c y(n) fiir allen > ny

fiir alle ¢ > 0 existiert ein ny € N, sodass gilt:}

als , Klein-o von (y(”)) bei Unendlich“

Beachte: Auch in dieser Definition ist wieder irrelevant, welche Norm im R™ wir verwenden, um
lx™ ]| zu messen.
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Beispiel 2.17 (Beispiele fiir Landau-Notation fiir Folgen).

(i) Die reellwertige Folge x™ = 1/n gehort zu O(y™) fir y™ = 1.
Kurz schreibt man auch: 1/n € O(1).

(ii) Die reellwertige Folge x'™ = 1/n gehirt zu o(y™) fir y™ = 1.
Kurz schreibt man auch: 1/n € 0(1).

(iii) Die R*-wertige Folge x™ = ( in ) gehort zu O(y™) fir y™ =1/n.

1/n?
Kurz schreibt man auch: x™ € O(1/n).

Quizfrage: Was bedeuten diese Aussagen?
Ende der Woche 1
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Kapitel 1 Sensitivatsanalyse und Kondition von
Aufgaben

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns zunachst mit Eigenschaften von Aufgaben, insbesondere mit
dem Konzept der Kondition eines Problems. Der Grund dafiir ist, dass jedes numerische Verfahren
héchstens so gut sein kann, wie die Kondition der Aufgabe es zulésst.

§ 3 SENSITIVITATSANALYSE UND KONDITION

Zur Einstimmung zunéchst eine anschauliche Situation.

Beispiel 3.1 (Schnitt zweier Geraden). Wir bestimmen grafisch den Schnittpunkt zweier Geraden
im R2. Im ersten Fall (links im Bild) ist das Ergebnis, also die Lage des Schnittpunkts, vergleichsweise
unempfindlich gegeniiber Storungen in den Daten (der Eingabe) der Aufgabe.” Wir sprechen von einer gut
konditionierten Aufgabe. Im zweiten Fall (rechts im Bild) ist dagegen das Ergebnis viel empfindlicher
gegeniiber Verdnderungen in der Eingabe. Wir sprechen dann von einer schlecht konditionierten
Aufgabe.

Quizfrage: Welche weiteren Beispiele fiir Aufgaben, fiir die Sie eine gute oder schlechte Kondition
vermuten, fallen Ihnen ein?

Die Sensitivititsanalyse (englisch: sensitivity analysis) beschéftigt sich mit der Frage, wie stark das
Ergebnis y € R™ einer mathematischen Funktion

y =F(x)

von Anderungen bzw. Stérungen in der Eingabe (den Daten) x € R” abhéngt. Die Darstellung y =
F(x) bedeutet nicht, dass y notwendigerweise durch eine endliche Abfolge von Operationen explizit

'Die Storungen konnen etwa durch die begrenzte Zeichengenauigkeit auftreten.
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berechenbar ist. Vielmehr kann y = F(x) zum Beispiel auch dafiir stehen, dass y die Losung eines
nichtlinearen Gleichungssystems ist, in das x als Datum eingeht. Wie man aber bereits an einfachen
Beispielen wie y = x? sieht, wird die Antwort lokal sein, also abhingig davon, welchen Wert die
Eingabe x selbst hat; vgl. Abbildung 3.1.

Wir setzen voraus, dass F am interessierenden Punkt x differenzierbar ist. Dann erhalten wir mit Hilfe
der Definition der Differenzierbarkeit, dass

F(x + Ax) € F(x) + F'(x) Ax + o(||Ax]) (3.1)

gilt.> Bezeichnen wir mit
Ay = F(x + Ax) — F(x)

die durch die Anderung Ax der Eingangsdaten hervorgerufenen Anderungen im Resultat an der
Stelle x, so konnen wir (3.1) schreiben als

Ay € F'(x) Ax + o(]|Ax])). (3.2)

Das heif3t also, dass die durch die Ableitung F’(x) definierte lineare Abbildung Ax — F’(x) Ax eine
derart gute Naherung fiir Ay ist, dass der dabei gemachte Fehler asymptotisch vernachlassigbar
gegeniiber ||Ax|| ist. Man schreibt statt (3.2) auch:

Ay = F'(x) Ax (3-3)

und sagt, Ay sei gleich F/(x) Ax ,bis auf Terme, die gegeniiber ||Ax|| vernachldssigbar sind“ oder
,bis auf Terme hoherer Ordnung in Ax“. Letztere Sprechweise ist dadurch begriindet, dass unter der
Voraussetzung, dass F eine C2-Funktion in einer Umgebung von x ist, aus dem Satz von Taylor 2.1
folgt, dass statt (3.2) sogar gilt: Ay € F’(x) Ax + O(||Ax||?). Der letzte Term ist dabei ,,von héherer
Ordnung” (namlich quadratisch) in ||Ax]].

In der differentiellen Sensitivititsanalyse (englisch: differential sensitivity analysis) vernachlassigt

man tatsichlich die Restgliedterme und stiitzt sich allein auf die Ableitung F’(x). Daraus wollen wir
nun im Folgenden verschiedene Informationen gewinnen.

§ 3.1 ABSOLUTE BETRACHTUNGSWEISE

Zunichst lautet (3.3) in Komponenten ausgeschrieben fiir eine Funktion F: R” — R™:

aFl (x) aFl (x)

Ayl ox, e oxp, Axy
Ay=| i |=F@Ax=] NIt (3.4)
9Fm (x) 9Fy (x)
Aym Ix1 T Ixp Axn

ZBeachte: Auf der rechten Seite von (3.1) steht die Summe aus einer Funktion, namlich F(x) + F’(x) Ax, und einer Menge
von Funktionen O(]|Ax||). Das ist im Sinne der Minkowski-Summe zu verstehen, d. h., auf der rechten Seite steht die
Menge aller Funktionen der Bauart Ax +— F(x) + F’(x) Ax+G(Ax), wobei G(Ax) zu O(||Ax||) gehort. Alternativ kénnen
wir (3.1) auch lesen als: F(x + Ax) — F(x) — F/(x) Ax € o(||Ax])).
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Abbildung 3.1: Wie stark das Ergebnis y = F(x) := x? von Anderungen Ax in der Eingabe x abhingt,
ist i. d. R. abhéngig vom Wert von x abhingig.

Der Eintrag
aFi (x)

an

Kij(x) = (35)

in Zeile i und Spalte j der Jacobimatrix gibt also den Faktor an, mit dem sich Anderungen Ax; in der
Jj-ten Komponente der Eingabe x auswirken auf die i-te Komponente des Ergebnisses.

Definition 3.2 (Absolute partielle Konditionszahlen). Die Zahlen K;;(x) heifSen die absoluten parti-
ellen Konditionszahlen (englisch: absolute partial condition numbers) der Funktion F an der Stelle x.

Wollen wir Stérungen in allen Komponenten der Eingabe gemeinsam betrachten, aber uns im Ergebnis
auf die i-te Komponente beschranken, also in (3.4) nur die i-Zeile

Ax1 n

. [ari(x) arx ]l . |~ 9Fi(x)
Ayi = (9_x1 v —8xn ] : = Z £ AXJ' (36)
Axy, J=1 /

F{(x)
herausgreifen, so konnen wir (3.6) mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung abschatzen durch3

|Ayil < IIF{ () Iz [[Ax ]l (3.7)

Dabei ist ||F/(x)l|, die 2-Norm des Zeilenvektors bestehend aus den partiellen Ableitungen der i-
ten Komponentenfunktion F; von F, also die Norm der i-ten Zeile der Jacobimatrix F’(x). Diese
Abschitzung gilt gleichméflig, unabhéngig von der Richtung des Storungsvektors Ax, es handelt
sich also um eine Worst-Case-Abschatzung. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung wissen wir auch,
dass die Abschitzung genau dann mit Gleichheit angenommen wird, also |Ay;| = ||F](x)l|2 ||Ax]l,
gilt, wenn die Stérungsrichtung Ax und die Ableitung F!(x)" linear abhéangig sind, also einer dieser
Vektoren ein Vielfaches des anderen ist.

3Auch hier bedeutet der Punkt auf dem Symbol <, dass die Abschitzung gilt bis auf Terme, die gegeniiber ||Ax|| vernach-
lassigbar sind.
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Méchte man umgekehrt die Auswirkung der Stérung in nur einer Komponente x; der Eingabe, aber
gleichzeitig auf alle Komponenten des Ergebnisses betrachten, so setzen wir in (3.4) alle Axg = 0 bis

auf den Index k = j und erhalten
9F (x)
8xj
Ay=|  |Ax; (3-8)
9Fm (x)
an
~—_———

9F (x)
GXj

und daraus die Abschétzung
dF(x)

Aylls <
Ayl o,

|Ax;]. (3.9)
2

Wollen wir nun abschlieflend gleichzeitig Storungen aller Komponenten in der Eingabe und die
Auswirkung auf alle Komponenten im Ergebnis betrachten, so konnen wir (3.4) mit Hilfe von Lemma 2.3
abschétzen als

A yll2 < [IF' () |l2—2 || Ax]]2. (3-10)

Dabei ist ||F’(x)||2—2 die durch die 2-Norm induzierte Operatornorm (Definition 2.2) der Jacobimatrix
F’(x). Die Abschitzung (3.10) besagt also, dass die Gré3e (Norm) [|Ay||; der Stérung Ay im Ergebnis
nicht grofler sein kann als die Operatornorm der Jacobimatrix, multipliziert mit der Grof3e (Norm)
||Ax||, der Stérung Ax in der Eingabe. Diese Abschitzung gilt wieder gleichmiaf3ig, unabhiangig von
der Richtung des Stérungsvektors Ax, es handelt sich also um eine Worst-Case-Abschatzung. In § 4
werden wir sehen, fiir welche Richtungen Ax diese Abschatzung scharf ist.

Definition 3.3 (Absolute Konditionszahl). Es sei F: R" — R™ an der Stelle x differenzierbar.

(i) Dann heifit die Operatornorm

K(x) = |IF'(x)ll22 = |(Ki; (x))l22 (3-11)

die absolute Konditionszahl (englisch: absolute condition number) von F an der Stelle x. Man
spricht auch von der absoluten Konditionszahl der Aufgabe, y = F(x) auszuwerten.

(ii) Die FunktionF heif3t an der Stelle x schlecht konditioniert im absoluten Sinne, wenn ||F’(x)||2-
»sehr grof3“ ist, ansonsten gut konditioniert im absoluten Sinne.

Beachte: Was ,sehr grof3“ im Einzelfall bedeutet, wird von den Anforderungen der jeweiligen Aufgabe
bestimmt und kann nicht allgemeingiiltig festgelegt werden. Man beachte dabei auch, dass sich beim
Umskalieren der Eingabe oder des Resultats — z. B. durch Wechsel der physikalischen Einheit von m
zu mm — die absolute Konditionszahl dandert.

Beispiel 3.4 (Absolute Konditionierung). Bei einer gleichmdflig beschleunigten Bewegung mit der
Beschleunigung a und Anfangsgeschwindigkeit v, legt ein Kérper innerhalb der Zeit t die Strecke

1
s(t,v9,a) =vgt + Ea t2
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zurtick. Wir betrachten die Strecke s als Funktion der Eingangsgroffen x = (t, v, a). Bei einer Beschleu-
nigung von a = 5ms~2, einer Anfangsgeschwindigkeit von vy = 0ms~! und einer Zeit vont = 10s
beispielsweise ist s = 250 m. Die Jacobimatrix an dieser Stelle ist

[%(t,vo,a) a‘?—zfo(t,vo,a) %(t,vo,a)]:[vo+at t %tz]:[SOmS_1 10s 5052].

Die Daten x = (t,vy,a) stammen vielleicht aus einer Messung und sind Unsicherheiten unterworfen.
Anderungen einer einzelnen der drei Grofien der GréfSenordnung At = 0.1s, Avy = 0.5ms™! bzw.
Aa = 0.2ms™? rufen beispielsweise folgende Anderungen im Ergebnis hervor:

as
Asia(tﬂo,a)At =50ms '-0.1s=5m,
. 0s »
Asz_(tsUO,a)AUO=IOS~O.5mS =5m,
800
. 0s ) »
As = —=(top,a) Aa =50s"-0.2ms™ = 10m.
a

Quizfrage: Wie dndern sich die Zahlenwerte der absoluten partiellen Konditionszahlen, wenn man die
zuriickgelegte Strecke s in mm misst statt wie oben in m? Quizfrage: Und was dndert sich, wenn man die
Anfangsgeschwindigkeit vy inkmh™! misst statt wie oben in ms™'? Quizfrage: Ist die Frage nach der
absoluten Konditionszahl (3.11) iiberhaupt physikalisch sinnvoll?

Beachte: Im Fall von F: R — R gibt es nur eine einzige absolute partielle Konditionszahl K;; = F’(x),
siehe (3.5). Diese ist vorzeichenbehaftet, wihrend die absolute Konditionszahl nach Definition 3.3
immer nicht-negativ ist. Im betrachteten Fall gilt ||F’(x)||2—2 = |F’(x)| = |Kul-

Bemerkung 3.5 (Alternative Definition der absoluten Konditionszahl). In der Literatur findet man
auch die folgende Definition? der absoluten Konditionszahl einer Funktion F: R" — R™:

y [F(x+Ax) - F(x)ll2 _ . [F(x + Ax) — F(x)][2
im sup = lim

Ax—0 l|Ax]|2 N0 || Ax|[<e l|Ax|l2
Ax#0

(3-12)

Bzgl. welcher Norm die Grofe Ax im Supremum kleiner als ¢ genommen wird, ist hier unerheblich. Die
Gleichheit der beiden Ausdriicke in (3.12) gilt nach Definition des Limes superior. Man betrachtet also
beliebige Storungen Ax in immer kleiner werdenden Kugeln und bestimmt die gréfitmogliche Anderung,
die solche Storungen im Ergebnis — bezogen auf ihre Grofie ||Ax||; — hervorrufen konnen.

Man kann zeigen, dass (3.12) genau dann endlich ist, wenn F an der Stelle x differenzierbar ist. In diesem
Fall stimmt (3.12) mit (3.11) aus Definition 3.3, also mit ||F’(x)||,—2, ilberein. Wenn F an der Stelle x nicht
differenzierbar ist, dann ist (3.12) gleich co.

Beachte: Die Wahl der 2 — 2-Norm (also der Wahl der 2-Norm in Zihler und Nenner von (3.12)) ist
willkiirlich. Stattdessen hitten wir z. B. auch die co — co-Norm nehmen kénnen, wie es im Anschluss
bei der relativen Betrachtungsweise gleich der Fall sein wird. Aufgrund der Aquivalenz der Normen
andert sich dadurch die absolute Konditionszahl nur um einen (allerdings dimensionsabhéngigen)
konstanten Faktor.

4vgl. etwa Bornemann, 2018, Kapitel 11.2, S.41
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§ 3.2 RELATIVE BETRACHTUNGSWEISE

Neben den bisherigen absoluten Betrachtungsweise kann man die Sensitivititen auch relativ betrachten.
Das bedeutet, dass wir die Stérung in der Eingabe Ax; auf x; beziehen und die Anderung in der Ausgabe
Avy; auf y;. Aus (3.4) wird also

An Bx) x . 9h(x)  xn ] Ax
Vi 9x1 V1 Ixn h%1 X1
= : : S E (3-13)
Aym OFm(x)  x1 .. 9Em(x)  xn|\Axn
Ym Ix1 Ym Ixpn Ym Xn
Die Grofde F(x) F ()
oFi(x) x; OFi(x Xj Xj
kij(x) = —— . == ——=. Kij(x) - (3-14)

Fi(x)
gibt den Faktor an, mit dem sich relative Anderungen Ax;/x; in der j-ten Komponente der Eingabe
relativ auswirken auf die i-te Komponente des Ergebnisses. Die relative Betrachtungsweise setzt
natiirlich voraus, dass die Komponenten y; des Ergebnisses y = F(x) ungleich null sind und auflerdem
die Komponenten x; der Eingabe ungleich null sind.

an Vi an Fi(x) a

Definition 3.6 (Relative partielle Konditionszahlen). Es sei F: R" — R™ an der Stelle x differenzier-
bar. Die Zahlen k;j(x) heiflen die relativen partiellen Konditionszahlen’® (englisch: relative partial
condition numbers) der Funktion F an der Stelle x.

In Analogie zu Definition 3.3 und Bemerkung 3.5 wollen wir noch eine relative Konditionszahl k(x)
fiir die Auswertung von F an einer Stelle x angeben. Es stellt sich dabei — um die relative Konditionszahl
aus den relativen partiellen Konditionszahlen k;;(x) berechenbar zu machen — als praktisch heraus,
bzgl. x komponentenweise vorzugehen.

Wir betrachten dazu zunichst eine reellwertige Funktion f: R” — R und untersuchen die grofitmogli-
che relative Anderung, die Storungen Ax im Ergebnis f (x) hervorrufen konnen, wenn sie klein werden.
Die Grofie der Stérung Ax messen wir dabei wie gesagt erstens komponentenweise und zweitens

relativ zur Grole von x. Es sei dazu D die Diagonalmatrix D = diag(xy, . .., X,). Dann hat D™ !Ax die
Gestalt
Ax;
X1
D'Ax =] :
Axp,
Xn

Aufgrund der komponentenweise Betrachtung von Ax messen wir die Gré3e dieses Ausdrucks als

i=1,...,n}.

Die obige Frage nach der grofitmoglichen relativen Anderung in f(x) durch Stérungen Ax fithrt uns

s U 0 4) = F0)
no [FGOTIDTAK

5In den Wirtschaftswissenschaften werden die relativen partiellen Konditionszahlen k;;(x) auch als Elastizititen bezeich-

Ax:
ID7'Ax||oo = max {|i|
Xi

nun zu dem Ausdruck

net.
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den wir jetzt untersuchen. Es gilt

i sup G+ A0 = 0
a0 FCOTTDTAK
Ly [f (x+ Ax) = £ ()
=lim sup

eNO axf<e () ID71AX][o
Ax#0

Bzgl. welcher Norm Ax im Supremum kleiner als ¢ genommen wird, ist hier unerheblich. Weiter:

=lim sup |f(x) Ax|
e\ x| <e [f () ID7 Ax |l
Ax#0
= sup |f"(x) Ax|
axz0 [f GO IDAx ||
|f'(x) D Ay B
= sup —————— (setze Ay = D™ Ax)
AT y
Df (x)T
- ”Ift(# (wegen (2.5) mit der ||-||co—sco-Norm des Zeilenvektors f’(x) D)
x
Slofe)| ol S
24 x| 17001 = 24

Ist nun F: R" — R™ vektorwertig, so betrachten wir die obige Rechnung komponentenweise in F;.
Wir erhalten ganz analog wie oben

n

. |Fi(x + Ax) — Fi(x)|
max lim sup - = max E
i=1...n Ax—s0 |F1(x)| ||D Ax”Oo i=L...,n

of (x)

an

|]Ir )(C;|)I = ;lkii €3] (3.15)

Jj=1

als Maf fiir die relative Anderung im Ergebnis. Das ist gerade die Zeilensummennorm der Matrix, die
aus den Eintragen k;;(x) besteht.

Quizfrage: Wie wiirde dieser Ausdruck aussehen, wenn wir statt der co-Normen tiberall die 2-Normen
verwenden wiirden?

Definition 3.7 (Relative Konditionszahl). Es sei F: R" — R™ an der Stelle x differenzierbar. Weiter sei
x # 0undF(x) # 0.

(i) Dann heifst der Ausdruck
k) = ey (6l = x5 0] (316)

die relative Konditionszahl (englisch: relative condition number) von F an der Stelle x.

(ii) Die Funktion F heif3t an der Stelle x schlecht konditioniert im relativen Sinne, wenn (3.16) > 1
ist, ansonsten gut konditioniert im relativen Sinne.
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Beispiel 3.8 (Relative Konditionierung). Wir greifen das Beispiel 3.4 nochmals auf, dieses Mal aber in
relativer Betrachtungsweise. Die Matrix der relativen partiellen Konditionszahlen der Funktion s(t, vy, a)
an der Stelle x = (t,vq, a) = (10 s,0ms™ L 5m s_z) ist gleich

-1 10s 0 —1 p) 5 —2 _
|soms . 00 1054zl 05 omet| = [2 0 1]

Diese Zahlen sind wie erwartet einheitenlos.

Eine Anderung von At = 0.1s wie in Beispiel 3.4 entspricht in relativer Betrachtungsweise gegeniiber

dem ungestorten Wert von t = 10 s einer Anderung von % = 0.01. Diese erzeugt (bis auf Terme hoherer

Ordnung) eine relative Anderung von 2 - 0.01 = 0.02 im Ergebnis, also absolut gesehen 0.02 - 250 m = 5 m.

Das stimmt (wie erwartet) mit dem aus Beispiel 3.4 bekannten Ergebnis iiberein. Analog ergibt die
o -2 o
Anderung von Aa = 0.2ms™2, also in relativer Betrachtung von Oéznl;nstiz = 0.04, eine relative Anderung

von 1-0.04 = 0.04 im Ergebnis, also absolut gesehen 0.04 - 250 m = 10 m, was wiederum mit dem aus
Beispiel 3.4 bekannten Ergebnis iibereinstimmt.

Die relative Konditionszahl bzgl. der Anfangsgeschwindigkeit vy ist an der betrachteteten Stelle x ohne
Aussagekraft, davy, = 0ms™! ist. Anderungen Av, in vy lassen sich also nicht relativ ausdriicken, vgl.

(3-13).

In relativer Betrachtungsweise lassen sich in jedem Fall die partiellen relativen Konditionszahlen k;;(x)
in physikalisch sinnvoller Weise zur relativen Konditionszahl gemdf3 (3.16) zusammenfassen, da die
kij(x) immer einheitenlos sind. Quizfrage: Wie dndern sich die Zahlenwerte der relativen partiellen
Konditionszahlen, wenn man die zuriickgelegte Strecke s in mm misst statt wie oben in m? Quizfrage:
Und was dndert sich, wenn man die Anfangsgeschwindigkeit vy in kmh™! misst statt wie oben inms™'?
Quizfrage: Wie grof ist die relative Konditionszahl (3.16) in diesem Beispiel?

Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden vor allem relative Konditionszahlen betrachtet. Das liegt
(neben der Tatsache, dass sie vor allem bei Einbeziehung von Einheiten sinnvoller ist) auch daran, dass
spater wesentliche Fehlereinfliisse durch die Zahldarstellung im Computer eingebracht werden, die
gut im relativen Sinn gemessen werden kénnen, siehe Kapitel 2.

Wir geben nun die absoluten und relativen partiellen Konditionszahlen der Grundrechenarten und
einiger weiterer elementarer Operationen an. Es handelt sich dabei jeweils um Funktionen F: R> — R
bzw. F: R — R.

Lemma 3.9 (Absolute und relative partielle Konditionszahlen fiir einige Grundoperationen). Die
absoluten und relativen Konditionszahlen (im Fall von x # 0) der folgenden Grundoperationen sind (auf
ihren jeweiligen Definitionsbereichen) gegeben durch
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Operation  Ku(x) Kip(x) kn(x) kip(x)  k(x)

X1 X2 [x1|+]x2
X1 + X2 1 1 X1+X2 X1+X2 IX1+Xz|
_ _ X1 —X2 [x1|+]x2 ]
! X2 1 1 X1—X2 X1—X2 [x1—2x2]
X1 X X3 X1 1 1 2
X1 1 X1
2 2 x;
1
= - -1 1
X1 xf
1 1 1
VX1 2% 2 2
Beweis. Nachrechnen m]

Bemerkung 3.10 (Bedeutung von Lemma 3.9).

()

(if)

Die Ergebnisse von Lemma 3.9 besagen, dass die Multiplikation, Division, Kehrwerte und Qua-
dratwurzeln auf ihrem gesamten Definitionsbereich im relativen Sinne iiberall gut konditioniert
sind.

Fiir die Addition ist die relative Konditionszahl k(x) = 1, sofern x; und x, dasselbe Vorzeichen
haben. Man bezeichnet diesen Fall auch als echte Addition. Dort wo x; und x, jedoch verschiedene
Vorzeichen haben (also x; + x, einer echten Subtraktion zweier positiver Zahlen entspricht), ist
die relative Konditionszahl k(x) > 1. Fiir x; ® —x kann die relative Konditionszahl beliebig grof
werden, siehe Abbildung 3.2. Beispielsweise fiir festes x; > 0 und x(¢&) = (x1,€ — x3)" mite > 0
ist k(x(e)) € O(e™'). Ein analoges Resultat gilt natiirlich auch fiir die Subtraktion zweier Zahlen,
wobei dann der Fall kritisch ist, bei dem beide dasselbe Vorzeichen haben.

Beachte: Die echte Subtraktion zweier fast gleicher Zahlen ist schlecht konditioniert!

10 %

-1

Abbildung 3.2: Relative Konditionszahl k(x) der Addition (links) und der Subtraktion (rechts) zweier

Zahlen x1, x, auf dem Einheitskreis.

Das folgende Beispiel wurde nachtréglich eingefiigt.

30
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Beispiel 3.11 (Ausloschung). Die Subtraktion von

x; =1.000 001
xo =1.000000

ergibt das Ergebnis y = x; — x, = 107%. Die relative partielle Konditionszahl ky;(x) ist

X1

ki (x) = ~ 1.0 - 10°.

X1 — X2

Anderungen etwa von Ax; = 107 ergeben eine Anderung von Ay = 107 im Ergebnis. Relativ gesehen
sind diese Anderungen Ax;/x; ~ 107% und Ay/y ~ 107°/107° = 1. Wie erwartet verstirkt sich die relative
Storung in der Eingabe um den Faktor ki1 (x) ~ 10°,

Nochmal konkret: Statt y = 1-107% ergibt sich bei Anderung von x, zu x; + Ax; nun das Ergebnis
y+ Ay =2-107° Wihrend sich also bei x; die siebte Dezimalstelle cndert, fiihrt dies im Ergebnis y zu
einer Anderung bereits der ersten Dezimalstelle. Wir verlieren damit sechs Dezimalstellen an Genauigkeit!
Diesen Effekt nennt man Ausléschung (englisch: cancellation).

Beachte: Gegeniiber den Daten verliert man (im schlechtesten Fall) etwa log,, k(x) Dezimalziffern an
Genauigkeit, wobei k(x) die relative Konditionszahl der betrachteten Operation darstellt.

Der Klarheit halber liefern wir noch eine genaue Definition der Begriffe echte Addition und echte
Subtraktion nach:

Definition 3.12 (Echte Addition, echte Subtraktion).

(i) Wir bezeichnen die Operation x1 + x, als echte Addition der Zahlen x; und x,, wenn |x; + x| =
|31| + |x2| gilt. Andernfalls heifit sie echte Subtraktion.

(if) Wir bezeichnen die Operation x; — x, als echte Addition der Zahlen x| und x,, wenn |x; — x3| =
|31] + |x2| gilt. Andernfalls heift sie echte Subtraktion.

Das folgende Beispiel wurde nachtréglich eingefiigt.

Beispiel 3.13 (Echte Addition, echte Subtraktion).
(i) Die folgenden Operationen sind echte Additionen:

3+5 —-3-5

(ii) Die folgenden Operationen sind echte Subtraktionen:

-3+5 5-3
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§ 3.3 KONDITION LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

Lineare Gleichungssysteme sind eine Grundaufgabe in der angewandten und insbesondere in der
numerischen Mathematik. Wir betrachten hier Systeme

Ax=b o x=A""

mit invertierbaren Matrizen A € R™" und rechten Seiten b € R". Zugunsten der fiir Gleichungssys-
teme iiblichen Notation miissen wir in unserem allgemeinen Setting y = F(x) also entsprechende
Umbenennungen vornehmen.

Wir betrachten zunéchst Stérungen Ab der rechten Seite b. Dann tibernimmt b die Rolle der Eingabe x,
und die Losung x iibernimmt die Rolle des Ergebnisses y. Statt y = F(x) haben wir also x = A™!b. Diese
Funktion ist linear in der Eingabe b, sodass wir an Stelle der Abschitzung (3.3) sogar die Gleichheit

Ax = A7'Ab (3.17)

bekommen. Hier konnten wir jetzt komponentenweise wie in § 3.2 vorgehen. Es zeigt sich aber,
dass wir das einfachere Resultat erhalten, wenn wir an Stelle der Norm der Vektoren der relativen
Anderungen (Ab;/b;) und (Ax;/x;) nur die relativen Anderungen in den Normen ||Ab||/||b|| und
||Ax||/||x|| betrachten und dabei jeweils die 2-Norm verwenden. Die zugehérigen Abschitzungen

[Ax]lz = [JATAbll2 < IA [la—2 | AD]l2,
151l2 = [|Ax]l2 < [|All2—2 lIx]l2

lassen sich kombinieren zu
l| Ax||2

[E31P

1Al
15112

< JAllz=2 A |22 (3-18)

Wir betrachten nun Stérungen AA der Matrix A. Jetzt ibernimmt also A die Rolle der Eingabe x. Die
differentielle Sensitivititsanalyse, siehe (3.3), verlangt nun die Bestimmung der Ableitung der Funktion
A F(A) := A™'b, also insbesondere die Bestimmung der Ableitung der Matrixinversion.

Lemma 3.14 (Ableitung der Matrixinversion). Es sei ®(A) := A~! die Matrixinversions-Funktion. Diese
ist fiir jede reguldre (englisch: non-singular) Matrix A € R™ " in einer ganzen Umgebung von A definiert
und dort stetig differenzierbar.’ Es gilt die Ableitungsformel

®'(A) AA = -AT'AAA™"  fiir alle reguldren A € R™", (3.19)

Beweis. Wir wollen den Satz iiber implizite Funktionen anwenden auf die implizite Gleichung
AP(A)=1d

fiir ®(A). Die Differentiation dieser Beziehung in Richtung einer beliebigen Matrix AA € R™" ergibt
nach Produktregel
AAD(A) + A (D' (A) AA) = Opxn. (*)

%@ ist sogar eine C*°-Funktion, was wir hier aber nicht benétigen.
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Durch Umstellen erhalten wir zunéchst
A(P'(A) AA) = —AAD(A)
und dann durch Multiplikation von links mit A~}
P (A)AA = -ATTAAD(A) = -ATTAAATL

Da also die Auflésung der Gleichung (x) nach der gesuchten Richtungsableitung @’ (A) AA eindeutig
moglich war, konnen wir aus dem Satz tiber implizite Funktionen schlieflen, dass die Funktion @ in einer
Umgebung von A tatsdchlich definiert und stetig differenzierbar ist und dass die Richtungsableitungen
@’ (A) AA durch (3.19) gegeben sind. m|

Mit dem Wissen aus Lemma 3.14 kdnnen wir nun die Gleichung (3.3) fiir unsere Aufgabe mit F(A) =
A~1b auswerten, also

Ax = F'(A)AA = [®'(A) AA] b= -AT'AAAT'D = —A™'AAx. (3.20)
Wir schitzen dhnlich wie oben ab:
[Ax]l2 = |AT' AA x|y < [JA™ |22 1AA]l—2 [Ix]l2
und erhalten schliefilich

[|Ax]|

llx]l2

[AA]2-2
All2—2

< A 252 [|All2—2 (3.21)

Definition 3.15 (Konditionszahl einer Matrix). Es sei A € R™*". Wenn A reguldr ist, dann bezeichnen
wir die Zahl

K(A) = [|Allz-2 |A 252 (3.22)
als die Konditionszahl der Matrix A. Wenn A singulir ist, dann setzen wir die Konditionszahl auf
k(A) = oo.

Nach (3.18) und (3.21) gibt die Konditionszahl eine obere Schranke fiir den Sensitivitatsfaktor an, mit
dem sich eine relative Anderung der 2-Norm der rechten Seite bzw. der 2 — 2-Norm der Matrix
tibertragt auf die relative Anderung der 2-Norm der Lésung. In § 4 kommen wir nochmal darauf und
auch auf Moglichkeiten zur Berechnung von k(A) zuriick.

Die Konditionszahl einer Matrix hat aber noch eine andere Interpretation:

Satz 3.16 (Kahan, 1966, vgl. Bornemann, 2018, Kapitel 11.9). Es sei A € R™*" reguldr. Dann gilt

1 _ min{ IE]|2—2
k(A) |All2—2

EeR™" A+Eist singuldr} ) (3.23)

Der Kehrwert der Konditionszahl einer Matrix ist also ihr relativer Abstand zur Menge der singuldren
Matrizen in der 2 — 2-Norm.
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Beweis. Wenn A + E eine singuldre Matrix ist, dann gibt es ein x # 0 mit der Eigenschaft (A+E) x = 0,
also auch A™1(A + E) x = x + A”'Ex = 0. Es gilt also

llEll2—2
|All2—2

0 < [lxll2 = A" Exll2 < A7 [la=2 [IEll2—2 llxll2 = k(A) lIxll2.

Daraus folgt
S

k(A) ~ [|All2—2

Um den Beweis abzuschlieflen, geben wir jetzt eine spezielle Matrix E an, fiir die hier die Gleichheit gilt,

also k(A) = H?”jjj oder dquivalent ||E||,—» = 1/[|[A7!||,—>. Dazu sei y € R" ein Vektor mit ||y||, = 1,

der das Maximum in der Definition der 2 — 2-Operatornorm fiir A~! realisiert, also

[A7 |22 = max |A7'2]lz = |A7 yll2,
zeR™

llzll2=1
vgl. Lemma 2.3 (iii). Auerdem sei x := A~'y # 0. Wir wihlen E := —ﬁ. Es gilt
Al iyl o1 1
||E||2—>2 - 2 - - -1 - -1 .
lIx1l5 lxllz A7 Yl [[A7 22

Fiir den Beweis der ersten Gleichheit (Spektralnorm fiir Rang-1-Matrizen) betrachten wir

lEll2—2 = max [|Ez||; (Lemma 2.3)
z€R™

llzll2=1
= ?;%)5 % (Definition von E)

llzll2=1
Wl N N
s Tk |x'z| (positive Homogenitat der Norm)

llzll2=1
= %ﬁ (z = x/||x||, maximiert den Ausdruck, Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

5 11Xz
_ lixllz lixlle
x113

§ 3.4 KONDITION ZUSAMMENGESETZTER FUNKTIONEN

In diesem Abschnitt geht es darum, dass wir eine Funktionsauswertung y = F(x) fur F: R” — R™ in
kleinere Einheiten zerlegen, im einfachsten Fall

y =F(x) = (HoG)(x) = H(G(x))

mit Funktionen
G:R" >R’ und H:R/—>R™
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Die Funktionen G und H seien an der Stelle x bzw. an der Stelle G(x) differenzierbar. Nach Kettenregel
gilt fiir die differentielle Stérungsanalyse, vgl. (3.3),

Ay = (Ho G) (x) Ax = H (G(x)) G(x) Ax. (3.24)

Wir kénnen also die absolute Konditionszahl von F an der Stelle x mit Hilfe von Lemma 2.3 (v)
(Submultiplikativitat der Matrixnormen) abschitzen durch

K(x) = [IF' (x)ll2=2 < |H'(G(x)) [l2=2 IG" (x) l|22- (3-25)

Eine solche Abschitzung wird i. A. nicht scharf sein (Quizfrage: Warum?) Dennoch ist die Betrachtung
spater hilfreich fiir die Stabilitatsanalyse von Algorithmen.

Wir konnen eine zu (3.24) analoge Beziehung auch fiir die relative Sensitivatsanalyse finden. Wir
schreiben dazu (3.24) einmal komponentenweise auf:

OH,(G(x)) OH(G(x)) | [ 9G1(x) 3Gy (x)

Ay 1821 > T 1azfx alxlx e a;nx Axy
' Hp(G(x) o (G() | | 96, (x) G (x) | \ A,

Aym) |5 £ e o | \Axn

und erginzen wie in (3.13) die Terme, die zu einer relativen Betrachtungsweise fithren:

Ay (GH) &, HGCH) oz [[Gux) x . G xn]  Ax
Y1 9z Y1 9z¢ Y1 Ix; z1 Ixn zr X1
= : : : : : (3.26)
Avm | |Hm(Gx) =z dHw(GG) = | |96 . 9Gix) x|\ Axy
Vm 9z; Ym Izp Ym Ix1 Z1 oxp Zy Xn
— (K (G(x)) = (kG (x))

Auch hier kdnnen wir also wieder die Submultiplikativitit der Matrixnormen (Lemma 2.3 (v)) verwen-
den, um abzuschitzen:

Ay Ax

» X1

| (A CeTCo2)] /NG [€<15)1 N | IER (3.27)
Aym Ay

Ym ) Xn o

Auch diese Abschitzung ist i. A. nicht scharf, aber eine dhnliche Betrachtung wird spater bei der
Stabilitatsanalyse von Algorithmen noch niitzlich sein.

Bemerkung 3.17. Wir betonen nochmal zur Verdeutlichung, dass die Kondition eine Eigenschaft der
betrachteten Aufgabe ist. Sie hat nichts damit zu tun, mit welchem Verfahren wir einmal diese Aufgabe
versuchen werden zu losen.

Bei einer schlecht konditionierten Aufgabe muss man sich die Frage stellen, ob die Aufgabe iiberhaupt
sachgerecht formuliert ist.

Ende der Woche 2

https://tinyurl.com/scoop-ein-s22 35


https://tinyurl.com/scoop-ein-s22

R. Herzog @O®S

§ 4 SINGULARWERTZERLEGUNG VON MATRIZEN

§ 4.1  SPEKTRALZERLEGUNG

Eine Zahl A € C heif3t Eigenwert (englisch: eigenvalue) und ein Vektor v € C" \ {0} zugehériger
Eigenvektor (englisch: eigenvector) einer Matrix A € R™" (oder A € C"*"), wenn gilt:

Av = Ao, (4.1)

d. h., dass v unter der Abbildung v — A v auf ein Vielfaches von sich selbst abgebildet wird. Zusammen
heif3t (1,v) ein Eigenpaar von A. Im Allgemeinen muss man damit rechnen, dass Eigenwerte und
Eigenvektoren komplex sind, selbst wenn A eine reelle Matrix ist.

In der linearen Algebra untersucht man u. a. die Frage, unter welchen Umstianden eine Basis aus lauter
Eigenvektoren von A existiert und wann diese als Orthonormalbasis gewahlt werden kann.

Definition 4.1 (Orthogonale Matrix). Eine Matrix V € R™™ heifit orthogonal, wenn V'V = Id ist.

Diese Bedingung bedeutet, dass die Spaltenvektoren v; von V paarweise senkrecht (bzgl. des Euklidi-
schen Innenprodukts) aufeinander stehen und auflerdem [|o;||; = 1ist, denn es gilt

vil|?=1 imPFalli=j
(VTV)y; = oo, = llo:l5 : . J.
0 im Fall i # j.

Eine Matrix V € R™" ist also genau dann orthogonal, wenn ihre Spaltenvektoren eine (reelle)
Orthonormalbasis von R” bilden, also eine Menge linear unabhéngiger Vektoren, die paarweise
senkrecht stehen und deren 2-Norm gleich eins ist. Fiir orthogonale Matrizen gilt offenbar V=1 = V'
und daher auch VVT = Id.

Auflerdem ist das Produkt orthogonaler Matrizen wieder eine orthogonale Matrix.”

Beachte: Der Begriff ,orthogonale Matrix“ ist fiir reelle Matrizen reserviert. Das komplexe Analogon
heifit unitiare Matrix.

Wir interessieren uns hier nur fiir die Frage, wann eine Matrix A € R™*" die Eigenschaft besitzt, eine
Orthonormalbasis von R” aus lauter reellen Eigenvektoren zusammenstellen zu konnen. Die Antwort

gibt folgender Satz.

Satz 4.2 (Spektralsatz). Es sei A € R™". Der Raum R" besitzt genau dann eine reelle Orthonormalbasis
aus lauter Eigenvektoren von A, wenn A = AT ist. In diesem Fall besitzt A die folgende Spektralzerlegung
(englisch: spectral decomposition):

A=VAVT, (4.2)

’D.h., die orthogonalen Matrizen bilden die algebraische Struktur einer Gruppe, die sog. orthogonale Gruppe (englisch:
orthogonal group). Diese ist eine Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe (englisch: general linear group), die
aus den invertierbaren n X n-Matrizen besteht.

36 https://tinyurl.com/scoop-ein-s22 2022-06-05


https://tinyurl.com/scoop-ein-s22

@O Einfihrung in die Numerik

wobei A € R™" die Diagonalmatrix der Eigenwerte ist und die orthogonale Matrix V. € R™" qus
FEigenvektoren von A besteht.

Die Gleichung (4.2) kdnnen wir auch lesen als

1] T REE
T N A,

also spaltenweise: Av; = A; v;. (Quizfrage: Warum?)

§ 4.2 SINGULARWERTZERLEGUNG

Die Spektralzerlegung mit Hilfe der Eigenpaare ist nicht immer die geeignete Darstellung einer Matrix.
Insbesondere fiir rechteckige Matrizen A € R™*" existieren iiberhaupt keine Eigenpaare. Daher fithren
wir jetzt die Singularwertzerlegung ein, die immer existiert.

Definition 4.3 (Singulidrwertzerlegung). Unter einer Singuldarwertzerlegung (englisch: singular value
decomposition, kurz: SVD) einer Matrix A € R™ " versteht man eine Darstellung der Gestalt

A=UzV", (4-3)
wobei
« U e R™™ undV € R™" orthogonale Matrizen sind und
« X € R™" eine (rechteckige) Diagonalmatrix ist, deren Diagonaleintrige oy, . . ., Omin{mn} = 0 sind.

Die Spaltenvektoren u; von U heiflen Linkssinguldarvektoren (englisch: left singular vectors) von A.
Die Spaltenvektoren v; von V heifSen Rechtssinguldrvektoren (englisch: right singular vectors) von A.
Die Zahlen o; heifSen Singuldrwerte (englisch: singular values) von A.

Im Falle von n > m hat die Singuldrwertzerlegung beispielsweise die folgende Gestalt:

—

A=lu o own|| - : ; ; (4.42)
| | o |0 o 0 i
[ Un
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und im Falle von m > n

o
| | — o —
A=y - U 0 (;" : (4.4b)
} \ S L o —
0 0|

Jede Matrix A € R™*" besitzt eine Singularwertzerlegung. Um das zu begriinden (Quizfrage: Kénnen
Sie die Details ausarbeiten?), kann man Spektralzerlegungen

ATA=VAV" und AA"=UAU" (4.5)

der reellen, symmetrischen, positiv semi-definiten Matrizen ATA € R™" und AA" € R™™ gemif
Satz 4.2 betrachten. Die Singularwerte sind gerade die Wurzeln der Diagonaleintrige der kleineren der
beiden Diagonalmatrizen A € R™" und A € R™™.

Bemerkung 4.4 (Eindeutigkeit und Anordnung der Singularwerte). Die Singuldrwerte sind eindeutig
und werden i. d. R. absteigend angeordnet:

01202220, >0=0p41="""= Omin{mn}- (4-6)

Wir gehen ab jetzt immer von absteigend sortierten Singuldrwerten aus.

Die Singularwertzerlegung enthilt sehr viel Information tiber die Matrix A und die zu ihr geh6rende
lineare Abbildung x +— Ax. Beispielsweise ist die Anzahl 0 < r < min{m, n} der echt positiven
Singularwerte gerade gleich Rang(A), also gleich der Dimension des Bildraumes Bild A. Die ,spaten®
Rechtssinguldrvektoren v, . . ., v, bilden eine orthonormale Basis von ker A, und die ,frithen® Rechts-
singuldrvektoren vy, . . ., v, bilden eine orthonormale Basis des orthogonalen Komplements (ker A)*.
Weiterhin bilden die ,frithen® Linkssingularvektoren uy, . . ., u, eine Basis von Bild A, und die ,spaten®
Linkssinguldrvektoren u,y, . . ., up, bilden eine Basis von (Bild A)*. Quizfrage: Klar?

Quizfrage: Was vermuten Sie: Ist die Singularwertzerlegung einer Matrix eindeutig?

Bemerkung 4.5 (Dinne Singuliarwertzerlegung). Im Falle von n > m sehen wir aus der Darstellung
(4.4), dass die ,,spiten Zeilen von V' (Spalten von V) mit den Indizes m + 1, ..., n zur Darstellung von A
nicht bendétigt werden. Es gilt also auch

A = |y e Uy . . : . (473)

38 https://tinyurl.com/scoop-ein-s22 2022-06-05


https://tinyurl.com/scoop-ein-s22

@O Einfihrung in die Numerik

Im Falle von m > n werden hingegen die ,spdten” Spalten von U mit den Indizesn+1,. .., m nicht benotigt.
Es gilt also auch

A=lu -+ u, . . (4.7b)

Man spricht dann von einer diinnen Singuldrwertzerlegung (englisch: thin SVD, economy-size SVD).

Beispiel 4.6 (Singularwertzerlegung). Die Matrix

A=

_ DN
el
S N W
S 0

besitzt die Singuldrwertzerlegung (aus Darstellungsgriinden auf zwei Nachkommastellen gerundet)

T

-0.19 -0.37| -0.55 -0.73

:g:gg g:gi _g:ig 1226 0 0 0]]-0.69 —0.61| 023 031
A= 05 100 ool |0 130 0 o[|-069 069 0.07 -0.22
BldA | (BildA) 0 0 000 0][-013 013|-080 0.57

(ker A)* ker A

Der Rang der Matrix ist also gleich 2. Mit Hilfe von NUMPy kann diese Singuldrwertzerlegung wie folgt
berechnet werden:

import numpy as np
A = np.array([[1, 2, 3, 41, [2, 4, 6, 81, [1, 1, 0, 011)
U, Sigma, V = np.linalg.svd(A)

Die Darstellung (4.3) erlaubt es uns, die Matrix A als eine Summe von r Rang-1-Matrizen darzustellen:

.
A=UsV" = Z o Ul (4.8)
Rang-1-Matrix

Damit kénnen wir auch Matrix-Vektor-Produkte genau analysieren:
r
Ax =UXV'x = Z i u; (0] x). (4.9)
i=1

(Quizfrage: Wie konnen wir diese Darstellung interpretieren? Was also ,macht® o] x? Was bedeutet
die Multiplikation mit ¢;? Und was die Multiplikation mit «;?) Insbesondere folgt aus (4.9) sofort

o;u; furi
AZ),':
0 firi=r+1,...,n.

L...,r,

https://tinyurl.com/scoop-ein-s22 39


https://tinyurl.com/scoop-ein-s22

R. Herzog @O®S

Mit Hilfe der Darstellung (4.9) kdnnen wir nun die Frage auflésen, warum die Matrixnorm |[|Al|2—
durch (2.3b) gegeben ist. Die (quadrierte) Norm des Bildes Ax lasst sich nun unter Ausnutzung der
Orthonomalitit der Vektoren u; wie folgt bestimmen:

r 2 r r
il = | o )| = (D o1 ), Y w05 (010 - (wegen (4.9)
i=1 i=1 j=1

r r
= Z Z oiojuju;j (v]x) (v}x)

i=1 j=1

-
= Z o2 ||luill5 (v]x)*  (wegen der Orthogonalitit von u; und u; fiir i # j)
i=1

.
= > 0t (0]x)*  (wegen |luill> = 1)
i=1

.
<ol Z(UlTx)2
i=1
20412
= oy [|x[l3.

Die obige Abschitzung ist mit Gleichheit erfiillt, wenn x ein Vielfaches von v; ist. In dem Fall gilt
lAx||2 = o1 ||x||2. Da der grofite Singuldrwert oy gleichzeitig die Wurzel des grofiten Eigenwertes von
ATA ist, haben wir damit (2.3b) gezeigt und auflerdem:

Satz 4.7 (Die ||-||2—2-Norm einer Matrix ist ihr grofiter Singuldrwert).
(i) Fir jede Matrix A € R™*" gilt:
All2—2 = o1, (4.10)

also ist die Spektralnorm gerade der grofSte Singuldrwert der Matrix.

(ii) Fiir symmetrische Matrizen A € R™" gilt gleichzeitig:
[|A]l2—2 = max{l/ll | A ist ein Eigenwert von A}, (4.11)

also ist die Spektralnorm gerade der Betrag des betragsgrofSten Eigenwerts der Matrix.

Beweis. Aussage (i) haben wir oben bereits gezeigt. Es gilt nach Konstruktion der Singuldrwertzerle-

gung
of = max{A| A ist ein Eigenwert von A"A}.

Wenn A symmetrisch ist, dann existiert die Spektralzerlegung A = VAVT, siehe (4.2) mit einer ortho-
gonalen Matrix V. Es gilt also ATA = VAVTVAVT = VA2V, Die Eigenwerte von ATA sind demnach —
wenn A symmetrisch ist — gerade die Quadrate der Eigenwerte von A. Wir haben also

o7 = max{4 | A ist ein Eigenwert von ATA}

= max{/l2 | A ist ein Eigenwert von A}.

Durch Wurzelziehen folgt Aussage (ii). O
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Im Beweis von Satz 3.16 haben wir die Norm ||y x"||,—, der Rang-1-Matrix y xT benotigt. Quizfrage:
Koénnen Sie diese Norm mit dem jetzigen Wissen iiber die Singularwertzerlegung bestimmen?

Falls A € R™" invertierbar ist (Quizfrage: Wie driickt man das mit Hilfe der Singuldrwerte von A aus?),
dann erlaubt es uns die Singuliarwertzerlegung A = UXV", auch direkt eine Singulirwertzerlegung
von A~! anzugeben:

Al=v3TlU" (4.12)

Hieraus sieht man sofort, dass 1/0, der maximale Singulirwert von A1 ist.

Weiter ergibt sich aus diesen Uberlegungen, dass die Konditionszahl (3.22) einer reguliren Matrix

A € R™" die Beziehung

_ 01
k(A) = A2z [|A 1||2—>2 = a_ (4.13)

n

erfullt.

Quizfrage: Was ist die Konditionszahl einer orthogonalen Matrix? Quizfrage: Welche quadratischen
(notwendigerweise invertierbaren) Matrizen haben Konditionszahl gleich eins? Quizfrage: Wie sieht
die Singuldarwertzerlegung einer Diagonalmatrix aus?

Auf Basis der SVD kann man sehr schon sehen, warum die Abschétzung
IBA|l2—2 < [|Bll2—z [|Allz—2

aus Lemma 2.3 (v) (Submultiplikativitat) insbesondere fur die Spektralnorm i. A. nicht scharf ist. Wir
betrachten dazu Singularwertzerlegungen beider Matrizen:

B=U@s@y®T ynd A=yWsOyOT

Es gilt also ||Al|z—2 = 01(1) und ||B||2—2 = 0'1(2). Es sei nun x ein Rechtssinguldrvektor von A zum
grofiten Singuldarwert 0'1(1) mit ||x||z = 1. Dann gilt Ax = 0'(1)111(1) mit ||Ax||, = oV, Falls nun 4 ein

Rechtssingularvektor von B zum grofiten Singularwert o'

. ist, so gilt weiter

BAx = al(l)Bu(l) = 0_1(1)01(2)u(2) mit ||BAx||, = 01(1)01(2).

In diesem Fall haben wir also tatséchlich einen Vektor gefunden, fiir den || BAx||2 = ||Bll2—2||All2—2]1x]]2
gilt und damit ||BA||s—2 = ||B|l2—2||All2—2. Im anderen Fall besitzt uY) auch Anteile von Rechtssin-
guldrvektoren der Matrix B, die nicht zum grofiten Singuldrwert von B gehoren. Das impliziert
1BuV 2 < of" [uD],.

Mit diesen Uberlegungen kann man folgenden Satz beweisen:

Satz 4.8 (Submultiplikativitit der 2 — 2-Norm). Es seien A € R™ " und B € R™™. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Esgilt[[BAll2-2 = [IBll2—2llAll2—2.
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(ii) Es gibt einen Vektor x € R", x # 0, mit der Eigenschaft ||Ax||, = al(l)llxllz und ||BAx||; =
@4
o, [[Ax|l2.

(iii) Der Unterraum von R™, der durch die Linkssinguldrvektoren von A aufgespannt wird, die zum

groften Singuldrwert 0'1(1) gehoren, schneidet den Unterraum von R™, der durch die Rechtssingulir-

vektoren von B aufgespannt wird, die zum grofiten Singuldrwert 01(2) gehoren, in mehr als nur dem
Nullvektor.

Folgerung 4.9 (Submultiplikativitat der 2 — 2-Norm). Insbesondere in folgenden Fillen sind die
Aussagen (i) bis (iii) wahr:

« Die ,mittlere“ Dimension ist m = 1.
« Mindestens eine der Matrizen A oder B ist die Nullmatrix.

« Mindestens eine der Matrizen A oder B ist eine orthogonale Matrix.

Quizfrage: Beweis?

Eine weitere wichtige Folgerung daraus ist:

Folgerung 4.10 (Multiplikation mit einer orthogonalen Matrix &ndert die Konditionszahl nicht). Es
sei A € R™" beliebig und V € R™" orthogonal. Dann gilt ||AV ||2—2 = ||[VA]l2—2 = ||All2—2.

Beweis. |
Schlief3lich geben wir noch eine Eigenschaft der Singularwertzerlegung an.

Satz 4.11 (Die SVD l6st die Aufgabe der Best-Approximation mit konstantem Rang, vgl. Golub, van
Loan, 1983, Theorem 2.5.3). Es sei A € R™*" eine Matrix mit Singuldrwertzerlegung A = UXV'. Weiter
seir = Rang(A) und 0 < k < r. Dann I6st die Matrix

k | 11 ]en — o —
Ak = Z O Uj U-l!— =|u --- U . € Rmxn (414)
i=1 T
| | Ol |— Uk —_

die folgende Optimierungsaufgabe:

Minimiere ||A — Bl|s—,, B € R™"

. (4.15)
unter der Bedingung Rang(B) = k.

Der Optimalwert ist ||A — Agll2 = Ok1-
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Beweis. Wir iiberzeugen uns zunéchst davon, dass die Matrix Ay den Rank k hat und dadurch als
Kandidat in der Optimierungsaufgabe (4.15) zur Verfugung steht. Unter Ausnutzung der Orthogonalitat
von U und V ergibt sich aus (4.14)

—0'1 0 --- 0]
T _ or | 0 0 mxn
U AV = 0 o o 0 eR .
0 010 0

Da die Multiplikation von Ay mit invertierbaren Matrizen den Rang nicht verandertund o7 > --- >
ox > 0 gilt, gilt tatsdchlich Rang(Ag) = k. Quizfrage: Warum lasst die Multiplikation einer Matrix
mit einer invertierbaren Matrix den Rang unverandert? Quizfrage: Warum ist o} > 0?

Weiter gilt (Illustration fiir den Fall m > n)

[0 0 --- 0]
0 0 0
0 0| ok+1
U'(A-Ap)V = |: : e R™"
0 0 Op
0 0|0 0
0 0] 0 0

mit p = min{m, n}. Aus Folgerung 4.10 folgt ||[A — Ag|l2—2 = [[U"(A — Ax)V]|2—2, und letztere Matrix
hat offenbar oy, als groiten Singularwert, also gilt ||A — Agll2—2 = Ok+1-

Wir zeigen jetzt noch, dass fiir jede beliebige Matrix B € R™*" mit Rang(B) = k gilt: ||A — B||2—2 >
Ok+1- Damit ist dann die behauptete Optimalitit von A gezeigt und der Beweis abgeschlossen. Die
Dimensionsformel k = dimBild B = n — dim ker B zeigt, dass der Kern von B die Dimension n — k
besitzt. Wir kénnen also eine Menge orthonormaler Vektoren xi, . . ., x,_j finden, sodass

ker B = span{xy, ..., xp—k}
gilt. Aus Dimensionsgriinden gilt
span{xy, ..., Xp—r } N span{oy, ..., 041} # {0}.

Es sei nun z ein Vektor in diesem Durchschnitt mit ||z||, = 1. Wegen Bz = 0 und

k+1

-
Az = Z oiu; (v;z) = Z i u; (0,2)
i=1 i=1

https://tinyurl.com/scoop-ein-s22 43


https://tinyurl.com/scoop-ein-s22

Ende der Woche 3

R. Herzog @O®S

erhalten wir

lA-Bl5_, > [(A-B)z||5_,, siehe Lemma 2.3
= ||Az||3_,, wegen Bz =0
k+1

2
= “Z O; Uj (UITZ)HZ
i=1

k+1
= Z 07 (v]z)* wegen der Orthonormalitit der Vektoren u;
i=1
k+1
> ot (v12)> wegenay > --- > g
Z O i g 12 Z Ok+1
i=1
k+1

5 K+l
= ot wegen1= |zl = | Y [ 0 = ) (02"
i=1 i=1

Dieses Resultat zeigt, dass die fithrenden Terme in einer Singularwertzerlegung die beste Approximation
der gegebenen Matrix im Sinne der 2 — 2-Norm unter allen Matrizen mit gegebenem Rang Reamk“M
darstellen. Der dabei gemachte Approximationsfehler ist gerade der erste Singuldarwert, der nicht
beriicksichtigt wird.

Folgerung 4.12 (Abstand zu Matrizen mit Rangdefekt). Essei A € R™*" eine Matrix und p = min{m, n}.
Dann gilt
min{||A — Bl|22 |B € R™" Rang(B) < p} =0, > 0. (4.16)

Beweis. O

Der kleinste Singularwert gibt also den Abstand einer Matrix A zur Menge der Matrizen gleicher
Dimensionen an, die nicht vollen Rang haben.
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Kapitel 2 Zahldarstellung und Rechnerarithmetik

§ 5 ZAHLDARSTELLUNG

Computer rechnen mit bestimmten Zahldarstellungen. Man unterscheidet zwischen Ganzzahlen
(englisch: integer numbers), Festkommazahlen (englisch: fixed-point numbers) und FlieBkomma-
zahlen (englisch: floating-point numbers). Da sich die numerische Mathematik mit Aufgaben der
skontinuierlichen Mathematik® beschéftigt, sind Ganzzahlen i.d. R. nur als Zdhler usw. interessant.
Wir behandeln deshalb jetzt hier vorrangig FlieSkommazahlen.

Definition 5.1 (FlieBkommazahl, vgl. Bornemann, 2018, Kapitel 12.1). Eine Flief(}kommazahl zur
Basis (englisch: base, radix) f € {2,3,...} C N ist eine Zahl der Form

m f€. (5.1)

Dabei heifit

m=x((mg.m_y- - ml_r))ﬁ =x(mfl+myfr 4+ +m, ) (5.2)
mit Ziffern mg, ..., my_, € {0,1,..., f — 1} die (rationale) Mantisse (englisch: significand, mantissa) der
Zahl und

€= i(6'5716572 to eO)ﬁ = i(es—l ﬁs_l + €5-2 ﬁs_z +---t+€ ﬁl + eg IBO) (53)
mit Ziffern es_y, ..., ey € {0,1,..., f — 1} ihr (ganzzahliger) Exponent (englisch: exponent). Es gilt die

Konvention, dass die fiithrende Stelle der Mantisse my # 0 ist." Die einzige Ausnahme ist die Zahl 0, die
durch die Mantisse m = 0 und beliebigen Exponenten e dargestellt wird.

Wir bezeichnen die Menge der darstellbaren FlieSkommazahlen (zu gegebener Basis, Mantissenldnge und

Wertebereich fiir den Exponenten) mit F. Man spricht manchmal auch von einem Flief(}kommagitter
(englisch: floating point grid).

Die Notation (-)4 in (5.2) und (5.3) bedeutet, dass die Zahl zur Basis f notiert ist. Im Fall der Basis
B =10 lasst man den tiefgestellten Index (-);o haufig weg.

Beachte: Die FlieBkommazahlen F sind eine Teilmenge der rationalen Zahlen Q. (Quizfrage: Klar?)

Mit Hilfe von FlieSkommazahlen lassen sich Zahlen sehr unterschiedlicher Gré8enordnung darstellen,
etwa (zur Basis f = 10)

'Zur Verdeutlichung kann man dann auch von einer normalisierten FlieBkommazahl sprechen.
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« die Ruhemasse eines Elektrons, etwa 9.109 383 - 103! kg,
« die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum, etwa 2.997 92458 - 108 m s/,
« die Avogrado-Konstante, etwa 6.022 140 76 - 10%*> mol.

Wie oben bereits bemerkt: Wird eine Zahl nicht zur Basis = 10 notiert, so deutet man die Basis haufig
durch einen tiefgestellten Index an. Beispielsweise ist

1 1
1001 =9 wund 1001.11, =9 + > + 2 =9.75.

Die Anzahl r der Stellen der Mantisse sowie die Anzahl s der Stellen des Exponenten in einem System

von FlieSkommazahlen sind in der Regel fest. Die Menge der damit darstellbaren Zahlen ist somit
endlich.

Beispiel 5.2 (Darstellbare FlieSkommazahlen). Im Fall der Basis f = 2, Mantissenldnge r = 3 und
Exponentenlinge s = 1 sind die folgenden positiven Mantissen maéglich:

4
m =1.00, = —,
4
5
m = 1012 = -,
4
6
m = 1102 = -,
4
7
m=111, = -.
4

Durch Kombination mit den zur Verfiigung stehenden Exponenten e € {—1,0,1}, also den Faktoren 27!, 2°
und 21, sind also die positiven Zahlen

7

© 2

tH

darstellbar, dazu noch ihre negativen Gegenstiicke sowie schliefilich die Zahl 0. (Quizfrage: Ist die
Darstellung einer FlieSkommazahl immer eindeutig?)

5

OOIU'I
IS

»hl\l
Nlu-l
™| o

6
4

»-lklui

6 7 4
8’8 4’

e=1 e=0 e=-1 e=-1 e=0 e=1
' @ L 4 L 900 0 00000 0 00000 0 0 0 O L @ L i
—4 -3 -2 -1 0 T 1 2 3 T 4
_ 1 _ 7
Xposmin = 5 Xposmax = 3

Wie das Beispiel 5.2 zeigt, sind FlieBkommazahlen nicht gleichméaflig verteilt. Weiterhin gibt es eine
kleinste und eine grofite positive Zahl in F. Die kleinste positive Zahl xposmin Wird dargestellt durch
die Mantisse m = (1.0 - - - 0)5 = 1 und den Exponenten

p-1_
p-

~((B=D(B-1)---(B-1), —<ﬁ—1>Zﬁ =-(p

_ﬁs‘
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Es ergibt sich also

Xposmin = ﬂl_ﬁs (5.4)
Die grofite positive Zahl xposmax dagegen wird dargestellt durch die Mantisse
0 r—1 ﬂr -1
m=((B=1.(f=D - (B-D)5 = (B-1 > p=(B-DF > p* = (-0 "L = p(p-1)
k=1-r k=0 p-1
und den Exponenten
s—1 ﬁs -1
e=((F-DB-1D-(F-D)g=(F-1 ) f=(f-D7F—=p~1
k=0 -
Daraus ergibt sich
Kposmax = B (=D = (B pIP (5:5)
Im Beispiel 5.2 etwa mit f = 2,r =3 und s = 1 gilt
s 1
= A —glm2 _
Xposmin ,B >
1-ry\ pfs-1 1302 -1 _ 1 1 _ 7
Xposmax = (B— )" T =(2-27)2 =4'2=3
Das stimmt mit unseren Beobachtungen in Beispiel 5.2 iiberein.
Definition 5.3 (Zuldssiger Bereich). Die Menge
D= [_xposmaXs _xposmin] u{o}u [xposmin, xposmax] cR (5.6)

heifst der zuldssige Bereich eines FliefSkommagitters F.
Quizfrage: Was ist die Bedeutung des zulédssigen Bereichs?

Definition 5.4 (IEEE*-Standard 754). Der 1985 eingefiihrte IEEE-Standard 754 ist auch heute noch die
Grundlage der Darstellung von Flieffommazahlen auf sehr vielen Computerarchitekturen. In diesem
Standard spielt das Format double precision (auch: binary64) die wichtigste Rolle. Es verwendet die
Basis = 2, Mantissenldnge r = 53 und ganzzahlige Exponenten e € [—1022,1023]. Daraus kénnen wir
dhnlich wie oben die kleinste und grifste positive darstellbare (normalisierte) FlieSkommazahl herleiten:

—1022 —1022 —308
Xposmin = 1 2 =2 ~2.2-10 R

Xposmax = 21—53(253 _ 1) . 21023 — (2 _ 2—52) . 21023 ~ 18- 10308‘

An Stelle eines vorzeichenbehafteten Exponenten e wird dieser als e = ¢ — 1023 interpretiert, wobei die
Zahl ¢ € [0,2047] mit 11 Bits gespeichert wird. Da die Extremfille c = 0 und ¢ = 2047 besondere
Bedeutung haben, ergeben sich die nutzbaren Werte e € [-1022,1023] fiir den Exponenten. Da die
Mantisse normalisiert ist, ist die fithrende Ziffer fiir Fliefkommazahlen x # 0 immer my = 1 und muss
nicht gespeichert werden. Zusammen mit dem Vorzeichen der Mantisse bendtigt eine Zahl nach dem
double precision-Standard daher 1+ 52 + 11 = 64 Bits oder 8 Bytes an Speicher.

Zusdtzlich definiert der IEEE-Standard die erweiterten FliefSkommazahlen +oco, —co und NaN (,not a
number®), die mit Hilfe von ¢ = 2047 kodiert werden.

2 Institute of Electrical and Electronics Engineers
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Definition 5.5 (Rundung). Es seiF eine Menge von FlieSkommazahlen. Eine Funktionrd: RU {+o0} —
F U {£oo} heifit Rundung, wenn sie folgende Eigenschaften erfiillt:

(i) Sie ist monoton, d. h.,

rd(x) < rd(y) firx,y € RU{zoco} mitx < y.

(ii) Sie ist idempotent, d. h.,
rd(x) =x firx € FU {xoo}.

Quizfrage: Wofiir konnten die beiden Eigenschaften der Rundung niitzlich sein?

Wir betrachten hier nur die géngstige Strategie des IEEE-Standards, die Rundung zur nichstge-
legenen FlieSkommazahl (englisch: round to nearest). Diese Funktion bildet Zahlen im Bereich
[ —Xposmax> Xposmax ] auf die jeweils nachstgelegene Zahl in I ab, die bis auf endlich viele Ausnahmewer-
te fiir x eindeutig ist. Die Ausnahmewerte sind gerade diejenigen Zahlen x, die genau in der Mitte
zwischen zwei benachbarten Zahlen in F liegen. Diese Grenzfille werden bei der Unterstrategie round
to nearest, ties to even so gerundet, dass das niederwertigste Bit der Mantisse = 0 wird. Weiterhin
werden Zahlen [x| > Xposmax + C auf +co bzw. —co gerundet, wobei C = %0.0 -+ 01g - BE mit dem
maximalen Exponenten E ist. Quizfrage: Was konnte der Grund fiir diese Regel sein? (Diese Frage
kann erst nach Lemma 5.6 beantwortet werden.)

Wenn wir in Zukunft von Rundung sprechen, so ist immer diese Strategie gemeint.

Lemma 5.6 (Relativer Fehler bei der Rundung). Der relative Fehler bei der Rundung in einem System
von Flieffkommazahlen F mit Mantissenldnge r erfiillt die Abschdtzung

x —rd(x 1 ..,
& < €mach = _ﬁl (5.7)
|x]| 2

fiir alle Zahlen x # 0, die im zuldssigen Bereich D liegen. Dabei ist émach die sogenannte Maschinenge-
nauigkeit (englisch: machine precision, unit roundoff).

Beweis. Wir miissen nur den Fall x > 0 betrachten, da der Beweis im Fall x < 0 analog lauft. Aufgrund
der Annahme an x existieren zwei benachbarte Zahlen x und X in F mit der Eigenschaft 0 < x < x < x.
Nach Definition der Rundung gilt

1
x = rd()] < 5 - ).
Aus der Darstellung (4.2)—(5.3) sieht man, dass sich x und X um die Zahl
(0.00---01)g- fS =" p°

unterscheiden, wobei e der Exponent von x ist. (Quizfrage: Warum stimmt das auch dann, wenn

x=(B-D.B-D(B-1--(B=1)g- B ist?)
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Es gilt also
1
- rd()] < 2

und
x> x> (100---00)4 -
also
lx = rd(x)| < lﬂl—r e - 1 lﬁl—r
|x| 2 pe 2
wie behauptet. O

Quizfrage: Gilt die Abschitzung (5.7) auch fiir Zahlen x mit |x| < Xposmin? Falls nicht, wie grofl kann
der relative Fehler bei der Rundung fiir diese Zahlen hiochstens werden?
Folgerung 5.7 (zur Maschinengenauigkeit). Fiir alle x € D (einschliefSlich x = 0) gilt

rd(x) =x(1+¢) (5.8)

mit einer Zahl ¢ € R, die |e| < emach erfillt.

Beispiel 5.8 (Maschinengenauigkeit).
(i) Fiir das Flief(kommagitter aus Beispiel 5.2 gilt

(ii) Im Falle des double precision-Standards haben wir

1
€mach = 521_53 =23 ~1.11-10716.

(iii) Im Zehnersystem (f = 10) mit zwei Nachkommastellen, also fiir Zahlen der Bauart 1.23 mit
Mantissenldnge r = 3, ergibt sich die ,Maschinen “genauigkeit emach = %101_3 = 0.005.

Bemerkung 5.9 (Maschinengenauigkeit).

(a) Die Maschinengenauigkeit ist gerade die Hilfte des Stellenwertes der letzten Ziffer der Mantisse;
vgl. (5.2). Auf die darstellbaren Exponenten kommt es dabei nicht an.

(b) Die doppelte Fliefkommagenauigkeit 2emach ist gerade der Abstand zwischen der FliefSkommazahl 1
und der ndchst gréfieren FlieSkommazahl.

Bemerkung 5.10 (Alternative Definition der Maschinengenauigkeit). Manche Autoren definieren die
Maschinengenauigkeit als das Doppelte von unserer Definition. Das liegt darin begriindet, dass (5.7) dann
auch fiir andere Rundungsarten als round to nearest gilt, etwa round toward 0. Siehe auch die Diskussion
aufhttps://en.wikipedia.org/wiki/Machine_epsilon.
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§ 6 RECHNERARITHMETIK

Die Grundoperationen +, —, - und / liefern, selbst fiir Argumente in F, im Allgemeinen Ergebnisse, die
keine Fliefkommazahlen in F sind. (Quizfrage: Konnen Sie Beispiele dafiir angeben, wann das der Fall
ist, etwa fiir das FlieBkommasystem F aus Beispiel 5.2?) Die Grundoperationen lassen sich also nicht
fehlerfrei in F ausfithren. Stattdessen werden Ersatzoperationen, genannt Maschinenoperationen @,
©, © und @ implementiert (in Hardware), die Ergebnisse in F liefern. Der IEEE-Standard sieht vor, dass
diese Grundoperationen mit korrekter Rundung ausgefiihrt werden. Das heift konkret, dass folgende
Beziehungen gelten:

x®y=rd(x+y), (6.1a)
x© y=rd(x-y), (6.1b)
xOy=rd(x-y), (6.1¢)
x@y=rd(x/y). (6.1d)

Dabei sind jeweils x, y € F, und das Ergebnis liegt in F U {+oc0} bzw. ergibt NaN im Falle von 0 @ 0. Aus
Lemma 5.6 bzw. Folgerung 5.7 ergibt sich direkt folgendes Resultat:

Satz 6.1 (Relativer Fehler der Maschinenoperationen @, ©, © und @). Es seienx, y € F.
(i) Fallsx + y € D liegt, so gilt mit einer Zahl ¢ € R, |¢| < €mach:

x®y=(x+y)(1+e).

(ii) Falls x — y € D liegt, so gilt mit einer Zahl ¢ € R, |¢| < €mach:

x0y=(x-y)(1+¢).

(iii) Falls x - y € D liegt, so gilt mit einer Zahl ¢ € R, |¢| < €mach:

xOy=(x-y)(1+¢).

(iv) Fallsy # 0 ist und x/y € D liegt, so gilt mit einer Zahl ¢ € R, || < émach:
x0y=(x/y)(1+e).

Beachte: Die Voraussetzung x + y € D besagt, dass das korrekte Resultat im Bereich der von den zur
Verfiigung stehenden Fliefkommazahlen tiberdeckten Intervalle (5.6) liegt.

Wie passt die Aussage von Satz 6.1, dass x © y nur um einen kleinen relativen Faktor vom echten
Ergebnis x — y abweicht, mit der in § 3 gemachten Beobachtung zusammen, dass die Aufgabe, x — y
zu berechnen, eine beliebig grofie relative Konditionszahl haben kann?
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Das sind zwei verschiedene Paar Schuhe. Die Aussage von Satz 6.1 bezieht sich auf die Berechnung
von x © y, wobei x und y bereits FlieBkommazahlen sind und keiner Rundung unterliegen. (Eine
Rundung erfolgt erst nach der Berechnung von x — y.) Die Aussage zur Kondition bezieht sich darauf,
dass das Ergebnis von x — y stark abweichen kann, wenn die Daten x und y nicht exakt sind, etwa
durch Rundung vor der Berechnung, um x und y in FlieBkommazahlen zu verwandeln. Allerdings
bestehen Algorithmen in der Regel aus einer Kette von Operationen, bei denen zwischendurch immer
wieder Rundungen auf FlieBkommazahlen stattfinden. Dadurch werden ,frith“ im Verfahren gemachte
Rundungsfehler in allen spateren Schritten sichtbar, wobei die Konditionszahlen als (Verstarkungs-)
Faktoren eingehen. Das untersuchen wir genauer in Kapitel 3.

Bemerkung 6.2 (Assoziativ- und Distributivgesetz).

(a) Das Assoziativgesetz und das Distributivgesetz gelten fiir die Maschinenoperationen nicht mehr! Es

ist also i. A.
xdy)®z+xd(yd2),

(x®y)0z#(x02)®(y0O2)
firx,y,z e F.

(b) Das Kommutativgesetz der Addition und der Multiplikation gelten fiir & und © aber weiter, d. h.,

xX®y=yex
xQy=y0ox

firx,y € E.
(c) Diese Beobachtung fiihrt dazu, dass man Algorithmen, bevor man den Einfluss von Rundungsfehlern

untersucht, zweifelsfrei notieren muss, weil bereits die Reihenfolge einen Einfluss auf das Ergebnis
haben kann. Dabei helfen Klammersetzung und Einfithrung von Zwischenresultaten. Beispielsweise

sind zur Auswertung von y = x? — x5 = (x1 + x2) (x1 — x2) folgende Realisierungen in Algorithmen
denkbar:

u; == x1 © x1 U == x1 P xz U = X1 9 Xo

Uy ‘= X2 O Xy Uy ‘= X1 © X9 Uy ‘= x1D x2

Yy =uUOuy Yy =u Ouy yi=uOuy

Mit den Operationen +, —, - in R fiihren diese Algorithmen zu identischen Ergebnissen, in Maschinenarith-
metik mit ®, ©, O sind die zweite und dritte Variante identisch (Quizfrage: Warum?), aber verschieden
von der ersten.

Ende der Woche 4
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Kapitel 3 Stabilitat von Algorithmen

§ 7 STABILITATSANALYSE

Bei der Stabilititsanalyse von Algorithmen geht es darum, zu beurteilen, welchen Einfluss die in einer
konkreten Implementierung mit Maschinenoperationen unvermeidbar auftretenden Rundungsfehler
auf das Endergebnis haben. Diese Beurteilung kann man auf unterschiedliche Arten vornehmen, was
zu verschiedenen Stabilitatsbegriffen fithrt. Wir beginnen mit dem Konzept im Sinne der Vorwartsana-
lyse.

§ 71 VORWARTSANALYSE

Wir bezeichnen mit

F(x) die auszuwertende Funktion,

F(x) die durch den implementierten Algorithmus realisierte Funktion.

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel.

Beispiel 7.1 (Fehlerfortpflanzung bei (a+b) +c¢). Wir wollen y = F(x) = a+b+c fiirx = (a,b,¢)" € F°
auswerten. Wir gehen hier zundchst der Einfachheit halber davon aus, dass die Summanden bereits als
Flie})kommazahlen vorliegen. Wir betrachten den Algorithmus F(x) = ((a® b) ® ¢). Um Fehlerabschidit-
zungen zu erhalten, gehen wir davon aus, dass die Zwischenergebnisse (vor der Rundung) a + b sowie
(a ® b) + ¢ im zuldssigen Bereich D liegen. Dann erhalten wir aus Satz 6.1 die Aussage, dass Zahlen
eW @) e R mit l&il < €mach existieren, sodass gilt:

a®b=(a+b)(1+eW)
(adb)@c=((adb)+c)(1+e?)
=((a+b)1+eV)+0)(1+?)

a+b
=(a+b+c) |1+ ———eWA+P) 4],
(a ) a+b+c (1+eT)+e

Fiir den relativen Fehler gilt daher

F(x) - F(x) _ (a®db)dc—(a+b+c) _ a+b

F(x) a+b+c atbtc +e™) +e
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Unter Vernachldssigung des gegeniiber ¢ typischerweise kleinen Terms ¢V &) vereinfacht sich dieser
Ausdruck zu

bydc—(a+b+ +b
(a®b)®c—(a c) . _a RO (7)
a+b+c a+b+c
Da wir die Fehlerbeitrdge als voneinander unabhdngig betrachten wollen, verwenden wir die Dreiecksun-

gleichung und erhalten schlief3lich

[(a®b)®c—(a+b+c) : la + b|

< W]+ 1e@). :
la+b+c| |a+b+c||€ [+ 1] (7.2)

Wir sehen also hier, dass der erste (frither) auftretende relative Rundungsfehler ¢V mit dem Faktor
|L|1i2ilc| fortgepflanzt wird. Dieser Faktor ist der Betrag der relativen partiellen Konditionszahl ky, der
Additionsaufgabe (a + b) + ¢, vgl. Lemma 3.9. (Quizfrage: Warum ist hier nur die eine relative partielle
Konditionszahl ki, relevant, wihrend die andere ki, nicht vorkommt?) Der zweite (spdter) auftretende
Rundungsfehler ¢?) taucht dagegen ohne einen solchen Faktor in der Abschditzung auf Quizfrage:

Warum ist das so?

Quizfrage: Wie sieht im Vergleich zu (7.1) die Analyse fiir den alternativen Algorithmus F(x)=(a®
(b®c)) aus?

Das Beispiel 7.1 zeigt bereits wesentliche Bestandteile der Stabilitatsanalyse eines Algorithmus im
Vorwartssinne. In jedem Schritt kommen neue Rundungsfehler hinzu, und bereits vorhandene Fehler
werden — mit der entsprechenden relativen Konditionszahl multipliziert — weitergegeben. Wir wollen
dies nun allgemein analysieren. Dazu betrachten wir eine auszuwertende Funktion F: R® — R™
und einen Algorithmus, der aus der Eingabe x = x(*) € R"” ein erstes Zwischenergebnis x(V) :=
FO (x(©) ¢ gr” erzeugt, anschlieBend ein weiteres x(?) := F) (x(V) ¢ R
das Endergebnis

usw., bis schlief3lich

y = xN+1) . p(N) (x(N)) c R”(NH)

vorliegt. Fiir die erste und letzte Dimension gilt n(®) = n und n™*Y = m. Die durch den Algorithmus
realisierte Funktion wird also in Teilabbildungen zerlegt:

F=FWN) o...0F

Dabei bestehen die Komponenten der vektorwertigen Teilabbildungen F*) jeweils aus elementaren
Abbildungen wie +, -, cos etc..

Demgegeniiber steht in der tatsdchlichen Implementierung des Verfahrens die Realisierung der Teilab-
bildungen durch Maschinenoperationen F*). Dabei nehmen wir an, dass (komponentenweise)

FO) = rd(F0) (7.3)

gilt, d. h., die implementierten Operationen sind bis auf die nachfolgende Rundung exakt.
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Beispiel 7.2. Fiir den ,Algorithmus (a + b) + ¢ “ aus Beispiel 7.1 gilt

a
(0) (1)
NN M L(“*”)L
C

o

70 —

o) o) Q
s
S

—_——
Q)
@
S
)

Wir untersuchen jetzt den Einfluss der Rundungsfehler, also den Unterschied zwischen

y = (F(N) 0.0 FO)(x©) und
7= (FN o...0 FO)(z()

Wir lassen im Gegensatz zu unserem anfinglichen Beispiel 7.1 nun auch (Rundungs-)fehler in der
Eingabe zu, die zu einem anfanglichen Fehler

Ax(® = (0 _ (0)

fithren. Wegen Lemma 5.6 gilt dabei

£ 0 o
A0 =| o o [x©

©)

0 En<0>

mit Zahlen &* e die |£(0)

1 0800

; | < &mach erfiillen. Also gilt insbesondere [|Ax () ||o < emach |2 ]| co-
Im nachsten Schritt erhalten wir die Zwischenergebnisse
x = F(O)(x(o)) und
¥ = FO x0),
Fiir den Fehler
Ax® = 51 _ (D)
gilt
AxD = FO (5(0)) — p0) (5(0)
= [1’5(0)(;5(0)) (0] (55(0))] + [F(O)(f(o)) () (x(O))]
-~ ~ - (7.4)
= [rd(F(O)(x(O))) —F(O)(x(o))] + [F(O)(X(O)) _F(O)(X(O))] )

neu hinzukommender Rundungsfehler Fortpflanzung des bereits vorhandenen Fehlers
Fiir den Term in der ersten Klammer gilt wegen Lemma 5.6:

N
rd(F(O)(E(O)))—F(O)(f(o)): 0 - 0 F(O)(gg(o)):E(l)F(O)(gg(O)) (7.5)
e
0 £n<1>
—————
=E
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) eD | die |g(.1) | < €mach erfiilllen. Nach dem Satz von Taylor 2.10 haben wir auf3er-

mit Zahlen ¢, .. ., Y ;

dem
FO ) = FlO) (50 (7.6)

bis auf einen Fehlerterm, in den die GréBe ||Ax(*||o < emach||x(*)||e eingeht sowie eine Schranke
fiir die Ableitung von F in einer Umgebung von x(°). Wenn wir jetzt (7.6) in die rechte Seite von (7.5)
einsetzen, so erhalten wir also schliefllich

rd(FO F0)) = FO RO = EOFO) (x©)) = fD5® (7.7)
bis auf Terme, in die die komponentenweisen relativen Rundungsfehler EJ(-l) quadratisch eingehen.

Der zweite Term in (7.4) lasst sich nach dem Satz von Taylor 2.10 approximieren durch’
FO ) - FO (x() = pFO (50 () _ x(O)) = DF® (x(9) Ax(©),

wobei die Restterme wiederum quadratisch in den relativen Rundungsfehlern ej(.l) sind.

Zusammenfassend kénnen wir also (7.4) in einer Approximation erster Ordnung schreiben als

neu hinzukommender Rundungsfehler
—_———

Ax®D = EO 5D L DFO) (5(0) Ax(0) (7.8)

Fortpflanzung des bereits vorhandenen Fehlers

Diese Beziehung gilt nicht nur fiir den ersten Schritt -(©) ~> -(1 im Algorithmus, sondern auch fiir alle
weiteren Schritte - (%) ~» -(k+1) a]g0

AxR#) = B (k41 ppe) (1 (6)y A (k) (7.9)

fir k = 0,..., N. Durch Einsetzen erhalten wir schlieB8lich fiir den absoluten Fehler Ay = Ax(N+D in
der Ausgabe die Beziehung

Ay = D(F(N) 0. oF(O))(x(O)) Ax
+D(F(N) 0---0 F(l))(x(l))E(l)x(l)
+ “ e
+ DFY) () EN) ()
+ ENHD 5, (N+1) (7.10)

wobei wie eingangs gesagt Ax := Ax(®) den Fehler in der Eingabe bezeichnet. (Quizfrage: Kénnen Sie
die einzelnen Zeilen in (7.10) interpretieren? Wo entstehen sie jeweils?) Wir konnen an der Gleichung
(7.10) sehen, dass die Norm der Jacobimatrix der ,Restabbildung” F (N) 5...0 F%) eine obere Schranke
fiir den Einfluss des im Schritt -(*=) ~» .(¢) peu hinzukommenden Rundungsfehlers E*) x (%) auf den
Fehler Ay im Endergebnis angibt.

'Wir schreiben hier jetzt DF () fiir die Ableitung (Jacobimatrix) von F () um Ausdriicke wie (F(9))’ zu vermeiden.
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Beispiel 7.3 (Fehlerfortpflanzung bei (a + b) + ¢). Wir fiihren die Rechnung aus Beispiel 7.1 fiir den
LAlgorithmus (a+b) +c¢“ mit der soeben entwickelten Technik nochmal durch. Wir definieren das Verfahren
mit Hilfe der Zwischenergebnisse

a
x=x®=|p|, xW =F(O)(x(0)):(a-:b) und y:x(z) =FOGDy=g+b+e.
c

Es gilt also N = 1 (Anzahl der Zwischenschritte), und wir bendtigen die Teilabbildungen

57) = oo
3

FO(x) = x1 + x = DFY(x) = [1 1] .

Weiter benétigen wir die Jacobimatrix der Abbildung FV o F() also

DFD o FO)(x) = [1 1] [(1) ! 2]:[1 1.

)
Die Matrizen fiir die auf jeder Ebene entstehenden relativen Fehler sind EV = [810 (01) ] und E?) = 61(2).
L

2
Fir sél) diirfen wir sogar Null annehmen. (Quizfrage: Warum?) Somit ergibt sich fiir den absoluten
Fehler im Ergebnis also wie in (7.10):

Ay = D(FD o FOYxO) Ax  + DFD (x@) EO 50 L @@
(1
=1 1 1]Ax + |1 1] 6 0 (a+b) + efz)(a+b+c)
0 0 c
- (1) (2)
= Aa+ Ab+ Ac + & (a+D) + g7 (a+b+c).

In relativer Betrachtungsweise haben wir daher

ﬂiAa+Ab+AC+ a+b g(l)+g(2) (711)
y a+b+c a+b+c! L '

Quizfrage: Wodurch kommen in (7.11) die zusétzlichen Terme im Vergleich zu unserer fritheren
Rechnung (7.1) zustande?

Die oben besprochene Technik zur Analyse des Einflusses von Rundungsfehlern (7.10) heifit (differen-
tielle) Vorwirtsanalyse, weil man die Eingabefehler und zwischendurch auftretende Rundungsfehler
vorwirts durch das Verfahren transportiert und weil die Faktoren, die dabei auftreten, aus der Ableitung
gewonnen werden.

Bemerkung 7.4 (zur differentiellen Vorwirtsanalyse).

(1) Die Vorwirtsanalyse setzt natiirlich voraus, dass alle Teilabbildungen F'*) und deren Realisierungen
durch Maschinenoperationen F%) iiberall definiert sind, wo sie benotigt werden.
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(2) Wie man bereits an einfachen Beispielen wie Beispiel 7.3 sieht, fiihren verschiedene Realisierun-
gen mathematisch dquivalenter Ausdriicke wie (a+ b) + ¢ und a + (b + ¢) zu unterschiedlichen
Abschdtzungen fiir die Fehlerfortpflanzung!

(3) Die Faktoren in den Abschdtzungen der Fehlerfortpflanzung wie beispielsweise (7.11) hdngen von
der Auswertungsstelle x ab.

(4) Fiir die Eintrdige EJ(.k) der Matrizen der relativen Fehler gilt die Abschitzung |£J(.k) |

dann, wenn die Zwischenergebnisse F) (x(®)) vor der Rundung komponentenweise im Bereich D

< Emach, zumindest

liegen; siehe Lemma 5.6.

Die Notation der Vorwirtsanalyse mit Hilfe von Jacobimatrizen wird schnell untibersichtlich. Einfacher
ist es, zu einer grafischen Notation iiberzugehen, die auf Bauer, 1974 zuriickgeht. Dies fithren wir
jetzt an der Aufgabe aus Beispiel 7.3 vor. Dazu stellen wir einen Berechnungsgraphen (englisch:
computational graph) auf. Die Eingaben, Zwischenergebnisse und das Endergebnis” sind die Knoten
dieses Graphen. Knoten, die Eingaben bzw. Ausgaben darstellen, sind farbig markiert. Die an einem
Knoten eingehenden Kanten entsprechen einer uniren (wie v/a) oder biniren (wie a - b) Operation:

Die in jedem Knoten entstehenden relativen Rundungsfehler notieren wir in der Form ¢ etc. An die
Kanten schreiben wir die relativen partiellen Konditionszahlen der jeweiligen Operation. Diese geben
die Faktoren an, mit denen die entstehenden Rundungsfehler jeweils weitergegeben werden. Mit ¢,
usw. bezeichnen wir den relativen Fehler des jeweiligen Zwischenergebnisses.

Mit Hilfe eines solchen Graphen kénnen wir folgende Arten von Fragen beantworten:

(1) Welchen Einfluss hat der Fehler in einem Knoten i auf einen spéter im Graph folgenden Knoten j?

2Im Falle einer vektorwertigen Ausgabe gibt es mehrere Ergebnisknoten.
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(2) Wie hingt der Fehler in einem Knoten j von den Fehlern in allen frither im Graph vorkommenden
Knoten i ab?

Frage (1) konnen wir beantworten, indem wir die Konditionszahlen entlang des Pfades von i nach j
multiplizieren. Falls es mehrere solcher Kanten gibt, miissen wir die Ergebnisse aller méglichen Pfade
von i nach j summieren. Im Beispiel trigt etwa der relative Fehler ¢, im Knoten a (der ausschliefilich
aus dem relativen Eingangsfehler £ stammt) zum relativen Fehler ¢, im Ergebnisknoten y mit dem

a , u _ a ,  ath _ _a pg ;
Faktor a+tb utc — a+b  atb+tc — a+b+c bel’ also gllt

X a
:—€a+...,

£
Y a+b+c

wobei - - - fiir die Fehlerbeitrage aller anderen Knoten steht, von denen ausgehend man ebenfalls auf
mindestens einem Pfad zum Ergebnisknoten y gelangt. (Quizfrage: Wie grof} ist der Einfluss von &,
auf ¢,?)

Fiir die Antwort auf Frage (2) miissen wir die Fehlerbeitrage entlang aller Pfade, die von irgendwelchen
Knoten i zum betrachteten Knoten j fithren, aufsummieren. Dabei ist auch der im Knoten j selbst ent-
stehende Rundungsfehler zu beriicksichtigen sowie alle Rundungsfehler, die in den Vorgangerknoten i
entstehen. Beispielsweise konnen wir aus dem Graphen ablesen, dass

a
Ey = &4+ &+ &
“ a+b a+b
gilt. Fir den Ergebnisknoten y gilt entsprechend
. c u
&y =&+ &3 + Eu
u+c u+c
c u a b
= &5+ &3 + [6‘4 + &+ 82]
u+c u+c a+b a+b
N N a+b [ a N b ]
=& &3 & &2
a+b+c a+b+c a+b a+b
a b c a+b
= £+ &+ g+ £4 + 5. (7.12)

b
a+b+c ® a+b+c a+b+c ¢ a+b+c

Diese Rechnung unterscheidet sich von unserem fritheren Ergebnis

y a+b+c a+b+c

A Aa+ Ab+ A +b
Y .28 T 51(1)+£1(2) (7.11)

Ey:

lediglich in der Notation, da per Definition ¢, = Aa/a gilt etc.

Wir betrachten noch weitere Beispiele zur Vorwértsanalyse.

Beispiel 7.5 (Vorwirtsanalyse fir a® — b? in zwei Varianten, vgl. Freund, Hoppe, 2007, Kapitel 1.3,
Beispiel 5, S.18). Wir werten den Ausdruck a*> — b? = (a+b)(a — b) auf die beiden offensichtlichen Weisen
aus. Dazu gehoren folgende Berechnungsgraphen:
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Im ersten (linken) Algorithmus erhalten wir
v

Eu —
u-—uo u-—uo

£y = €5+ £

0

[83+2€1] — [E4+2€2]

u-—o u-—ou
a? ) b?
22 _ b2 [53"' 51]_az_b2
2 a? 2 b2 a® b?
Eq — ep + &3 —
az_bza a’ = b? a’ — b? a’ - b?

&5 +

=5+ [84+2€2]

€4 + €5, (7.13)

im zweiten (rechten) Algorithmus dagegen

Ey =& teté
a b

=estler et el e e - o

a a b b
(a+b " a—b)€1+(a+b - a_b)£2+£3+g4+35
2a? 2b?
2T 2
Die Terme mit e, und ¢}, sind in beiden Verfahren gleich (Quizfrage: Warum muss das so sein?). Die

verbleibenden Terme konnen wir im Fall von (7.13) abschdtzen durch

a b

6]

ep+ &3+ &4 + 6. (7.14)

a? b? a’ + b% + |a® - b?|
2 — b2 €3 — 22— b2 &+ 65| < % — b2 €mach, (7.15)
wohingegen wir im Fall von (7.14)
3 + &4 + 5] < 3 émach (7.16)

erhalten. Wir vergleichen jetzt die beiden oberen Schranken. Die zweite ist genau dann kleiner gleich der

ersten, also
a® +b* +|a* - b?| > 3]a® - b?|,
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wenn |§| € [%, 3] gilt, wenn also die Daten a und b betragsmdf3g relativ nahe beieinander liegen. In diesem
Fall ist also die Auswertung von der Form (a + b)(a — b) vorteilhaft.

Beispiel 7.6 (Vorwértsanalyse der p—g-Formel in zwei Varianten, vgl. Freund, Hoppe, 2007, Kapitel 1.4,
Beispiel 1, S.23). Die quadratische Gleichung

V' +2py—q=0 (7.17)

hat bekanntlich die beiden Losungen

i=-p+Vp*+q und y,=-p-+p*+gq.

Nach dem Wurzelsatz von Vieta

Ny2= —¢q

(elementares Nachrechnen) hat man aber auch die Moglichkeit, eine der beiden Wurzeln aus der Kenntnis
der anderen zu berechnen, etwa y; = — q/y,. Was ist numerisch besser?

Wir betrachten hier nur den Fall p > 0 und q > 0. Mit diesen Daten ist die Wurzel y; numerisch die
interessantere. (Quizfrage: Warum?)

Wir diskutieren jetzt beide Varianten, F(p, q) = —p + \/p? + q zu berechnen: Der rechte Berechnungs-
graph war fehlerhaft und wurde korrigiert.R!
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Anstatt wie bisher die komplette Fortpflanzung aller Fehler anzusehen, suchen wir im Berechnungsgraphen
nach den Stellen, an denen maglicherweise (abhdngig von den Eingangsdaten) grofse Faktoren stehen. In
der ersten Variante sind alle Schritte gut konditioniert (Quizfrage: Klar?) bis maglicherweise auf den
letzten Schritt. An den Kanten, die zum Ergebnisknoten fiihren, stehen die Faktoren ﬁ und % Wir
betrachten exemplarisch nur den ersten, der ausgeschrieben

u__ NPPHq _ NPPHq NPPHq+p  pPHqepVp+q 2p?
U=P  \pP+q-p NpPP+q-ppP+q+p 9 q
lautet. Die Abschdtzung gilt wegen der oben getroffenen Annahme p > 0 und q > 0. Bei konstantem q und
p — oo geht also die relative partielle Konditionszahl # auf der betrachteten Kante gegen co. Bereits
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dieser eine Beitrag zum Gesamtfehler ¢, kann also fiir grofle Werte von p inakzeptabel grof§ werden.
Quizfrage: Wie verhdlt sich der andere Faktor % ?

Betrachten wir nun die zweite Variante. In dieser liegen alle auftretenden Kantenfaktoren betragsmdf3ig
im Intervall [0, 2], was kein Problem darstellt.

Beispiel 7.7 (Horner-Schema). Das Horner-Schema ist ein Verfahren zur Auswertung eines durch
seine Koeffizienten gegebenen Polynoms an einer gegebenen Stelle x € R. Fiir Polynome der Bauart
p(x) = a;x + ay x* = x (a; + az x) gibt die rechte Darstellung die Auswertungsvorschrift nach dem
Horner-Schema an. Wir vergleichen sie mit der ,naiven” (linken) Darstellung.

u=daxyx
v=a1+tu
y=0Xx

&7

&6

Aus diesen Berechnungsgraphen konnen wir folgende Darstellungen fiir den relativen Fehler ablesen: Fiir
die naive Auswertung gilt

) a as x
ey =&+ ———(eq +ex + &) + ————(q, +26x + &4+ £5)
a1 +as x a1 +as x
x
=g tex et e+ ————(—€q +qy +Ex +Est+E5—g5),
aj/as +x
und fiir das Horner-Schema haben wir
) a as x
€y = &5+ 66+ &x + €a, + (€a, + €x + €4)
a;+as x a1 +as x
x
=g text 5+ e+ ————(—€q +Eqy +Ex + E4).
aj/a; +x
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Im Vergleich fillt also das Horner-Schema bei der Vorwidrtsanalyse giinstiger aus, vor allem, wenn die
Auswertungsstelle nahe der Nullstelle —ay/a; liegt. AufSerdem bendtigt es eine Multiplikation weniger.

Der Vollstandigkeit halber geben wir das Horner-Schema noch fiir allgemeine Polynome vom Grad n
an. Es ist das géngige Verfahren zur Auswertung von Polynomen.

Algorithmus 7.8 (Horner-Schema).
Eingabe: Koeffizienten ay, .. ., a, eines Polynoms p(x) =ap+a;x + -+ ap x"
Eingabe: Auswertungsstelle x
Ausgabe: Funktionswert y = p(x)
1 Setze y == ay,
22 fork=n—-1n-2,...,0do
3 Setze y = x y + ai
4: end for

Um die Stabilitat eines konkreten Algorithmus zur Losung einer Aufgabe y = F(x) zu beurteilen,
bietet sich ein Vergleich mit einem hypothetischen Modellalgorithmus an, und zwar mit

F:=rdoFord. (7.18)

Das heifit, die Eingabe wird auf das verwendete FlieBkommagitter gerundet, dann wird ohne Fehler die
exakte Funktion F ausgewertet, und anschlieflend wird das Ergebnis wieder auf das FlieBkommagitter
gerundet. Der Modellalgorithmus (7.18) stellt damit den geringstmoglichen Eingriff in die exakte
Funktionsauswertung dar, der unter Verwendung von FlieBkommaarithmetik moglich ist.

Mit den uns bekannten Techniken konnen wir den relativen Fehler £ vony := F(x) gegeniiber dem
exakten Wert y = F(x) abschitzen. Es gilt folgendes Resultat:

IF(x) = F(0)ll2 < (K()llxll2 + 17ll2) &mach, (7.192)
|[Focmen]™ | < (k) +1) emacn (7.19b)
mit den absoluten und relativen Konditionszahlen K(x) = ||F’(x)||2—2 und k(x) = |[(k;j(x))[lcomco-

Quizfrage: Beweis?

Die Schranke auf der rechten Seite von (7.19a) konnen wir als den unvermeidbaren (absoluten) Fehler
ansehen, der allein durch den Ubergang zu FlieBkommazahlen passiert und der wesentlich durch die
Kondition, also eine Eigenschaft der Aufgabe, bestimmt ist. Dieser unvermeidbare Fehler dient als
Referenz, mit der wir die Abschatzungen der Rundungsfehler, die wir fiir konkrete Algorithmen wie
etwa im Beispiel 7.5 zeigen konnen, vergleichen. Entsprechend gibt die Schranke auf der rechten Seite
von (7.19b) diesen unvermeidbaren Fehler in relativen Termen an.

Beachte: Die Abschitzung (7.19b) ergibt sich gerade aus der Vorwirtsanalyse, wenn man die in den
Zwischenschritten auftretenden Rundungsfehler gleich Null setzt, also bis auf den Eingangsfehler
und die Rundung des Ergebnisses keine weiteren Rundungsfehler zwischendurch beriicksichtigt. In
den beiden Algorithmen aus Beispiel 7.5 sind dazu beispielsweise die Zahlen e3 und ¢4 gleich Null zu
setzen.
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Definition 7.9 (Vorwirtsstabilitat). Ein mit Maschinenoperationen realisierter Algorithmus F (x) zur
Auswertung von y = F(x) heifst vorwdrtsstabil (englisch: forward stable) an der Stelle x, wenn gilt:
Der relative Fehler ¢,, der Ausgabe y liegt in derselben Grofenordnung wie die Schranke in (7.19b):

ool = MG = FGOlls
T IF®le

< (C(x) k(x) +1) €mach (7.20)

mit einem ,nicht zu groffen Faktor C(x).

Beachte: Algorithmen mit vektorwertigem Ergebnis sind genau dann vorwértsstabil an der Stelle x,
wenn sie dort komponentenweise vorwartsstabil sind.

Beispiel 7.10 (Vorwirtsstabilitiat der Maschinenoperationen @, ©, ® und @).

Lemma 5.6 und Satz 6.1 zeigen, dass die Maschinenoperation ® mit vorangegangener Rundung der Eingabe
an allen Stellen x = (xy, x3)" vorwdrtsstabil sind, fiir die x1, x, und x; + x, in D liegen. Dasselbe gilt fiir ©,
© und @. Der Faktor C(x) kann gleich 1 gewihlt werden. (Quizfrage: Klar?) Fiir ® beispielsweise haben
wir:

Lal+lx|
[214x2 |

X1
X1+x2

X2

Damit ergibt sich e, = &3 + &+ &y und daher |ey| < emach + €mach = (k(x) +1) émach-

X1+X2

Beispiel 7.11 (Vorwirtsstabilitit fiir a* — b? in zwei Varianten, vgl. Beispiel 7.5).

Die Abschitzungen (7.15) und (7.16) zeigen, dass beide Algorithmen zur Bestimmung von a* — b® aus
Beispiel 7.5 iiberall” (sofern a, b, a+ b, a— b und a® — b? in D liegen) vorwirtsstabil sind, da die durch die
Rundungsfehler ,,zwischendurch® entstehenden Terme mit e3 und ¢, jeweils in derselben Gréffenordnung
wie die restlichen Fehlerterme liegen.

Beispiel 7.12 (Vorwartsstabilitat des Innenprodukts).
Das auf die offensichtliche Art und Weise berechnete Innenprodukt F(x,y) = x'y = Y\, x; yi zweier
Vektoren x, y € R" ist vorwdrtsstabil, sofern die Eingaben und alle Zwischenergebnisse in D liegen.

Beweis. O
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Bemerkung 7.13 (zur Vorwirtsstabilitét).

(1) Der Ubergang von einem vorwirtsstabilen Algorithmus zu einem nicht vorwirtsstabilen Algorithmus
ist fliefend, da in (7.20) verlangt wird, dass der Faktor C(x) ,nicht zu grof3“ ist.

(2) Wie wir schon in Beispiel 7.11 gesehen haben, hdngt es i. A. von den Eingabedaten ab, welche von
zwei (oder mehr) Varianten eines Algorithmus die bessere Schranke fiir den Vorwdrtsfehler liefert.
Es bietet sich also an, beide Varianten zu implementieren und mittels einer Fallunterscheidung zur
Laufzeit die passendere auszuwdhlen!

Die Vorwiértsstabilitit eines Algorithmus kann also nur dadurch gefihrdet sein, dass die bei den
Zwischenergebnissen auftretenden Rundungsfehler auf ihrem weiteren Weg hin zum Endergebnis
eine derart grofle Verstarkung erfahren, dass ihr Beitrag zum Gesamtfehler die Schranke auf der
rechten Seite von (7.19b) um Gréf3enordnungen iiberschreitet. Leider bedeutet das auch, dass die
Hintereinanderausfithrung zweier fiir sich genommen vorwértsstabiler Algorithmen nicht notwendig
ebenfalls wieder vorwartsstabil ist!

Um das einzusehen, betrachten wir eine Funktion F = H o G. Die folgenden Berechnungsgraphen

stellen die Situationen dar, dass wir einerseits ein Verfahren fiir die komplette Funktion F betrachten
und andererseits zwei Verfahren fiir die Teilabbildungen H und G:3

O,

&
€% (x) k% (x)
O
& &2
kP (x) 1
z=F(x) C}D
&
CH(x) k" (y)
z z=H(y)
&3

3Im Unterschied zu unseren bisherigen Berechnungsgraphen sind hier die Ein- und Ausgaben mdoglicherweise vektorwertig.
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Das erste (hypothetische) Verfahren dient nur zur Festlegung der Referenz, vgl. (7.18) und (7.19b), wobei
ein unvermeidbarer relativer Fehler der Grofle

£, = (kf;-(x)) &1+ &

llez]lco < (kF(x) +1) £mach (7.21)

produziert wird. Bei der Hintereinanderausfithrung der Algorithmen fiir die Teilabbildungen G und H
passiert Folgendes. Das Zwischenergebnis y weist wegen der Vorwértsstabilitat des Verfahrens G den
relativen Fehler R

leylles € [€9(0) K9(x) +1] emach

auf. Das Endergebnis nach Ausfithrung des zweiten Teilalgorithmus hat also den relativen Fehler

lezlleo < CT () KT (3) lleylloo + lesllo
< [CH(y) kH(y) (CG(y) kG(x) + 1) + 1] €mach- (7.22)

Der moglicherweise problematische Term ist in rot markiert. Der Faktor ¢, reprasentiert den bei der
Bildung des Zwischenergebnisses y unvermeidbaren Rundungsfehler (im Berechnungsgraphen oben
£2). Dieser wird dann mit der Konditionszahl £/ ( y) (und dem wegen der Vorwirtsstabilitit gutartigen
Faktor CH(y)) durch die nachfolgende Teilabbildung verstirkt und liefert den Beitrag

Cﬁ(y) kH(y) €mach

zum relativen Gesamtfehler im Ergebnis z. Um die Vorwértsstabilitat der Hintereinanderausfithrung
H o G nachzuweisen, miissten wir insbesondere diesen Term nach oben gegen die rechte Seite in (7.21)
(mal Faktor) abschitzen.

Wegen der Submultiplikativitat der Matrixnormen, vgl. (3.27), gilt zwar
K (x) < K7 (y) KO (),
aber wir wiirden die umgekehrte Abschitzung benétigen, die nicht gilt.

Der Punkt ist, dass die Teilabbildung H eine wesentlich grofiere Konditionszahl besitzen kann als die
Gesamtabbildung F = H o G! Da es hierbei um Eigenschaften der Abbildungen, also um die Aufgabe
selbst geht, tritt dieses Problem unabhingig davon auf, welche konkreten Algorithmen man fir die
Teilaufgaben G und H verwenden wiirde!

Regel: Unterteile eine Aufgabe niemals so in Teilaufgaben, dass von diesen eine wesentlich schlechter
konditioniert ist als die Gesamtaufgabe!

Beispiel 7.14. Die in Vorlesungen zur linearen Algebra eingeiibte Technik, die Eigenwerte einer (sym-
metrischen) Matrix iiber die Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms zu berechnen, ist numerisch
kein geeignetes Verfahren! Man kann zeigen, dass die Aufgabe, die Abbildung ,Matrix — Eigenwerte”
gut konditioniert ist und ebenso die erste Teilabbildung ,,Matrix — Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms*. Die Berechnung der Nullstellen eines Polynoms aus seinen Koeffizienten ist jedoch keine gut
konditionierte Aufgabe (Quizfrage: Beispiel?). Siehe dazu auch Bornemann, 2018, Kapitel 18.

66 https://tinyurl.com/scoop-ein-s22 2022-06-05


https://tinyurl.com/scoop-ein-s22

@O Einfihrung in die Numerik

§ 7.2 RUCKWARTSANALYSE
In § 7.1 haben wir die Qualitit von Algorithmen mit Hilfe der Vorwértsanalyse beurteilt. Ein anderer
Zugang ist der der Riickwartsanalyse. Wir betrachten wiederum

F(x) die auszuwertende Funktion,

F (x) die durch den implementierten Algorithmus realisierte Funktion.

Bei der Riickwirtsanalyse von F stellen wir die Frage, ob wir nicht das numerische Ergebnis F(x)
interpretieren kdnnen als F(X), also als exaktes Ergebnis zu einer verianderten Eingabe X. Da ein
solches X i. A. nicht eindeutig ist, konnten wir die Frage nach einem X mit minimaler Norm stellen,
das also die Aufgabe

Minimiere [|X]lc, X € R"”

unter der Bedingung F(x) = F(x)

16st. Da die Bestimmung eines normminimalen x allerdings aufwandig sein kann, begniigt man sich
haufig mit einem X mit ausreichend kleiner Norm, das die Bedingung F(x) = F(x) erfillt.

Definition 7.15 (Riickwértsstabilitat). Ein mit Maschinenoperationen realisierter Algorithmus F (x) zur
Auswertung von y = F(x) heifit riickwdrtsstabil (englisch: backward stable) an der Stelle x, wenn gilt:
Es gibt ein x mit der Eigenschaft F(x) = F(x), sodass gilt:

1% — x[oo

———— < B(X) €mach (7.23)
[l oo

mit einem ,nicht zu grofien” Faktor B(x).

Um es mit den Worten von Trefethen, Bau, 1997, S.104 zu sagen:

A backward stable algorithm gives exactly the right answer to nearly the right question.

Satz 7.16 (Rickwartsanalyse fiir die Maschinenoperationen @, ©, ® und @). Es seien x, y € F.
(i) Fallsx + y € D liegt, so gilt mit einer Zahl ¢ € R, |¢| < €mach:

x@y=x(1+¢e)+y(1+e).

(ii) Fallsx — y € D liegt, so gilt mit einer Zahl e € R, |¢| < €mach:

xoy=x(1+¢)—y(l+e¢).

(iii) Falls x - y € D liegt, so gilt mit einer Zahl ¢ € R, |¢| < €mach:

xQy=x(1+¢)-y.
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(iv) Falls y # 0 ist und x/y € D liegt, so gilt mit einer Zahl ¢ € R, || < émach:

xQy=x(1+¢)/y.
Beweis. Der Beweis folgt sofort aus Satz 6.1. O

Folgerung 7.17 (Ruckwartsstabilitiat der Maschinenoperationen @, ©, ® und @). Die Maschinenopera-
tionen ®, ©, © und @ sind also riickwdrtsstabil an den in Satz 7.16 genannten Stellen. Der Faktor B(x)
kann gleich 1 gewdhlt werden.

Beispiel 7.18 (Riuckwirtsstabilitit des Innenprodukts).
Das auf die offensichtliche Art und Weise berechnete Innenprodukt F(x,y) = x'y = Y1, x; y; zweier
Vektoren x, y € R" ist riickwadrtsstabil, sofern die Eingaben und alle Zwischenergebnisse in D liegen.

Beweis. =

Beispiel 7.19 (Riickwartsstabilitat der Polynomauswertung).
Die Auswertung eines Polynoms p(x) = a; x + az x* = x (a; + az x) nach der naiven Methode und nach
dem Horner-Schema, vgl. Beispiel 7.7, sind beide riickwdrtsstabil.

Beweis. O

Was konnen wir iiber den Vorwértsfehler an der Stelle x eines riickwartsstabilen Algorithmus sagen?
Dazu sei X wie in Definition 7.15 gewiahlt. Wir schitzen ab: Das hier komponentenweise schreiben™!!

Das hier gilt nur, wenn wir in der Definition der Vorwirtsstabilitit mit < arbeiten®™

IF (x) = F()lleo _ ) = F(0) [l

I1F ()l IF (3) |
< k(x) % nach Definition der relativen Konditionszahl k(x)
X|loo
= B(x) k(x) émach  nach Definition 7.15 der Riickwirtsstabilitit. (7.24)

Damit erfiillt F also auch die Definition 7.9 der Vorwirtsstabilitit, und zwar mit der gleichen Konstante
C(x) = B(x)! Wir haben damit bewiesen:

Satz 7.20 (Rickwairtsstabilitat impliziert Vorwértsstabilitét). Es sei F (x) ein mit Maschinenoperatio-
nen realisierter Algorithmus zur Auswertung von y = F(x). Wenn der Algorithmus F an der Stelle x
riickwartsstabil ist, dann ist er dort auch vorwdrtsstabil. Kurz: Ein riickwdrtsstabiles Verfahren ist auch
vorwdrtsstabil.

Die Umkehrung von Satz 7.20 gilt aber nicht, wie folgendes Beispiel zeigt:
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Beispiel 7.21 (Auflere Produkte sind vorwirtsstabil, aber nicht riickwirtsstabil). Wir betrachten die
Aufgabe, das dufSere Produkt zweier Vektoren x, y € R" zu berechnen, also

F(x,y)=xy".

Das Ergebnis ist eine Matrix, liegt also — entgegen unserem allgemeinen Setting — nicht im R™, sondern
im R™", Das macht aber keine Schwierigkeiten, da wir x y' einfach vektorisieren (z. B. spaltenweise
untereinander schreiben) und dann z. B. die co-Norm fiir Vektoren verwenden konnen, um Fehler zu
messen.

Der offensichtliche Algorithmus, I?l-j (x,y) =rd(x;) ©1d(y;) zu bestimmen, ist komponentenweise vor-
wartsstabil nach Beispiel 7.10, also insgesamt vorwdrtsstabil. Dieser Algorithmus ist allerdings nicht
riickwdrtsstabil, denn das Ergebnis (I?,j(x)) wird i. A. keine Rang-1-Matrix sein, d. h., I?(x) ldsst sich
iiberhaupt nicht schreiben als dufleres Produkt von zwei Vektoren.

§ 7.3 ALLGEMEINE STABILITATSANALYSE

Das allgemeinste Konzept zur Stabilitatsanalyse kombiniert die Vorwarts- und Riickwértsanalyse.

Definition 7.22 (Stabilitat). Ein mit Maschinenoperationen realisierter Algorithmus F (x) zur Auswertung
von y = F(x) heifSt (numerisch) stabil (englisch: (numerically) stable) an der Stelle x, wenn gilt: Es
gibt ein x, sodass gilt:

IF(x) = F(%)loo
IF () lloo
”f - x”oo

1]l o

< C(x) Emach (7~253)
< B(x) Emach (7-25b)

mit ,nicht zu grofsen” Faktoren B(x) und C(x).

Beachte: Der hypothetische Modellalgorithmus (7.18), also F := rd oF o rd erfiillt diese Definition mit
B(x) = C(x) = 1. (Quizfrage: Beweis?) Die Definition 7.22 kann also so gelesen werden, dass man
vom Algorithmus F qualitativ dieselbe Abschiatzung verlangt, die fiir den Modellalgorithmus gilt.

Um es nochmal mit den Worten von Trefethen, Bau, 1997, S.104 zu sagen:
A stable algorithm gives nearly the right answer to nearly the right question.

Wie man leicht sieht, gilt
Rickwiértsstabilitit = Stabilitét.

Quizfrage: Gilt auch Vorwiértsstabilitit = Stabilitat?
Ende der Woche 5
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Kapitel 4 Direkte Losungsverfahren fiir lineare
Gleichungssysteme

Die Losung linearer Gleichungssysteme ist eine Grundaufgabe in der numerischen Mathematik.

§ 8 LR-ZERLEGUNG UND DAS GAUSSSCHE ELIMINATIONSVERFAHREN

Wir betrachten in diesem Abschnitt lineare Gleichungssysteme
Ax=b

mit quadratischen Matrizen A € R™" und rechten Seiten b € R". Wenn A invertierbar (regulir,
englisch: non-singular) ist, dann ist Ax = b eindeutig losbar. Andernfalls ist das System entweder
iiberhaupt nicht 16sbar, oder es besitzt unendlich viele Losungen. Bei numerischen Losungsverfahren
fiir lineare Gleichungssysteme geht es immer auch darum, festzustellen, ob die Matrix invertierbar ist
bzw. numerisch nahe an der Nicht-Invertierbarkeit.

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel:

6x1 + 1x, + 1x3 = 11 6 1 1] [x 1
3x; + 3x; + 1x3 = 5 (=4 3 3 [ x |=] 5 ].
—6x; — 6x3 — 3x3 = -9 -6 -6 =3]\x3 -9

Beachte: Jede Zeile der Matrix steht fiir eine Gleichung, jede Spalte gehort zu einer der Variablen.
Folgende Operationen lassen die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems unverandert:

(1) Vertauschen von Zeilen (Gleichungen),

(2) Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl # 0,

(3) Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile.
Diese Eigenschaften nutzt das Gaufische Eliminationsverfahren, das Sie vermutlich kennen, aus, um
die Gestalt des Systems zu vereinfachen. Dabei wird zunichst wihrend der sogenannten Vorwirts-
elimination (englisch: forward elimination) dafiir gesorgt, dass die Anzahl der in den Gleichungen

vorkommenden Variablen von Zeile zu Zeile um eins abnimmt. Die Matrix wird also auf obere (rechte)
Dreiecksgestalt gebracht.
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In einem ersten Schritt werden dazu die Eintrage der ersten Spalte unterhalb der Diagonalen durch
eine geeignete Linearkombination der betreffenden Zeile mit der ersten Zeile zu Null gemacht. Wir
addieren also in unserem Beispiel zur Zeile 2 das %S—Fache der Zeile 1. Wir addieren weiterhin zur
Zeile 3 das $-Fache der Zeile 1. Die erste Zeile selbst bleibt unveréndert:

—_
—_

6 1 1] 11
@ 3 3 1] 5| ~
¢ 6 -6 -3|-9

Im zweiten Schritt werden die Eintrage der zweiten Spalte unterhalb der Diagonalen zu Null gemacht,
indem geeignete Linearkombinationen mit der zweiten Zeile gebildet werden. In diesem Fall addieren

wir das / = 2-Fache der Zeile 2 zur Zeile 3:

S O
(87 B0 (S, U
ORI
N D=

6 1 1] 1 6 1 1] 1

5 1 1 5 1 1

0 2 2|7z ~ |0 3 3z|7z|
5/%[0 -5 2| 2 0 0 —-1| 1

Die Phase der Vorwértselimination ist hier beendet. Das System lautet jetzt ausgeschrieben

6x; + 1xy + 1x3 11

0 + > + 1 1

x - X — X = ——
1 5 2 5 3

O0x; + Oxy - x3 = 1

Von hier aus kénnen wir es mittels Ritckwirtssubstitution (englisch: back substitution) leicht 16sen:

1
X3 = _—1 (1) = _1,
2 1 1
a=5(-3-gm) =0
1

xp = 6(11—1x2—1x3) 2.

Wir wollen das Vorgehen noch einmal rekapitulieren. Wir haben A durch Zeilenmanipulationen auf
eine obere Dreiecksmatrix transformiert. Welche Zeilenmanipulationen waren dazu notwendig? Im
ersten Schritt haben wir A (und die rechte Seite b) von links mit der Matrix

1 0 0 0 0 1 0 0
(1 _ | § -1
G = a 1 0 _66 1 0 5 1.0
-4 o 1 [-%2 01 1 01
multipliziert. Es entstand die Matrix
6 1 1
AP =cWa=10 3 1|,
0 -5 -2

https://tinyurl.com/scoop-ein-s22 71


https://tinyurl.com/scoop-ein-s22

R. Herzog @O®S

deren erste Zeile nach Konstruktion mit der ersten Zeile der Vorgingermatrix A()) := A identisch ist.
Die Matrix A®) wurde dann von links mit

1 0 0 1.0 0
c® = |0 1(2) 0l_1lo 1 o
0 -2 1| |0 2 1
a,.
22
multipliziert. Es entstand die Matrix
6 1 1
A® =6®AM =10 3 1|=R
0 0 -1

deren ersten zwei Zeilen mit den ersten zwei Zeilen der Vorgingermatrix A identisch sind. Die
Transformation auf die obere Dreiecksmatrix R war damit abgeschlossen.

Die obige Rechnung zeigt den Zusammenhang

GP6WA=R o A=(GY)(G?) R

Matrizen, die sich wie G'*) nur darin von der Einheitsmatrix unterscheiden, dass in genau einer
Spalte unterhalb der Diagonale Eintrage ungleich Null stehen diirfen, heiflen Frobeniusmatrizen.
Genauer sprechen wir von einer k-Frobeniusmatrix, wenn dies in der k-ten Spalte der Fall ist.
Frobeniusmatrizen sind immer invertierbar (Quizfrage: Warum?), und sie haben folgende fiir uns
niitzliche Eigenschaften:

Lemma 8.1 (Eigenschaften von Frobeniusmatrizen). Es sei G*) € R™" eine k-Frobeniusmatrix,
k=1,...,n WeiterseiG’'®) .= G®) —1d." Dann gilt:

(i) (GP) T =1d-G'®.

n
(i) GVGP ...c" =1d + Z G’ ist also eine untere Dreiecksmatrix.
=

n
(iii) (G(l))_l(G(z))_1 e (G(”))_1 =Id - Z G'Y) ist also eine untere Dreiecksmatrix.
=1

Beweis. O

Quizfrage: Gelten die Aussagen (ii) und (iii) auch dann, wenn die Matrizen in anderer Reihenfolge
stehen?

1G’(k) entspricht also G¥) mit ,genullter” Diagonale.
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Die Inverse einer Frobeniusmatrix lasst sich also leicht angeben, man negiert einfach die Vorzeichen der
Eintrage unterhalb der Diagonale (Aussage (i)). Produkte von Inversen (in der richtigen Reihenfolge!)
werden einfach spaltenweise zusammengesetzt (Aussage (iii)).

In unserem Beispiel ist G') eine 1-Frobeniusmatrix und

1

1 0 o] 1 0 0
GM)7=|-1 1 ol =[1 1 0,
1 0 1 -1 0 1
und G@ ist eine 2-Frobeniusmatrix mit
10 0] [t 0 o
G®)7"=]o 1 0/ =|o 1 o
0 2 1 0 -2 1
Wir definieren
1 0 O0ff1 0 1 0
Li=(GY)7(GP) =1 1 0o|lo 1 of=|1 1 o,
-1 0 1110 -2 1 -1 -2 1
eine untere (linke) Dreiecksmatrix.
Wir haben damit eine Zerlegung der Form
A=1LR

erhalten mit einer unteren Dreiecksmatrix L mit lauter Einsen auf der Diagonale und einer oberen Drei-
ecksmatrix R. Eine solche Zerlegung nennt man eine LR-Zerlegung (oder LU-Zerlegung, englisch:
LU decomposition) der quadratischen Matrix A.

Frage: Existiert die LR-Zerlegung immer? Ist sie eindeutig?

Wir beantworten die zweite Frage zuerst.

Lemma 8.2 (Eindeutigkeit der LR-Zerlegung). Es sei A € R™" eine reguldre Matrix. Wenn A die beiden
LR-Zerlegungen A = L1 Ry = L, R, besitzt, dann gilt L = L, und Ry = R,.

Beweis. -
Wie das Beispiel der reguldren (und gut konditionierten®) Matrix
A [0 1]
1 1

eren Wurzeln die Singularwerte von A sind. Der groflere durch den kleineren

2ATA = H %] hat die Eigenwerte % + %\/g d
s 3+5

Singuldrwert ist also die Wurzel au o3 Was gerade etwa x(A) ~ 2.62 ergibt.
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zeigt, besitzen nicht alle reguldren Matrizen eine LR-Zerlegung. Quizfrage: Was geht hier schief?

Wir kénnen das Problem aber beheben, indem wir Zeilenvertauschungen in A zulassen. Solche Vertau-
schungen werden durch Permutationsmatrizen realisiert.

Definition 8.3 (Permutationsmatrix). Eine Matrix I1 € R™*" heifit Permutationsmatrix (englisch:
permutation matrix), wenn in jeder Zeile und jeder Spalte genau ein Eintrag gleich 1 ist und alle anderen
Eintrdge gleich 0 sind. Eine Permutationsmatrix I1 heifSt Vertauschungsmatrix oder Transpositi-
onsmatrix (englisch: transposition matrix), wenn es genau zwei Indizes i # j gibt mit der Eigenschaft
I1;; = 1. Wir bezeichnen sie dann auch mit 1),

Aus Griinden einer vereinfachten Notation lassen wir auch den Fall i = j zu und setzen I1'¥") = Id fiir
beliebiges 1 < i < n.

Jede n X n-Permutationsmatrix II entspricht genau einer Permutation 7 der Zahlen {1,. .., n}, also
einer bijektiven Abbildung von {1, ..., n} auf sich selbst. Dabei gilt

. e;(l) -
II=
;

— e

mit den Einheitsvektoren e; des R"”. Permutationsmatrizen sind orthogonale Matrizen, d. h., es gilt
insbesondere I1"! = II". Weil jede Permutation als Produkt von Transpositionen (Vertauschungen
genau zweier Elemente) geschrieben werden kann, kann jede Permutationsmatrix als Produkt von
Transpositionsmatrizen geschrieben werden. Transpositionsmatrizen sind ihre eigenen Inversen.

Beispiel 8.4 (Permutationsmatrizen). Die Transpositionsmatrix I1**) der GrofSe 5 x 5 ist

@y =

S O O O =
S R O O O
SO O =R O O
S O O = O
_ o O O O

Sie entspricht der Permutation (1) =1, 7(2) = 4, #(3) =3, 7(4) = 2, (5) = 5, kurz: & = (14325). Die
Permutationsmatrix

1 0 0 0 O
0 0 0 01
m=(o o0 1 0 O
01 0 0 O
0 0 01 0

ist selbst keine Transpositionsmatrix, kann aber als Produkt der Transpositionsmatrizen
I = I 1145

geschrieben werden. Die Inverse ist demnach TI' = T1(4%) [1(24),
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Die Multiplikation einer Matrix A mit einer Transpositionsmatrix oder allgemeiner mit einer Permuta-
tionsmatrix IT von links (also ITA) entspricht einer Permutation der Zeilen von A. Quizfrage: Was
passiert, wenn man A von rechts mit IT multipliziert, also AII bildet?

Wir beleuchten zunichst wieder an einem Beispiel, dass Zeilenvertauschungen i. A. erforderlich sind,
um die Existenz der LR-Zerlegung zu garantieren. Wir betrachten dazu das Gleichungssystem

0
2

_m =
A W =
NS I

Bevor wir die Eintrage der ersten Spalte unterhalb der Diagonalen zu Null machen kénnen, benétigen
wir ein Element # 0 im Eintrag (1,1). Dazu tauschen wir zwei Zeilen so, dass ein betragsgrofites
Element der ersten Spalte in der ersten Zeile steht. Im vorliegenden Fall tauschen wir also die Zeilen
1 und 3 durch Multiplikation von links mit der Transpositionsmatrix II"*). Dann erzeugen wir wie
gewohnt die Nullen unterhalb der Hauptdiagonale:

= —_

g N
S ©O W
—_ = N
NI

Im zweiten Schritt tauschen wir zunédchst wieder die Zeilen von der zweiten Zeile an abwérts derart,
dass ein betragsgrofites Element der zweiten Spalte in der zweiten Zeile steht. (Das ist hier zwar jetzt
nicht unbedingt erforderlich, da das (2, 2)-Element nicht Null ist, erfolgt aber bereits im Hinblick auf

die numerische Stabilitit des Verfahrens.) Dazu benétigen wir die Transpositionsmatrix I1(?*). Danach
erzeugen wir die letzte Null unterhalb der Hauptdiagonale:

Die rot eingekreisten Elemente heiflen Pivotelemente (englisch: pivot elements, pivots).3

Die obige Rechnung entspricht der Abfolge

=A®
——
G®» p@® g pM A = R (8.1)
——
=AM

mit Transpositionsmatrizen P¥) (die auch Einheitsmatrizen sein kénnten) fiir den Zeilentausch und
Frobeniusmatrizen G'¥) fiir die Erzeugung der Nullen. In unserem Beispiel war

1 0 0 100 1 00 00 1
G¥=10 1 of, PP=lo 0o 1|, ¢W=|-% 1 o], PP=]0 1 0
0 -3 1 010 0 0 1 100

3vom Franzosischen pivot: Dreh- und Angelpunkt
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Die Transpositionsmatrix P(") := TI"S) wurde jeweils so gewihlt, dass dabei die r-te Zeile getauscht
wurde mit einer spiteren Zeile Nummer s, die die Bedingung

|ag)| = max{|a(r)| | r<i< n} (8.2)

erfillt. Diese Strategie heifit Spaltenpivotsuche (englisch: column pivoting). Der Name kommt daher,
dass man in der aktuellen Spalte Nummer r ab dem Diagonalelement abwirts nach einem betrags-
grofiten Element sucht.

Um (8.1) als LR-Zerlegung von A mit Zeilentausch zu schreiben, miissen wir die abwechselnden
Produkte von Transpositions- und Frobeniusmatrizen aufldsen. Dabei hilft folgendes Resultat:

Lemma 8.5 (Produkt von Transpositions- und Frobeniusmatrizen). Es sei GX) € R™" eine k-
Frobeniusmatrix und G'®) := G%) —1d. Mit der Transpositionsmatrix I1\") gilt unter der Voraussetzung
1<k<rs<n:

) gk = g pprs) (8.3)

wobei
H* =1d+ 1109 6" *)

wieder eine Frobeniusmatrix ist.

Beachte: Das Lemma besagt, dass eine k-Frobeniusmatrix G in der zwei Zeilen (r,s) unterhalb
von k getauscht werden, als eine andere k-Frobeniusmatrix H (k) geschrieben werden kann, in der die
zwei Spalten mit denselben Nummern (7, s) rechts von k getauscht werden.

Im Fall r = s ist 1) = 1d, H®) = G¥) und die Aussage (8.3) klar. An Stelle eines formalen Beweises
illustrieren wir die Aussage im Fall n = 3, k =1, r = 2 und s = 3. Die Matrix auf der linken Seite von

(8.3) ist

1 0 0|11 0 O 1 0 0
0 0 1 g2 1 0f= g3 0 1].
0 1 0|[lgs 0 1] g2 1 0
———————

=I1(23) =G k)

Die Matrix auf der rechten Seite von (8.3) ist tatsdchlich identisch:

1 0 O 1 0 00 0 O 1 0 O 1 0 0|1 0 O 0 0

0 1 0f[+]0 0 1]]g2 O O 0 0 1f{=1]gs 1 0]]0 0 1 0 1

0 0 1 0 1 Offgs 0 O 0 1 0 gz 0 1|10 1 0 1 0
:_H(k> :H(23)

Man sieht hier auch, wie die neue Frobeniusmatrix H¥) entsteht, nimlich durch den Austausch der
Elemente (r, k) und (s, k) in der k-ten Spalte von G,

Das in
G?»p»cWHpa=R (8.)
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vorkommende Produkt P*) G!) erfiillt die Vorausetzungen von Lemma 8.5, da G eine 1-Frobeniusmatrix
ist und P entweder die Einheitsmatrix oder eine Transpositionsmatrix ist, die die zweite Zeile (r = 2)
mit einer spateren Zeile (s > r) vertauscht. Daher konnen wir (8.1) auch schreiben in der Form

G® W p) pM) o =R, (8.4)
Wir kénnen diese Gleichung nun von links mit der unteren Dreiecksmatrix (beachte Lemma 8.1 (iii))
L= (HY)"(c?)"
multiplizieren und erhalten schliefilich eine LR-Zerlegung mit Pivotisierung
PA=LR, (85)

wobei die Permutationsmatrix
p:=p® pW

durch das Produkt der Transpositionsmatrizen entsteht, die in den einzelnen Zerlegungsschritten
bestimmt werden. Die Matrix L kann unter Ausnutzung von Aussage (iii) aus Lemma 8.1 spaltenweise
von links nach rechts aufgebaut werden.

In der Praxis wird die LR-Zerlegung wie folgt implementiert:

(1) Die Matrix A wird nach und nach in-place iiberschrieben und nimmt spaltenweise die Eintrige
von L strikt unterhalb der Diagonale auf und zeilenweise die Eintrdge von R ab der Diagonale
aufwirts. (Quizfrage: Warum ist das Uberschreiben der Matrix A wihrend der noch laufenden
LR-Zerlegung moglich?)

(2) Die Vertauschungen werden in einem separaten Vektor p € N" gespeichert.

(3) Statt zunichst mit den Matrizen G*) zu arbeiten, diese anschlieBend gemafy Lemma 8.5 umzu-
schreiben und dann zu invertieren, wird direkt die Matrix L Spalte fiir Spalte aufgebaut.

In unserem obigen Beispiel fithrt das zu folgenden Schritten. Zunéachst initialisieren wir den Permutati-
onsvektor als p := (1,2,...,n)". Dann pivotisieren wir die erste Spalte, d. h., wir tauschen die Zeilen 1
und 3 und entsprechend auch die Eintriage 1 und 3 im Vektor p:

011 1 6 3
2 1 3 ~ 2 1 3], p:=|2].
1 6 011 1

Wir erzeugen Nullen in der ersten Spalte (die nicht gespeichert werden) und speichern die (vorlaufige)
erste Spalte von L — das ist die erste Spalte von (GV)~! — strikt unterhalb der Diagonale an Stelle
der entstehenden Nullen. Die erste Zeile von R liegt ebenfalls schon fest:

31 6 3 1 6 3
2 1 .

2 13 ~ |2 1 4 p=|zf

11 1 0 1 1 1
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Wir pivotisieren jetzt die zweite Spalte, d. h., tauschen die Zeilen 2 und 3 und entsprechend die Eintrage
2 und 3 im Vektor p. Dabei werden auch die Eintrage der bereits gespeicherten ersten Spalte von L mit
getauscht:

3 1 6 3 1 6 3
% i1 ~ (2)@1 p=11].
0@ 1 3 ; 1 2

Wir erzeugen jetzt die letzte fehlende Null in der zweiten Spalte (die wieder nicht gespeichert wird)
und speichern die zweite Spalte von L strikt unterhalb der Diagonale an Stelle der entstehenden Null.
Die zweite Zeile von R liegt ebenfalls schon fest:

31 6 3 1 6 3
0 1 1 ~ 0 1 1f, p=|1].
2 1 2 1 _4
5 3 1 5 3 73 2
Damit ist die Faktorisierung beendet, und wir erhalten
1 0 0 3 1 6
L=]0 1 0 und R=|0 1 1].
2 1 4
3 3 1 0 0 =3

Die Permutationsmatrix P ergibt sich aus dem Vektor p. Dessen Eintrage geben an, in welcher Reihen-
folge die Zeilen der n X n-Einheitsmatrix in P erscheinen. Im Beispiel ist

0 0 1
P={(1 0 0
01 0
Wir fithren noch die Probe durch:
[0 0 1]fo 1 1 [3 1 6]
PA=|1 0 o||2 1 3] =0 1 1},
0 1 0[[3 1 6 2 1 3]
[1 0 0][3 1 6 (3 1 6]
LR=1[0 1 oflo 1 1]=]0 1 1].
2 1 4
2 1 1f[0 0 -3 2 1 3]

Mit Hilfe von NumPY und Sc1Py kann eine LR-Zerlegung von A wie folgt bestimmt werden:

import numpy as np

import scipy.linalg

A = np.array([[0,1,1]1,02,1,3]1,[3,1,6]11)
P, L, R = scipy.linalg.lu(A)

Beachte: Durch scipy. linalg. lu wird eine Zerlegung bestimmt, sodass A = P L R gilt, also P"A = LR.
Im Vergleich zu der von uns benutzten Konvention ist die Permutationsmatrix also gerade transpo-
niert!

Mit den gerade beschriebenen Techniken kann man einen Satz {iber die Existenz von LR-Zerlegung mit
Spaltenpivotisierung zeigen. Dazu muss man im Prinzip nur zeigen, dass es immer gelingt, in jeder Spal-
te von der Diagonale an abwirts mindestens ein Element zu finden, das nicht Null ist. Diese Zerlegung
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ist nicht mehr eindeutig (vgl. Lemma 8.2), da es i. A. verschiedene mogliche Permutationsmatrizen P
gibt, die zu nicht-verschwindenden Pivot-Elementen fithren.

Satz 8.6 (Existenz einer LR-Zerlegung, vgl. Bornemann, 2018, Satz 7.11). Es sei A € R™*" reguldr. Wird
die Permutationsmatrix P € R™" gemdf dem Prinzip der Spaltenpivotsuche gewdhlt, dann besitzt PA
eine (eindeutige) LR-Zerlegung. Zu einem solchen P existiert also eine untere Dreiecksmatrix L mit lauter
Einsen auf der Diagonale und eine obere Dreiecksmatrix R, sodass PA = LR ist. Weiterhin gilt, dass die
FEintrdge von L betragsweise < 1 sind.

Quizfrage: Kénnen Sie begriinden, warum die Eintrage von L betragsweise < 1 sind, also |L| < 1
gilt?

Beachte: Durch die Spaltenpivotsuche wird P nicht unbedingt eindeutig festgelegt, da durchaus
mehrere Eintrage der aktuellen Spalte gleichzeitig betragsmaximal sein konnen.

Da klar ist, dass wir selbst bei exakter Rechnung eine Spaltenpivotisierung fiir die LR-Zerlegung
benétigen, werden wir das in Zukunft nicht immer betonen und einfach von LR-Zerlegungen von A
sprechen.

Frage: Was sind die Vorteile, eine LR-Zerlegung einer Matrix A zu erstellen und zu speichern?

Wenn eine LR-Zerlegung von A vorliegt, konnen wir jedes lineare Gleichungssystem mit regularer
Koeffizientenmatrix A schnell 16sen:

Algorithmus 8.7 (Losung linearer Gleichungssysteme bei Vorliegen einer LR-Zerlegung mit Spalten-
pivotisierung).
Eingabe: untere Dreiecksmatrix L mit lauter Einsen auf der Diagonale
Eingabe: obere Dreiecksmatrix R
Eingabe: Permutationsmatrix P, sodass gilt: PA = LR
Eingabe: Vektor der rechten Seite b
Ausgabe: Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b
1: Lose Ly = Pb durch Vorwdrtseinsetzen
2: Lése Rx = y durch Riickwdrtseinsetzen

Quizfrage: Konnen Sie die Korrektheit von Algorithmus 8.7 begriinden, also dass durch ihn Ax = b
gelost wird?

Die Zwischengrofie y berechnet sich dabei aus ¢ := Pb gemaf3

i-1
i ::ci—Zt’ikyk, i=12,...,n (8.6)
k=1

Die anschlieffende Riickwértssubstitution gelingt durch

1 < .
xi:=—(y,-—Zrikxk), i=nn-1,...,1 (8.7)

r..
i k=i+1
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Bei bereits vorliegender LR-Zerlegung ist der numerische Aufwand fiir die Losung von Ax = b durch
Algorithmus 8.7 von der Gréflenordnung 2n? Grundoperationen (+, —, - und /), genauer: n” — n fiir
die Losung des Systems mit L und n? fiir die Losung des Systems mit R. Man spricht dabei auch von
FLOPs (englisch: floating point operations). Quizfrage: Ist die Ermittlung des Aufwands klar?

Quizfrage: Wie konnen wir mit Hilfe von Algorithmus 8.7 mehrere lineare Gleichungssysteme
gleichzeitig 16sen, die dieselbe Koeffizientenmatrix A besitzen? Wie grof} ist dann der Aufwand?

Der Aufwand fur die eigentliche Erzeugung der LR-Zerlegung wird durch folgendes Resultat be-
stimmt:

Satz 8.8 (Aufwand der LR-Zerlegung). Der numerische Aufwand fiir die Erzeugung der LR-Zerlegung
einer reguldren Matrix A € R™" mit Spaltenpivotsuche ist von der GrofSenordnung §n3 +0(n?).

Beweis. Die Manipulation der k-ten Spalte erfordert

« einen Aufwand von n — k + 1 Betrdgen und Vergleichen fiir die Bestimmung des Pivotelements
(Quizfrage: Warum?)

« einen Aufwand von n — k + 1 Multiplikationen und ebensovielen Additionen firr das Bilden der
Linearkombination der k-ten Zeile mit einer der darunter stehenden Zeilen (Quizfrage: Warum
sind das nicht n Multiplikation und Additionen?)

« Es gibt n—k solcher darunter stehenden Zeilen, also ist der Aufwand fiir die Linearkombinationen
(die zur Erzeugung der Nullen unterhalb der Hauptdiagonale in Schritt k fithren) insgesamt
2(n—k)(n -k +1) FLOPs.

Die Summation iiber die Zeilennummern k = 1,.. . ., n liefert einen Gesamtaufwand proportional zu

an(n -k+1) = %n(n+ 1) € O(n%)

k=1
FLOPs fiir die Spaltenpivotsuche und von

M 2(n-k)(n-k+1) = 2n(n? = 1) € 2n” +O(n)
P 3 3

FLOPs fiir die Linearkombinationen. Die Spaltenpivotsuche fallt dabei also nicht weiter ins Gewicht. O

Beachte: Die Losung eines linearen Gleichungssystems Ax = b mit Hilfe der Gau3-Elimination hat
den Aufwand 2n° + O(n?). Wenn man die dabei ohnehin notwendigenden Manipulationen von A in
Form einer LR-Zerlegung speichert, dann kann man nachfolgende Gleichungssysteme mit derselben
Matrix A in 2n° FLOPs lésen. Es ist also sinnvoll und kein zusitzlicher Aufwand, bei der Lésung
eines linearen Gleichungssystems mit Hilfe des Gauf3-Verfahrens immer die LR-Zerlegung fiir eine
eventuelle zukiinftige Verwendung zu speichern.
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Quizfrage: Kann man die LR-Zerlegung von A auch dazu verwenden, wenn man lineare Gleichungs-
systeme mit A" I6sen muss? Oder mit A%?

Die Erstellung der LR-Zerlegung einer regularen Matrix A hat noch weitere Vorteile:

(1) Wir konnen mittels einer LR-Zerlegung die Determinante berechnen:
det A = det(P'LR) = (det P)(det L)(detR) = + detR,

wobei sich das Vorzeichen danach richtet, ob die durch P dargestellte Permutation das Produkt
einer geraden oder einer ungeraden Anzahl von Transpositionen ist.

(2) Wir kénnen mittels einer LR-Zerlegung die Inverse berechnen: Dazu 16sen wir n lineare Glei-
chungssysteme AX = B mit rechter Seite B = Id. Die Lésung X ist dann die Inverse von A.

Bemerkung 8.9 (Totalpivotisierung). An Stelle der bisher verwendeten Spaltenpivotsuche kann auch
eine totale Pivotsuche (englisch: total pivoting) durchgefiihrt werden. Dabei wird an Stelle von (8.2) im
r-ten Schritt die Strategie

(r) (

lag | = maX{IaJ)I |r<ij<n} (8.8)

verfolgt. Es wird also bei der Suche nach dem betragsgrofiten Pivotelement nicht nur nach unten geschaut,
sondern auch nach rechts. Entsprechend werden nicht nur die Zeilen r und s getauscht, sondern zusdtzlich
auch die Spalten r und t. Das entspricht einer Umsortierung der Variablen im Gleichungssystem. Dieses
Verfahren fiihrt zu einer LR-Zerlegung mit Totalpivotisierung der Form

PAQ' = LR, (8.9)

wobei Q ebenfalls eine Permutationsmatrix ist. Der Aufwand fiir die Suche nach dem Pivotelement ist jetzt
ebenfalls von der Gréfienordnung O(n®), sodass das Gesamtverfahren fiir die LR-Zerlegung noch immer
von der GréfSenordnung O(n®) FLOPs ist. Quizfrage: Wieviele Vergleiche sind bei der totalen Pivotsuche
sind genau erforderlich?

Der Vollstandigkeit halber geben wir auch fiir den Fall der LR-Zerlegung mit totaler Pivotisierung das
Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems Ax = b analog zu Algorithmus 8.7 an:

Algorithmus 8.10 (Losung linearer Gleichungssysteme bei Vorliegen einer LR-Zerlegung mit Totalpi-
votisierung).

Eingabe: untere Dreiecksmatrix L mit lauter Einsen auf der Diagonale
Eingabe: obere Dreiecksmatrix R
Eingabe: Permutationsmatrizen P und Q, sodass gilt: PAQ" = LR
Eingabe: Vektor der rechten Seite b
Ausgabe: Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b

1: Lose Ly = Pb durch Vorwdrtseinsetzen

2: Lose Rx = y durch Riickwdrtseinsetzen

3 Setze x = Q"x

Ende der Woche 6
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§ 9 FEHLERANALYSE BEI DER LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

Wir untersuchen jetzt die Stabilitat der algorithmischen Komponenten bei der Losung linearer Glei-
chungssysteme. Wir beginnen mit der Lésung von Systemen mit unteren und oberen Dreiecksmatrizen,
Lx = b bzw. Rx = b. Etwas allgemeiner als eigentlich erforderlich bestehen wir dabei nicht daraus, dass
die Diagonale von L aus lauter Einsen besteht.# Wir betrachten folgende konkrete Implementierungen
der Vorwiértssubstitution (8.6) bzw. Riickwartssubstitution (8.7):

Algorithmus 9.1 (Lésung linearer Gleichungssysteme mit unterer Dreiecksmatrix durch Vorwarts-
substitution).

Eingabe: regulire untere Dreiecksmatrix L (nicht notwendig mit Einsen auf der Diagonale)
Eingabe: Vektor der rechten Seite b
Ausgabe: Losung des linearen Gleichungssystems Ly = c

1 fori=12,...,ndo

2 Setze s; = c;

3 forj=i-1i-2,...,1do
4 Setze s; = s; — 4;; Yj

5: end for

6: Setze y; = -

7. end for

Algorithmus 9.2 (Losung linearer Gleichungssysteme mit oberer Dreiecksmatrix durch Riickwiérts-
substitution, vgl. Higham, 2002, Algorithm 8.1).

Eingabe: regulire obere Dreiecksmatrix R

Eingabe: Vektor der rechten Seite b

Ausgabe: Losung des linearen Gleichungssystems Rx = b
 fori=nn-1,...,1do
2: Setze s; = b;

3 forj=i+1i+2,...,ndo
4 Setze s; '= s; — Iij X;j

5t end for

6 Setze x; = rs_lll

7: end for

Beachte: Beide Algorithmen sind so formuliert, dass die Summation in s; der Beitrage ,von der
Diagonale aus nach aulen” erfolgt. Diese Reihenfolge erweist sich als giinstig fiir die Fehlerabschiatzung
in den Sétze 9.4 und 9.5.

Fiir die Fehlerabschitzung bendtigen wir folgendes Lemma.

Lemma 9.3 (vgl. Higham, 2002, Lemma 3.1). Fiirn € N seien di,...,8, Zahlen mit |§;| < émach und

4Das ist praktisch u. a. bereits im Vorgriff auf die Cholesky-Zerlegung in § 10.2.
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D1+ - > pn € {£1}. Falls n emach < C < 1 gilt, dann ist
n
n(l +0;)Pi =140,
i=1

und 0 erfiillt die Abschdtzung

N Emach < N Emach

0] < = < .
1< vn 1—némach 1-C

Beweis. Wir fithren einen Induktionsbeweis. Fiir n = 1 gilt im Fall von p; =1
9 = 51
und daher |0| < epach < lii';‘—::m Im Fall von p; = -1 gilt

1 &
_1+51 _1+(51’

1&mach

und wegen |1+ &;| > 1 gilt ebenfalls |0] < emach < 7% -

Nun zum Induktionsschritt. Die Behauptung sei bereits bewiesen fiir gegebenes n. Im Fall von p,4; =1
gilt
n+l

1_[(1 +8)P = (1+0)(1+ 8pp) = 1+ 0,
i=1

also ist 0’ = 0(1 + O,41) + Opa1. Wir schitzen ab:

1071 < 16111+ St + |6l

< M fmach (14 émach) + €mach  (nach Induktionsvoraussetzung)
1—1némach

_ Mémach + 1 Erznach + Emach — 1 efn wch

- 1—némach

_ (n+1) émach

C1-n €mach

(T’l + 1) Emach
1- (” + 1) €mach

Im Fall von p,41 = —1 haben wir hingegen
n+l
1+6
(1+68;,)" = =1+0,
ll-:_ll ' 1+ 5n+1
also ist
,  1+0 _0—bun
_1+5n+1 _1+5n+1‘
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Wir schitzen ab:

0] + |6n

1
N Emach

10'] <

< ———— 4+ €mach  (nach Induktionsvoraussetzung)
1-n Emach

2
N €mach + €mach — N €

_ mach
1— 1 émach
n+1l)e
< ( ) mach
1—némach

_(n+1) fmach
1- (n +1) £mach

Damit ist in beiden Fallen der Induktionsschritt gezeigt. Die Aussage y, < “f2 ist wegen 1—n emach >

1 - c klar. m]

Wir kénnen nun ein Resultat zur Riickwartsstabilitat von Algorithmus 9.1 zeigen, wobei nur die Matrix
L gestort ist und die rechte Seite nicht.

Satz 9.4 (Rickwairtsanalyse von Algorithmus 9.1, vgl. Higham, 2002, Theorem 8.3). Es sei L € F"*"

eine regulire untere Dreicksmatrix, ¢ € F" und n emaen < C < 1. Weiter sei y die von Algorithmus 9.1 in

Maschinenoperationen berechnete Niherungslosung. Dann gibt es eine untere Dreicksmatrix AL, sodass
gilt

(L+AL)y=c mit |Al;] < {Yi al - fari=J.

Yi-j il furi>j

. L e— i Emach < I €mach
mity; ‘= TCiegay S 1-C -

Quizfrage: Inwiefern ist dies ein Resultat iiber die Riickwértsstabilitiat von Algorithmus 9.1?

Beweis. Wir beginnen mit y; =51 @ fj; = %(1 + 61). Dabei ist 5; = s; = ¢; (ohne Fehler, da ¢ € F") und
|61] < €mach- Daraus folgt

=0 +0) 1y =
1+ 0, 1M ( )11y1 C1

mit einem |0] < y;. Es gilt also Afy; := 0 ¢ mit |Aby| = 10| |u| < y1l6ul-

An Stelle einer formalen Induktion zeigen wir noch die nichsten zwei Schritte, zunéchst also i = 2.
Dabei gilt

—

$2

c2© (£ 0 1)
20 (tay1 (1+¢61))
=cy(1+6&) — b1y (1+&) (1+&)

und weiter

—~

—~ —~ S2
V2 =82 @ tyy = —(1+52).
2%
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Daraus folgt

oY =Sy = (1+6) — by y1 (1+¢1) (1+&).
1+52

Sortieren der Terme ergibt

— + £ V (1 + ) =
V & c
S & 22 )2 21 )1 1 2-
Wir setzen 1+ 0 = —1 5, —1 > Dann gllt |0| Y2 lll’ld |€1| Y1, und mit A[zz =0 fzz und Afm =& le ist

auch die zweite Zeile von (L + AL) y = c erfiillt.
Schlief3lich betrachten wir noch den Index i = 3. Dabei gilt

53=(c30 (f32 0 y2)) © (510 1)
=(c3© (L2 y2 (1+83))) © (65,0 M)
(c3(1+¢4) — 2 Y2 (1+63) (1+¢4)) © (L5131 (1+65))
c3 (1+e4) (1+6) — b3 Yo (14 63) (1+&4) (1+66) — b33 Y1 (1+€5) (1+ &)

und weiter

—~

—~ —~ S3
V3 =83@f33 = — (1+(53).
{33
Daraus folgt

1 U ~ —~
175 f33y3:S3:C3 (1+E4) (1+€6)—f32y2 (1+£3) (1+E4) (1+€6)—[31y1(1+£'5) (1+66).
3

Sortieren der Terme ergibt

LIRS S S (1+e3) + £ 1+ e
& =c3.
140, 1+ 25 1+ ¢ 33 Y3+ b2 Vo 3 31)/1 P 3
Wir setzen 1+ 6 = mﬁﬁ und 1+ 0’ = 1+£5 . Dann gilt |§] < y3 und |0’| < y; sowie |e3] < y1,

und mit Afszz = 033, Al = &5 37 sowie At’gl :_ 0’ t3; ist auch die dritte Zeile von (L + AL)y = ¢
erfullt. O

Ein analoges Resultat gilt auch fiir Gleichungssysteme mit oberer Dreiecksmatrix und Algorith-
mus 9.2:

Satz 9.5 (Ruckwirtsanalyse von Algorithmus 9.2, vgl. Higham, 2002, Theorem 8.3). Es sei R € F"*"
eine reguldre obere Dreicksmatrix, b € F" und n emaen, < C < 1. Weiter sei X die von Algorithmus 9.2 in
Maschinenoperationen berechnete Niherungslosung. Dann gibt es eine obere Dreicksmatrix AR, sodass gilt

Yosi—i lrul  fiiri=j,

(R+AR)x =b mit |Ar;| < .
Yi-ilrijl furi<j

: L e— i Emach < lfmach
mity; = 5o S TS0
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Die grofite in den Abschétzungen von Satz 9.4 und Satz 9.5 vorkommende Konstante ist

N Emach N €mach
Yn = < .
1— 1 émach 1-C

Daraus folgt sofort folgendes Resultat:

Folgerung 9.6. Unter den Voraussetzungen von Satz 9.4 und Satz 9.5 gilt:

— . n
(L+AD)F=c mit |AL| < ynll] < 75 IL| émach, (9.12)

—~ . n
(R+AR)X=b mit |AR| <yn|R|< T CR] e (9.1b)

Wenn

Wir verwenden hier und im Folgenden die Notation |A| fiir den komponentenweisen Betrag einer
Matrix A, also fiir diejenige Matrix, deren Eintrage sich aus den Absolutbetragen der Eintrage von A
ergeben.

§ 9.1 FALL OHNE PIvOTSUCHE

Es bleibt noch eine Fehlerabschitzung fiir die Erstellung einer LR-Zerlegung fiir eine Matrix A herzu-
leiten. Wir tun dies zuerst fiir den Fall, dass die LR-Zerlegung ohne Piovitisierung berechnet wird. Wir
betrachten dazu konkret das folgende Verfahren:

Algorithmus 9.7 (Transformation einer Matrix auf obere Dreiecksform ohne Pivotisierung, vgl. Golub,
van Loan, 1983, Algorithm 3.2.1).
Eingabe: regulire Matrix A
Ausgabe: Faktoren L und R der LR-Zerlegung A = LR
i fork=12,...,n—1do

Setzel =k+1:n={k+1,k+2,...,n}

Setze A(L k) = A(Lk)/A(k, k)

Setze A(L 1) := A(I,I) — A(L k) A(k,I)
end for
: Extrahiere L aus dem strikteren unteren Dreieck von A und ergdnze Einsen auf der Diagonale
: Extrahiere R aus dem oberen Dreieck von A

N

N @R w

Quizfrage: Ist klar, dass Algorithmus 9.7 das oben (,In der Praxis wird die LR-Zerlegung wie folgt
implementiert®) anhand von Beispielen erklédrte Verfahren der Transformation in-place (im Fall ohne
Pivotisierung) implementiert?

Die Zeilen 6 und 7 erzeugen die Faktoren L und R der Zerlegung A = LR, ohne weitere Rundungsfehler
hinzuzufiigen. Quizfrage: Klar?
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Satz 9.8 (Riickwirtsanalyse der LR-Zerlegung ohne Pivotisierung, vgl. Golub, van Loan, 1983, Theo-
rem 3.3.1). Es sei A € F"™" eine reguldre Matrix. Weiter seien L and R die von Algorithmus 9.7 in
Maschinenoperationen berechnete Niherungslosung der LR-Zerlegung von A = LR. Dabei nehmen wir an,
dass in jeder Iteration das Pivotelementg(k, k) # 0 ist. Dann gibt es eine Matrix AA, sodass gilt:

LR=A+AA mit |AA| <3 (n—1)(|A|+|L| [R]) émach. (9.2)
Beachte: |f| |§| bezeichnet das Produkt der Matrizen |f| und |§|, also (|f| |§|)U = ZZ:1|E;<| |7kl

Beweis. Wir fithren einen Induktionsbeweis iiber die Dimension n. Fir n = 1 fithrt Algorithmus 9.7
keine Berechnungen durch und liefert A = A zurtck. Also ist AA = 0 und (9.2) erfiillt.

Wir machen jetzt den Induktionsschritt von n auf n + 1. Dazu benennen wir die Eintrage der Matrix
A € FUm)x(n+) wie folgt:
a | w'

A=
v | B

mit v, w € " und « € F. Der Algorithmus 9.7 fithrt in der ersten Iteration (k = 1) folgende Schritte
aus: Zunichst wird (siehe Zeile 3 in Algorithmus 9.7)

Z=00Qa«a
bestimmt und in den Eintragen (2,1) bis (n + 1,1) der Matrix gespeichert (als erste Spalte von L).

Gegeniiber dem exakten Ergebnis z = v/« erhalten wir nach Satz 6.1 einen Fehlervektor

f =Z-z mit |f| €mach

AnschlieSend werden die Linearkombinationen der Zeilen 2, ..., n + 1 mit der ersten Zeile bestimmt
(Zeile 4). In Maschinenoperationen bedeutet das die Berechnung der Untermatrix

(Al)ij ::bije(%}ij), Lj=2,...,n+1

Gemaf Satz 6.1 gilt
(Al)l] [ Zl w;j (1+€1)](1+52)

mit relativen Fehlern |e;| < émach und |ez| < émach, die natiirlich vom Index (i, j) abhidngen. Damit
erhalten wir fiir den Fehler AA; := A;— A, gegeniiber der exakten Matrix A; = B—z w' die Abschitzung

|AA1| < (lBl +2 |EWT|) Emach S 2 (|B| + |EWT|) Emach- (9-3)
Am Ende der Iteration k = 1 sieht die Matrix jetzt wie folgt aus:
aw - (@
V4 A1

Die Berechnung der weiteren Schritte in Algorithmus 9.7 sind genau dieselben, als wiirden wir
Algorithmus 9.7 neu starten und auf die Untermatrix A; € F"*" anwenden. Aufgrund der Induktions-
voraussetzung gilt fiir die in Maschinenoperationen bestimmte LR-Zerlegung von A; aber

LiR = A +AA; mit |AA| <3 (n—1)(JA] + L] [Ri]) émach- (9.4)
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Die in Maschinenoperationen berechnete Gesamtzerlegung von A hat also schlief3lich die Darstellung

~= [1 o][la W
LR=|_. =~ ~ | =
[Z L]] [0 R]]

Fiir die Fehlermatrix AA:= A—A=LR- A gilt also

a wT ]

az zw +Li R

und wegen f =7 — z, A; = A; + AA; und A; = B — Zw" weiter auch

0 0 ] . (9-5)

AA = —~
O!f AA+ AA;

Wir schitzen noch den in (9.4) vorkommenden Term |A\1| ab:

|K1| =|A; + AA;| nach Definition von §A;
< A1 + [AA
< |B-zw'|+2(|B| +|zw'|) émach nach Definition von A; und (9.3)
< (1+ 2 &mach) (|Bl + [Zw']) (9.6)

und erhalten damit
|AA; + AAY| < |AA + |AA]
<2 (1Bl + [ZW']) émach + 3 (n = 1) (JA1| + |Li| [R1]) &mach  nach (9.3) und (9.4)

2
2 (lBl + |EWT|) €mach T 3 (n - 1)(|B| + |EWT| + |fll |§1|) Emach nach (9-6)
3

n(1Bl +Zw'| + |Li] [Ri]) emach-

N

N

N

Mit dieser Abschatzung und |& f| < |0 émach erhalten wir schlief3lich aus (9.5):

. 0 0
AA| < - ~ o~ £
IAALS )y 3n(|B|+|sz|+|Ll||Rl|)] mach
ol |wT|] [1 o] ol |wT|]
<3n + = = & hs
(Ivl B lE Lo (R|) o
was zu beweisen war. O

Was bedeuten die Resultate der Sétze 9.4, 9.5 und 9.8 nun fiir die Losung eines linearen Gleichungssys-
tems Ax = b, bei dem zunichst die LR-Zerlegung von A (ohne Pivotisierung, Algorithmus 9.7) bestimmt
wird und dann die Lésung x mittels Vorwarts- und Riickwirtssubstitution Ly = b (Algorithmus 9.1)
und Rx = y (Algorithmus 9.2)?

Wir konnen folgende Abschétzung des Rickwartsfehlers zeigen:
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Satz 9.9 (Riickwirtsanalyse der Losung eines linearen Gleichungssystems mittels LR-Zerlegung ohne
Pivotisierung, vgl. Golub, van Loan, 1983, Theorem 3.3.2). Es gelten die Voraussetzungen von Satz 9.8
und n emach < C < 1. Es werde die LR-Zerlegung von A € """ ohne Pivotisierung mittels Algorithmus 9.7
bestimmt und anschlieffend das lineare Gleichungssystem Ax = b mitb € F" mit Hilfe der Vorwdrts- und
Riickwartssubstitution (Algorithmen 9.1 und 9.2) gelost. Die erhaltene Niherungslosung sei x. Dann gilt:
Es gibt eine Matrix E, sodass gilt:

(A+E)X=b mit |E| <3(n—1)(|A| +|L| |R]) émach + 2 yn IL| IR]. (9.7)

Beweis. Es seien L und R die mittels Algorithmus 9.7 (ohne Pivotisierung) in Maschinenoperationen
bestimmten Faktoren. Wir wissen nach Folgerung 9.6, dass die numerische Lsung X die Bedingungen

(L+AL)y =b,
(R+AR)x=7
erfullt. Dabei gilt IAL| < Yn |L| und IAR| < Y |R|. Einsetzen ergibt
(L+AL)(R+AR)X= (LR+LAR+ALR+ALAR)%X = b.
Gemif Satz 9.8 gibt es eine Matrix AA, sodass LR = A + AA gilt und AA die Abschitzung (9.2) erfillt.
Wir haben also (A + E) X = b mit der Matrix
E=AA+LAR+ALR+ALAR.
Wir schitzen die Gréfie von E komponentenweise ab mit
|E| < |AA| +|AL| |R| +|L| |AR| + |AL| |AR]
< 3(n=1)(JAl+ ILIIRI) émach + v ILI [R] + yu [L] RI.

Damit ist die Behauptung gezeigt. ]

Bemerkung 9.10 (Bedeutung von Satz 9.8 und Satz 9.9).

(i) Der Satz 9.8 ist ein Resultat zur Riickwdirtsanalyse der LR-Zerlegung ohne Pivotisierung mittels
Algorithmus 9.7. Dabei ist die Matrix A die Eingabe des Verfahrens, und die Faktoren L und R sind
die Ausgabe.

Um die Riickwdrtsstabilitdt beurteilen zu konnen, schreiben wir die Abschdtzung (9.2) in die Form
LI IR
|Al

IAA| < 3 (n—1)(|Al + L] IR]) €mach = 3 (n — 1) (1+ |A| €mach

um. Dabei steht |L|‘A||R| fuir den komponentenweisen Quotienten aus den Eintrdgen von Ifl |§| und
|A|, und 1 ist die Matrix bestehend aus lauter Einsen. Wir miissen hier voraussetzen, dass A keine
Nulleintrdage hat. Der Faktor B(x) in der Definition (7.23) der Riickwdrtsstabilitdit entspricht hier

also der Grife

IL| |R|
Al

3(n—1)(1+
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Die Grofien L undﬁ,,diirfen“ hier vorkommen, da sie ja aus der Eingabe A berechenbar sind.

Die Abschitzung liefert den Hinweis, dass der Fall kritisch ist, bei dem mindestens ein Eintrag von
|L| |R| sehr grof3 ist gegeniiber dem entsprechenden Eintrag von |A|.

(ii) Der Satz 9.9 betrifft die Riickwdrtsanalyse der auf dieser Zerlegung basierenden Losung eines linearen
Gleichungssystems Ax = b. Dabei sind A und b die Eingaben, und die Losung x ist die Ausgabe.
Aus der Abschdtzung (9.7) erhalten wir genau dieselbe Information iiber den kritischen Fall.

Wir betrachten jetzt eine typische Situation fiir diesen kritischen Fall, dass ein Eintrag von |E | |§| sehr
grof3 ist gegeniiber dem entsprechenden Eintrag von |A|.

Beispiel 9.11 (IL|IR| grof} gegeniiber |A|, vgl. Higham, 2002, Chapter 1.12.1). Wir betrachten folgende
Matrix und ihre LR-Zerlegung ohne Pivotisierung in exakter Rechnung:

e -1 1 0f|e -1
A_[l 1]_[ 1”0 1+1

Die Matrix A ist gut konditioniert®.

M =

Wodurch entstehen jetzt die Probleme bei der Fliefkommarechnung? Nehmen wir dazu an, dass € und %
im Fliefkommagitter F liegen. Dann liegt A € F**, und wir erhalten in FlieSkommarechnung mit Hilfe
von Algorithmus 9.7 die folgende LR-Zerlegung von A mit Faktoren

=~ 10 = e -1

L=L= [l 1} und R= [O 169%]'

&

Quizfrage: Konnen Sie nachvollziehen, dass das tatsdchlich die Faktoren sind, die wir in Flie(komma-
rechnung erhalten?

Nun sei e > 0 so gewdhlt, dass zusdtzlich zu den obigen Bedingungen 1 ® % = % gilt. Quizfrage: Wann
passiert das? Welche Auswirkungen hat nun dieser kleine relative Fehler in einem einzigen Eintrag der
LR-Zerlegung bei der Losung eines linearen Gleichungssystems Ax = b mit Hilfe der Vorwdrts- und
Riickwadrtssubstitution (Algorithmen 8.7, 9.1 und 9.2)?

Wir betrachten dazu den Fall einer ausgewdhlten rechten Seite und eines Parameters ¢, fiir den sich wihrend

der Rechnung maglichst wenig Rundungsfehler ergeben, sodass wir den Fehlereinfuss gut verfolgen konnen.
Jegliche Rundungsfehler werden in rot markiert.

(i) Wir betrachten dazu jeizt die rechte Seite b = (1) € F*. Die exakte Losung ergibt sich aus

1 0| (»m 1 1
o [ R I
¢ Ul —:
und weiter
el L](m) (2 S S
*Tlo 1+l "=t T erile-1

1/2
Sk(A) < (zi—\\/g) ~ 2.62 fur alle € € [0,1]
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Aus der LR-Zerlegung in FlieSkommarechnung erhalten wir dagegen

=~ ol (| _[1 ~_ 1 (1
oG = 5 hedes) he)

Wir betrachten weiter den Fall eines Parameters ¢, sodass 1 © % =1- % unde©1=¢—-1gilt
Quizfrage: Wann tritt dieser Fall auf? Dann haben wir weiter

—_

™

5~ _ |€ -1 5('\1 _ 1
=l 2R 62
Dabher gilt
_1
J?zzrd( 15):rd(£—1)=£—1
und _
10 o1 1@ (e—-1
;1=rd(w)= d(((;)))ﬂ,
€ €
also gilt

55:(511).

Der relative Fehler von x gegeniiber x wird dominiert durch die erste Komponente, wo er etwa 1/2
betragt.

Wodurch kommt dieser grofie Fehler zustande? In unserem Beispiel entsteht der erste numerische
Fehler erst bei der Riickwirtssubstitution (Losen mit R), und zwar durch den geringfiigig falschen
(2,2)-Eintrag % in R. Der dadurch in verursachte relative Fehler in X, ist mit ¢ gering. Im ndchsten
Schritt wird er jedoch bei der Berechnung von X, wie folgt verstdrkt:

u=1+x
x1=ufe

Dabei ist die relative Konditionszahl mit 1«)5_;2 = 52—_81 ~ _zlg sehr grof3 (Ausloschung bei einer echten
Subtraktion!), verstdrkt also den relativen Fehler in x; enorm zur beobachteten Grofse von etwa 1/2.
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(ii) Wir betrachten jetzt noch die alternative rechte Seite b = (') € F*. Die exakte Losung ergibt sich

aus
1 0w e—1 e—1
o [ P B (9
Loaf\» 2 1+1

und weiter
Ry = e -1 x| _ [e—1 - 1
o 1+ 1] ) " 1412 =)

Aus der LR-Zerlegung in FliefSkommarechnung erhalten wir dagegen
of (m) _[e-1 o 5o e—1 [ oe—1 ) [e-1
1\ =\ 2 Y leea-H) T la+h) T\ L)

Dann haben wir weiter
~1=1; = x=1].
X2 : 1

In diesem Fall ist die numerische Losung — trotz der Rundungsfehler im Faktor R und des Run-
dungsfehlers in y — am Ende dennoch exakt.

—_

Zy:[

M =

e -1

R’?z[o 1
£

Die Fehlerschranke (9.7) der Riickwdrtsanalyse enthdlt den Term

[ s -1 )

wobei der rot markierte Eintrag sehr grof3 gegeniiber dem entsprechenden Eintrag in

i ]

ist. Die relative Fehlerschranke des Riickwdrtsfehlers ist also grof$ und damit auch die aus Saiz 7.20
erhaltene relative Fehlerschranke des Vorwdrtsfehlers **. Ob tatsdchlich ein Fehler in der Losung dieser
GrofSenordnung auftritt oder nicht, hdngt — wie das Beispiel zeigt — von der konkreten rechten Seite ab!

MmN

§ 9.2 FALL MIT SPALTENPIVOTSUCHE

Welchen Vorteil bringt nun die Spaltenpivotisierung? Wir geben zunéchst das Verfahren fiir die
LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung an, damit klar ist, welchen Algorithmus wir untersuchen.

Algorithmus 9.12 (Transformation einer Matrix auf obere Dreiecksform mit Spaltenpivotisierung,
vgl. Golub, van Loan, 1983, Algorithm 3.4.1).
Eingabe: regulire Matrix A
Ausgabe: Faktoren L und R sowie Permutationsmatrix P der LR-Zerlegung PA = LR
r Setzep = (1,2,...,n)"
2 fork=12,...,n—1do
3 Setzel =k+1:n={k+1,k+2,...,n}
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& Bestimme einen Index s € I U {k}, sodass gilt (vgl. (8.2))
Jasel = max{laxl | i € TU (K},

5: Tausche A(k,:) mit A(s,:) aus
6: Tausche p(k) mit p(s) aus
7

: Setze A(I k) == A(Lk)/A(k, k) / k-te Spalte des Faktors L
s Setze A(LT) = A(LT) — A(Lk) Ak, I)
9: end for

10: Extrahiere L aus dem strikteren unteren Dreieck von A und ergdnze Einsen auf der Diagonale
1: Extrahiere R aus dem oberen Dreieck von A
12: Setze
eT
- () —
P = .

T
_ ep(n) _

Der Vorteil der Spaltenpivotisierung ist gar nicht so einfach zu charakterisieren. Es gilt aber folgendes
Analogon zu Satz 9.8:

Satz 9.13 (Rickwértsanalyse der LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung, vgl. Golub, van Loan, 1983,
Chapter 3.4.6). Es sei A € F"*" eine reguldre Matrix. Weiter seien L and R die von Algorithmus 9.1z in
Maschinenoperationen berechnete Niherungslosung der LR-Zerlegung von PA = LR. Dabei nehmen wir
an, dass in jeder Iteration das PivotelementA\(k, k) # 0 ist. Dann gibt es eine Matrix AA, sodass gilt:

LR=PA+AA mit |AA| <3 (n—1)(|PA|+|L||R]) emach- (9.8)
Alle Vorkommen von der Permutationsmatrix P sind der Ubersichtlichkeit halber rot hervorgehoben.

Beweis. Es ist lediglich der Satz 9.8 auf PA an Stelle von A anzuwenden. Die zusatzlichen Schrit-
te in Algorithmus 9.12 gegeniiber Algorithmus 9.7 haben keinen Einfluss auf die Abschiatzung der
Rundungsfehler. ]

Quizfrage: Warum wurde in Satz 9.13 wie bereits in Satz 9.8 angenommen, dass die Pivotlemente
A(k, k) # 0 sind? Folgt das nicht bereits aus der Annahme der Regularitit von A und der Verwendung
der Spaltenpivotsuche?

Mit diesem Resultat konnen wir nun folgendes Analogon zu Satz 9.9 zeigen:

Satz 9.14 (Rickwartsanalyse der Losung eines linearen Gleichungssystems mittels LR-Zerlegung mit
Spaltenpivotisierung, vgl. Golub, van Loan, 1983, Chapter 3.4.6). Es gelten die Voraussetzungen von
Satz 9.13 und n emach < C < 1. Es werde die LR-Zerlegung von A € F"™*"" mit Spaltenpivotisierung mittels
Algorithmus 9.1z bestimmt und anschliefSend das lineare Gleichungssystem Ax = b mit b € F" mit Hilfe
der Vorwirts- und Riickwdrtssubstitution (Algorithmen 9.1 und 9.2) in der Form Ly = Pb und Rx = y
geldst. Die erhaltene Niherungslosung sei x. Dann gilt: Es gibt eine Matrix E, sodass gilt:

(A+E)X=b mit |E| <3(n—1)(|A|+P"|L||R]) émach + 2 va P"|L| |R]. (9.9)
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Beweis. =

In der Praxis kann man durch Spaltenpivotisierung oft die Gr63e des Terms % im Vergleich zum

gleichen Term ohne P giinstig beeinflussen. Damit reduziert sich dann die relative Fehlerschranke
des Riickwartsfehlers (9.9) gegeniiber (9.7) und damit (Satz 7.20) auch die relative Fehlerschranke des
Vorwirtsfehlers x’ —*i Beachte: P # Id sehen natiirlich auch die Faktoren L und R anders aus, daher ist
eine Vorhersage der Auswirkungen der Spaltenpivotisierung i. A. schwierig. Es gibt Beispiele, bei denen
eine Spaltenpivotisierung tatsichlich keine Vorteile bringt. In der Praxis ist die Spaltenpivotisierung
aber eine gute Wahl; siehe Ubung.

§ 10 LR-AHNLICHE ZERLEGUNGEN FUR SPEZIELLE MATRIZEN

§ 10.1  MATRIZEN, FUR DIE KEINE PIVOTSUCHE ERFORDERLICH IST

Es gibt Klassen von Matrizen, fiir die wir auch ohne Spaltenpivotsuche eine brauchbare Fehlerschranke
(9.7) erhalten. Dazu zidhlen

(1) total nichtnegative Matrizen A. Das sind Matrizen, fir die gilt, dass jede quadratische Unter-
matrix, die durch eine Anzahl von Zeilen und Spalten gewonnen wird, positive Determinante
besitzt. Die LR-Faktorisierung dieser Matrizen erfiillt (ohne Pivotisierung) die Bedingungen
L > 0undR > 0, woraus |L| |R| = |LR| = |A| folgt.

(2) diagonal-dominante Matrizen A. Das sind Matrizen, fiir die der Diagonaleintrag in jeder
Zeile betragsmiflig mindestens so grof3 ist wie die Summe der Betrdge der restlichen Elemente
derselben Zeile:

n
lai;| > Z|aij| furallei=1,...,n
j=1
j#i
Fiir regulére, diagonal-dominante Matrizen A kann man zeigen (Higham, 2002, Theorem 9.9),
dass [|IL] [Rl[le < (2n = 1) [[A]l gilt.

(3) Wenn die Matrix A zusétzlich zur Diagonaldominanz noch tridiagonal ist, also a;; = 0 gilt fiir
alle Indizes mit |i — j| > 1, dann kann man sogar |L| |R| < 3 |A| zeigen, siehe Higham, 2002,
Theorem 9.13.

§ 10.2  CHOLESKY-ZERLEGUNG FUR SYMMETRISCHE POSITIV DEFINITE MATRIZEN

Eine Matrix A € R™" heif3t positiv definit, wenn fiir alle x # 0 gilt: x’Ax > 0. Die Cholesky-
Zerlegung verallgemeinert den Begriff der Wurzel von positiven Zalen auf symmetrische, positiv
definite Matrizen. Man kiirzt die Eigenschaft einer Matrix, ,symmetrisch und positiv definit“ zu sein,
haufig mit s. p. d. ab.

94 https://tinyurl.com/scoop-ein-s22 2022-06-05


https://tinyurl.com/scoop-ein-s22

@O Einfihrung in die Numerik

Definition 10.1 (Cholesky-Zerlegung). Es sei A € R™" s. p. d.. Eine Zerlegung der Form A = LL", wobei
L eine untere Dreiecksmatrix mit positiver Diagonale ist, heif$t eine Cholesky-Zerlegung von A.

Satz 10.2 (Cholesky-Zerlegung, vgl. Bornemann, 2018, Kapitel 8.3). Jede s. p. d. Matrix A € R™" besitzt
eine eindeutige Cholesky-Zerlegung.

Beweis. Wir fithren einen konstruktiven Beweis per Induktion tiber die Dimension n. Fiir n = 1 ist
A € R eine positive Zahl und besitzt eine eindeutige positive Wurzel L. Fiir den Induktionsschritt sei
die Behauptung bereits bewiesen fiir Dimension n. Wir betrachten den Ansatz

oot

wobei A’ € RU#Dx(n+1) ¢ 1 d_jst. Die Dimensionen von A und L sind n X n, die Dimensionen von a
und ¢ sind n X 1, und @ und A sind Zahlen. Am Ansatz lesen wir folgende Bedingungen ab:

A=LL"
a=L¢
a="01+)°

Quizfrage: Was ist mit der vierten Gleichung?

Der Faktor L’ soll eine untere Dreiecksmatrix mit positiver Diagonale sein. Insbesondere ist daher L
ebenfalls eine untere Dreiecksmatrix mit positiver Diagonale. Aufgrund der Induktionsvoraussetzung
ist L aber durch die erste Gleichung A = LL" bereits eindeutig bestimmt. Da L auch invertierbar ist
(Quizfrage: Klar?), kénnen wir die zweite Gleichung auflsen und erhalten ¢ = L™'a. Schlieilich
ergibt sich aus der letzten Gleichung A* = & — £"¢. Wenn wir gleich noch zeigen konnen, dass dieser
Ausdruck positiv ist, dann ist auch A als die (positive) Wurzel eindeutig bestimmt. Wir wahlen dazu
x = —L7"¢ und bilden mit dem Vektor x” := () die quadratische Form:

xTA, x| _ x\" [LLT | L] (x

1 1 1) [£L7| a|\1
=L UL -2 L7 Lt +
=a-1{"¢.

Da nach Voraussetzung A’ positiv definit ist, ist die linke Seite positiv, also auch die rechte. Damit
haben wir gezeigt, dass auch die s. p. d. Matrix A’ eine Cholesky-Zerlegung besitzt, die auch eindeutig
ist. O

Der Beweis von Satz 10.2 ist konstruktiv und kann direkt in ein numerisches Verfahren umgesetzt
werden:

Algorithmus 10.3 (Cholesky-Zerlegung einer s. p. d. Matrix, vgl. Golub, van Loan, 1983, Algorithm 3.4.1).

Eingabe: s.p.d. Matrix A
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Ausgabe: Faktor L der Cholesky-Zerlegung A = LL'
1 Setze L = 0 (Nullmatrix)
2 fork =1,2,...,ndo

3: Setzel =1:k-1={1,2,...,k -1}
g LoseL(LI) ¢ = A(LK)

5 Setze L(k,I) = "

6: Setze L(k, k) = +\JA(k, k) — '¢

7. end for

Beachte: In der ersten Iteration (k = 1) ist I = (). Das bedeutet, dass in den Zeilen 4 und 5 nichts getan
wird und ¢ € R%*! als leerer Vektor zu deuten ist mit £'¢ = 0 in Zeile 6.

Satz 10.4 (Aufwand der Cholesky-Zerlegung). Der numerische Aufwand fiir die Erzeugung der Cholesky-
Zerlegung einer s. p. d. Matrix A € R™" ist von der GrifSenordnung %n3 +0(n?).

Beweis. Der wesentliche Aufwand in jeder Iteration ist die Losung des Gleichungssystems in Zeile 4
mittels Vorwirtssubstitution (Algorithmus 9.1) mit dem Aufwand (k — 1)2. In Zeile 6 kommen (k — 1)
Multiplikationen, k — 1 Additionen und eine Wurzel hinzu, zusammen 2k — 1 FLOPs. Die Summation
iber k =1,2,...,n ergibt %n3 +O(n?) FLOPs. O

Bemerkung 10.5 (Zur Cholesky-Zerlegung).

(if)

(

(i) Der Aufwand fiir die Berechnung der Cholesky-Zerlegung einer s. p. d. Matrix ist mit dem fiihrenden

iii)

(iv)

(v)

Term %n3 nur halb so grof$ wie der Aufwand fiir die LR-Zerlegung einer allgemeinen reguldren

Matrix.

Algorithmus 10.3 greift nur auf das obere Dreieck von A zu. Man kann das Verfahren also auch
fiir Datenstrukturen implementieren, bei denen iiberhaupt nur die obere Dreiecksmatrix von A
gespeichert wird, womit der Speicheraufwand i. W. halbiert wird.

An Stelle der Zerlegung A = LL" wird manchmal auch die Zerlegung A = LDL" verwendet, wobei L
eine untere Dreiecksmatrix mit lauter Einsen auf der Diagonale und D eine positive Diagonalmatrix
ist.

Es gibt eine alternative Definition der Cholesky-Zerlegung
A=R'R,

bei der eine obere Dreiecksmatrix R mit positiver Diagonale verwendet wird.® Es gilt der Zusam-
menhang L = R'. Natiirlich gibt es hier auch wieder die Version A = R'DR.

Die Existenz und Eindeutigkeit der Cholesky-Zerlegung (Satz 10.2) kann auch als Spezialfall der
LR-Zerlegung hergeleitet werden. Quizfrage: Konnen Sie das?

Das ist zum Beispiel der Standard in MATLAB’s chol und scipy. linalg.cholesky.

96
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Wenn die Cholesky-Zerlegung A = LLT vorliegt, so konnen wir jedes lineare Gleichungssystem Ax = b
mit Hilfe der beiden Dreieckssysteme Ly = b und L"x = y mit dem Gesamtaufwand von n? FLOPs
16sen.
Ende der Woche 7
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Ck-Funktion, 16

O, siehe Grof3-O

0, siehe Klein-o

co-Norm, 11

k-mal stetig partiell differenzierbare Funktion,
16

Ableitung, 15

absolute Konditionszahl, 25

absolute partielle Konditionszahlen, 24
Adjazenzmatrix, 6

allgemeine linearen Gruppe, 36
asymptotisch obere Schranke, 19
asymptotisch vernachlissigbar, 20
Ausldschung, 31

Basis einer FlieS)kommazahl, 45
Berechnungsgraph, 57
binary64, siehe double precision

Cauchy-Schwarz-Ungleichung, 11
Cholesky-Zerlegung, 95

Definitheit einer Norm, 10
diagonal-dominante Matrix, 94
differentielle Sensitivititsanalyse, 23
differenzierbare Funktion, 15

double precision, 47
Dreiecksungleichung, 10

diinne Singularwertzerlegung, 39

echte Addition, 31
echte Subtraktion, 31
Eigenpaar, 36
Eigenvektor, 36
Eigenwert, 36
Eigenwertaufgabe, 8
Einheitsmatrix, 12

Elastizitit, 27

Eukldisches Innenprodukt, 11
Euklidische Norm, 11
Exponent, 45

Festkommazahlen, 45
FlieBkommagitter, 45
FlieSkommazahl, 45
Frobeniusmatrix, 72

Ganzzahlen, 45
Grof3-0, 19, 20
gut konditioniert im absoluten Sinne, 25
gut konditioniert im relativen Sinne, 28

Hessematrix, 17
Horner-Schema, 62

Jacobimatrix, 15

Kante eines Graphen, 6
Klein-o, 20

Knoten eines Graphen, 6
Konditionszahl einer Matrix, 33
konvexe Menge, 16

Landau-Notation, 19

linke Dreiecksmatrix, siehe untere Dreiecksma-
trix

Linkssingularvektoren, 37

Lipschitz-Konstante, 18

Lipschitz-stetige Funktion, 18

LR-Zerlegung, 73

LR-Zerlegung mit Pivotisierung, 77

LR-Zerlegung mit Totalpivotisierung, 81

LU-Zerlegung, siehe LR-Zerlegung

Mantisse, 45
Maschinengenauigkeit, 48
Maschinenoperation, 50
Metrik, 11
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Mittelwertsatz, 17

Norm, 10

normalisierte FlieBkommazahl, 45
Numerik, 5

numerische Mathematik, 5

obere Dreiecksmatrix, 70
Operatornorm, 12
orthogonale Gruppe, 36
orthogonale Matrix, 36
Orthonormalbasis, 36

Permutationsmatrix, 74
Pivotelement, 75

positiv definite Matrix, 94

positive Homogenitét einer Norm, 10
Potenzmethode, 8

rechte Dreiecksmatrix, siehe obere Dreiecksma-
trix

Rechtssingulédrvektoren, 37

relative Konditionszahl, 28

relative partielle Konditionszahlen, 27

Restglied, 15

Rundung, 48

Rundung zur nichstgelegenen FlieBkommazahl,
48

Rickwartsanalyse, 67

rickwartsstabiler Algorithmus, 67

Riickwértssubstitution, 71

schlecht konditioniert im absoluten Sinne, 25

schlecht konditioniert im relativen Sinne, 28

Sensitivitatsanalyse, 22

Signum, 14

Singularwerte, 37

Singularwertzerlegung, 37

Spaltenpivotsuche, 76

Spaltensummennorm, 13

spd Matrix, 94

Spektralnorm, 13

Spektralzerlegung einer reellen, symmetrischen
Matrix, 36

stabiler Algorithmus, 69

Subadditivitat einer Norm, 10

SVD, siehe Singularwertzerlegung

total nichtnegative Matrix, 94

totale Pivotsuche, 81
Transpositionsmatrix, 74
tridiagonale Matrix, 94

untere Dreiecksmatrix, 73

Vektoriteration, 8
Verbindungsstrecke, 16
Vertauschungsmatrix, 74
Von-Mises-Iteration, 8
Vorwiértsanalyse, 56
Vorwirtselimination, 70
vorwértsstabiler Algorithmus, 64

wissenschaftliches Rechnen, 5

Zeilensummennorm, 13
Zeilenvektoren, 11
zuldssiger Bereich eines FlieSkommagitters, 47
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