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Kapitel o  Einfiihrung

§ 1 GRUNDBEGRIFFE UND KLASSIFIKATION VON OPTIMIERUNGSAUFGABEN

Die mathematische Optimierung beschaftigt sich mit Aufgaben der Form

Minimiere f(x) iber x € Q (Zielfunktion)
sodass gj(x) <0 firier (Ungleichungsnebenbedingungen) (1.1)
und hj(x) =0 firje&.  (Gleichungsnebenbedingungen)

Q C R" heif3t die Grundmenge und x die Optimierungsvariable oder einfach die Variable der
Aufgabe. Oft sind dabei

« die Funktionen f, g;, h;: R" — R hinreichend glatt (C*-Funktionen),
+ 7 und & endliche (evtl. leere) Indexmengen.

Im Fall Q = R" spricht man von kontinuierlicher Optimierung. Im Fall Q = Z" handelt es sich
um diskrete (ganzzahlige) Optimierungsaufgaben, die in dieser Lehrveranstaltung nur am Rande
behandelt werden.

Definition 1.1 (Grundbegriffe).
(i) Fir eine Optimierungsaufgabe (1.1) heift

F:= {x € Q|gi(x) <O firallei € I, hj(x) =0 firalle j € 8}
die zulassige Menge (englisch: feasible set). Jedes x € F heifSt zuldssiger Punkt.

(ii) Die Ungleichung g;(x) < 0 heif$t an der Stelle x aktiv, wenn g;(x) = 0 gilt. Sie heif$t inaktiv,
wenn g;(x) < 0 ist. Sie heif$t verletzt, wenn g;(x) > 0 ist.

(iii) Der Wert
f*=1inf {f(x)|x € F}

heifit der Optimalwert (englisch: optimal value) der Aufgabe (1.1).

(iv) Im Fall F = O nennt man die Aufgabe (1.1) unzuldssig (englisch: infeasible). Es gilt dann f* = +oo.
Im Fall f* = —oo heif$t das Problem unbeschrdnkt (englisch: unbounded).
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(v) Ein Punkt x* € F heif$t ein globaler Minimierer, globale Minimalstelle oder global optimale
Losung, wenn gilt:

f(x*) < f(x) firallex € F.

Aquivalent dazu ist: f (x*) = f*. In diesem Fall heift die Zahl f* dann auch das globale Minimum
oder der globale Minimalwert von (1.1).

(vi) Ein globaler Minimierer x* heifSt strikt, wenn gilt:

f(x*) < f(x) furallex € F, x # x".

(vii) Ein Punkt x* € F heifst ein lokaler Minimierer, lokale Minimalstelle oder lokal optimale
Losung, wenn es eine Umgebung U (x™) gibt, sodass gilt:

f(x*) < f(x) fiirallex € FNU(x").

In diesem Fall heifst f(x*) dann auch ein lokales Minimum oder ein lokaler Minimalwert von

(1.2).
(viii) Ein lokaler Minimierer x* heif$t strikt, wenn gilt:

f(x") < f(x) firallex e FNU(x"), x#x".

(ix) Eine Optimierungsaufgabe (1.1) heifst losbar, wenn sie mindestens einen globalen Minimierer
besitzt, also einen zuldssigen Punkt, an dem der Optimalwert angenommen wird. Ansonsten heifSt
die Aufgabe unlosbar.

Quizfrage: Welche Eigenschaften haben die in Abbildung 1.1 markierten Punkte?
Quizfrage: Was ist der Unterschied zwischen einem lokalen und einem globalen Minimierer?

Quizfrage: Ist jeder globale Minimierer auch ein lokaler Minimierer? Ist jeder lokale Minimierer auch
ein globaler Minimierer?

Quizfrage: Gibt es Optimierungsaufgaben, die einen lokalen Minimierer besitzen, aber keinen globa-
len?

Beachte: Eine Maximierungsaufgabe ,Maximiere f(x) tiber x € F* kann durch Ubergang zu ,Mini-
miere —f(x) iber x € F* immer in eine Minimierungsaufgabe umgeschrieben werden.

Neben der Frage, welche verschiedenen Klassen von Optimierungsaufgaben es gibt, sind folgende
Fragestellungen in der mathematischen Optimierung von Bedeutung:

(1) Wann existieren Optimallésungen?

(2) Wie erkennt man sie? (~ Optimalititsbedingungen)
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Abbildung 1.1: Illustration der Begriffe aus Definition 1.1 anhand einer Zielfunktion f: R — R. Die
zulédssige Menge ist das auf der x-Achse markierte Intervall.

(3) Wie kann man Losungen algorithmisch berechnen?

In dieser Lehrveranstaltung werden wir diese Fragen fiir einige wichtige Typen von Optimierungsauf-
gaben (1.1) beantworten. Aufgaben der allgemeinen Form (1.1) mit nichtlinearer Zielfunktion und/oder
nichtlinearen Nebenbedingungen werden in der Lehrveranstaltung Nichtlineare Optimierung behandelt.
Spéter schlieflen sich Veranstaltungen beispielsweise zu unendlich-dimensionalen Optimierungsaufga-
ben, insbesondere Aufgaben der Optimierung mit partiellen Differentialgleichungen, an.

Solange nichts anderes gesagt wird, gehen wir ab jetzt immer von Q = R" aus.

Definition 1.2 (Klassifikation von Optimierungsaufgaben).

(i) Eine Optimierungsaufgabe (1.1) heif3t frei oder unrestringiert (englisch: unconstrained), wenn
I = & = 0 ist, andernfalls gleichungs- und/oder ungleichungs-beschrinkt oder -restringiert
(englisch: equality constrained, inequality constrained).”

(ii) Ungleichungsbeschrinkungen der besonders einfachen Art
;i < x; < uy, i=1...,n

mitf; € RU{—oco} undu; € RU {co} heiflen Box-Beschrankungen mit oberer Schranke u und
unterer Schranke ¢.

(iii) Sind f, g und h (affin-)lineare Funktionen von x, so sprechen wir von linearer Optimierung.’
Eine lineare Optimierungsaufgabe heifit auch lineares Programm (englisch: linear program, LP),
also z. B.
Minimiere c'x sodass Ax=b und x>0.

'Wir behandeln unrestringierte Aufgaben in Kapitel 1.
’Diese werden in Kapitel 2 behandelt.
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(iv) Sind allgemeiner f und alle g; konvexe Funktionen und sind alle h; wieder (affin-)linear, so sprechen
wir von konvexer Optimierung. Hierbei darf auflerdem noch Q C R" eine konvexe Teilmenge
sein.’

(v) Ist f ein quadratisches Polynom und sind g und h (affin-)linear, so sprechen wir von quadratischer
Optimierung. Eine quadratisches Optimierungsaufgabe heifit auch quadratisches Programm

(OP).

(vi) Im allgemeinen Fall spricht man von nichtlinearer Optimierung und von einem nichtlinea-
ren Programm (NLP). Nichtlineare Optimierungsaufgaben und zugehorige Losungsalgorithmen
werden in der Lehrveranstaltung Nichtlineare Optimierung behandelt.

Bemerkung 1.3. Die Grundsteine der linearen Optimierung wurden in den 1940er Jahren von einer
Projektgruppe SCOOP (Scientific Computation of Optimum Programs) um George Dantzig (1914—2005) bei
der U.S. Air Force gelegt. Im militdrischen Sprachgebrauch wurde die Ressourcenplanung als die Erstellung
eines Programms bezeichnet, und diese Bezeichnung hat sich erhalten. George Dantzig entwickelte 1947
das Simplex-Verfahren (siehe Kapitel 2). Mehr zur Historie findet man in Gass, Assad, 2005.

Nicht jede Optimierungsaufgabe ist lsbar. Man kann aber unter recht allgemeinen Annahmen die
Existenz eines globalen Minimierers beweisen, wie der folgende Existenzsatz zeigt:

Satz 1.4 (Existenz eines globalen Minimierers).
Die zuldssige Menge F C R" sei nichtleer. Weiter sei f: F — R unterhalbstetig (auch: halbstetig von
untenenglisch: lower semicontinuous) auf F, d. h.,

(9) ek x¥ sy eF = liminf f) 2 f(x0).

Fiir irgendein m € R sei die Sub-Levelmenge
L={xeF|f(x) <m}
kompakt in R" und nichtleer. Dann besitzt die Aufgabe
Minimiere f(x) iber x€F

mimdestens einen globalen Minimierer.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass f auf F nach unten beschrankt sein muss. Andernfalls gibt es ei-
ne Folge (x(H) C F mit der Eigenschaft f(x(®)) < —k. Fiir hinreichend grofle k € N liegen die
Glieder dieser Folge in der Menge L. Da aber L kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge
(x(k([))) C L mit der Eigenschaft x5 x* e Lfiir ¢ — oo, Aufgrund der Unterhalbstetigkeit von f

folgt f(x*) < liminf, f(x(km)) = —oo, Widerspruch. Aufgrond-der-tnterhatbstetigkeit—von—+
ole oo e o e (K

(KON N1 (£)

a tl

3Diese Aufgaben werden in Kapitel 3 besprochen.
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Es sei nun f* := infycr f(x) € R der Optimalwert. Dann gibt es eine Folge (x(k)) C F mit der
Eigenschaftt f(x®)) \, f*. Fiir hinreichend grofie k € N gehért die Folge zur Sub-Levelmenge L, und
aufgrund der Kompaktheit existiert eine konvergente Teilfolge x ¥ “) 5 x*, deren Grenzwert x* in L
liegt und insbesondere zulissig ist. Wegen der Unterhalbstetigkeit von f gilt lim,_,o, f(x m)) > f(x"),

k(”)) _

aber auch lim,_, o, f(x( = f*. Dies zeigt, dass x* ein globaler Minimierer ist. O

Bemerkung 1.5.
Wenn f sogar stetig auf F ist, dann folgt die Aussage von Satz 1.4 aus dem Satz von Weierstraf3: Stetige
reellwertige Funktionen nehmen auf kompakten Mengen ihr Minimum (und Maximum) an.

§ 2 NOTATION UND WIEDERHOLUNG VON DIFFERENZIERBARKEITSBEGRIFFEN

In diesem Skript verwenden wir farbige Kennzeichnungen fiir Definitionen und Hervorhebungen .
« Die natiirlichen Zahlen sind N = {1, 2, ...}. Wir schreiben Ny fiir N U {0}.
« Wir bezeichnen offene Intervalle mit (g, b) und abgeschlossene Intervalle mit [a, b].

« Matrizen werden iblicherweise mit lateinischen Grof3buchstaben bezeichnet, Vektoren mit latei-
nischen Kleinbuchstaben und Skalare mit griechischen oder lateinischen Kleinbuchstaben. Die
Einheitsmatrix wird mit Id bezeichnet. Wir unterscheiden den Vektorraum der Spaltenvektoren
R"™ vom Vektorraum der Zeilenvektoren R,,.

 Unendliche Folgen N — R” bezeichnen wir mit (x(k)) und nicht mit (xx) etc., um einen Konflikt
mit der Bezeichnung der Komponenten eines Vektors x = (xj,...,x,)" € R" zu vermeiden.
Endlich viele Vektoren werden dennoch auch mit x;, x2 etc. bezeichnet.

« Die durch die streng monoton wachsende Folge N 3 ¢ - k(Y € N gebildete Teilfolge einer
Folge (x(k)) wird mit (x(k“))) bezeichnet.

« Fiir Vektoren x, y € R" bezeichnet x"y das Euklidische Skalarprodukt (Innenprodukt) und ||x||
die euklidische Norm:

[|lx]| = VxTx.

Wir schreiben also nicht (x, y) oder x - y fiir das Euklidische Skalarprodukt.

« Ist M € R™" eine symmetrische, positiv definite Matrix, so erzeugt sie ein Skalarprodukt x"My
und eine Norm ||x||pr = Vx"Mx auf R". Es gilt ||x|| = ||x]|wq.

o Fiire > 0 und x* € R™ ist
B.(x") = {x e R"[|lx —x"|| < &}

4Fir eine reelle Zahlenfolge (y(k)) bedeutet y(k) \ ). dass y(k) > y gilt und y(k) — y. Die Monotonie der Folge ist
damit nicht gemeint.
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die offene e-Umgebung von x* oder auch die offene ¢-Kugel um x*. Die abgeschlossene
e-Umgebung von x* oder auch die abgeschlossene ¢-Kugel notieren wir als

B.(x*) == {x e R"|||]x — x"|| < ¢}.

Das Innere einer Menge M C R" bezeichnen wir mit int M und den Abschluss mit M.

Fiir eine Funktion f: R” — R und gegebenes x € R" heifit die Ableitung der partiellen Funktion
t = f(x +te;) an der Stelle t = 0 die i-te partielle Ableitung von f an der Stelle x, kurz:
aixif(x). Dabei ist e; = (0,...,0,1,0,...,0)" einer der Vektoren der Standardbasis von R". Mit

anderen Worten:
po fGctte) = f(x).
t—0 t

d
a—xif(x) =

Allgemeiner heif3t die Ableitung der Funktion t — f(x+1t d) an der Stelle t = 0 die (beidseitige)
Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung d # 0, kurz:

fcttd) - fx)
t

0 :
oq/ ) = lim

Die rechtsseitige Ableitung der Funktion t — f(x+t d) an der Stelle t = 0 heif3t die (einseitige)
Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung d # 0, kurz:

fcttd) - fx)

t

"(x;d) = li
f'(x;d) Jim

Eine Funktion f: R" — R heif3t differenzierbar (kurz: diffbar) an der Stelle x € R”, falls ein
Vektor v € R,, (Zeilenvektor) existiert, sodass gilt:

flx+d)—-f(x)—vd

— 0 furd — 0.
lld]|

Der Vektor v heifit in dem Fall die (totale) Ableitung von f an der Stelle x und wird mit f’(x)
bezeichnet.

Fir diffbare Funktionen f: R* — R gilt

ax; > xn

f/(x)z(af(x) 3f(x))€Rn'

Den transponierten Vektor (Spaltenvektor)

of (x)

ax1
Vi =| ¢ |=f 0T er”
of (x)

Ixn

bezeichnen wir als den Gradienten bzgl. des Euklidischen Skalarprodukts von f an der Stelle x.
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« Fir diftbare Funktionen gilt:

f(x;d) = a—(zjf(x) = f'(x)d = Vf(x)'d.

« Eine Funktion f: R"” — R heifit stetig partiell diffbar oder kurz: C'(R", R), wenn alle partiel-

len Ableitungen a];(;c) als Funktionen von der Stelle x stetig sind. C!'-Funktionen sind iiberall
diffbar.
« Die Matrix
Pfx)  Pf(x) Pf(x)
axlz 9x10xp T 9x10Xn
Pflx)  Pf(x) Pf(x)
f"(x) _ (azf(x) )n _ | 9xe0x Ix2 T oxgoxn
0Xi 0%} ) j= : : :
Pfx) P f(x) ?f(x)
Oxp0x1  Oxnpox;  oxh

bestehend aus den zweiten partiellen Ableitungen der Funktion f: R” — R an der Stelle x heifit
die Hessematrix.

« Eine Funktion f: R” — R heifit zweimal stetig partiell differenzierbar oder kurz: C*(R", R),
wenn alle Eintrage in f”’(x) als Funktionen von der Stelle x stetig sind. In diesem Fall ist f"’(x)
nach dem Satz von Schwarz symmetrisch.

SchlieBlich benétigen wir hiufig den Satz von Taylor:

Satz 2.1 (Taylor, siehe Geiger, Kanzow, 1999, Satz A.2 oder auch Heuser, 2002, Satz 168.1).
Essei G C R" offen, k € Ny und f: G — R (k + 1)-mal stetig partiell diffbar, kurz: C**'(G, R). Falls x,
und xy + d und die gesamte Verbindungsstrecke in G liegen, dann existiert &€ € (0, 1), sodass gilt:

imFallk =0: f(xo+d) = f(x0)+ f'(x0+&d)d (Mittelwertsatz),
imFallk=1: f(xo+d) = f(xo) + f'(x0)d + %de"(xo +&d)d.

Fir vektorwertige Funktionen F: R" — R™ heif3t die Matrix der partiellen Ableitungen aller Kompo-
nentenfunktionen Fi, ..., F,,, also

8F1 (X) aFl (X)
X1 oxy,
: c Ran
9Fp (x) 9Fp (x)
X1 oxp,

die Jacobimatrix von F an der Stelle x. F heiflt diffbar, wenn alle Komponentenfunktionen diftbar
sind. F heif3t stetig partiell diffbar, wenn alle Eintrage der Jacobimatrix als Funktionen von der
Stelle x stetig sind. C'-Funktionen sind iiberall diffbar.
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Kapitel 1 Unrestringierte Optimierung

Wir betrachten in diesem Kapitel das unrestringierte (freie) Optimierungsproblem (1.1) mit Q = R”
und 7 = & =0, also
Minimiere f(x) tber x € R".

Wir beschrianken uns auf das Auffinden lokaler Minimalstellen. Globale Minimierer zu bestimmen ist
sehr schwierig und nur unter zusitzlichen Voraussetzungen an die Funktion f tiberhaupt algorithmisch
moglich.

Im gesamten Kapitel 1 sei f: R” — R mindestens einmal stetig partiell diffbar, kurz: C*. Es gilt also fiir
die (beidseitige) Richtungsableitung

fx+td) - f(x)
t

2 f(x) = lim - f(x)d.

§ 3 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN DER UNRESTRINGIERTEN OPTIMIERUNG

Literatur: Geiger, Kanzow, 1999, Kapitel 2

Satz 3.1 (Notwendige Bedingung 1. Ordnung).
Es sei x* ein lokaler Minimierer, und f sei C! in einer Umgebung U (x*). Dann ist die Ableitung f'(x*) = 0.

Beweis. Es seid € R” beliebig. Dann gilt fiir hinreichend kleine ¢ > 0 aufgrund der lokalen Optimalitat
von x* die Ungleichung f(x*) < f(x" + t d). Nach dem Satz von Taylor 2.1 existiert weiter fiir jedes
hinreichend kleine t > 0 (sodass x* + t d in U (x™) bleibt) jeweils ein & € (0, 1), sodass gilt:

f' +td) = f(&) + f/(x" + & 1d) (1d).
Aus beiden Aussagen zusammen folgt:

0< f(x*‘*'tci)_f(X*) _ %f’(x*+§ttd) (td) :f’(x*+§ttd)d

fiir hinreichend kleine ¢ > 0. Der Grenziibergang’ ¢ \, 0 liefert wegen der C!-Eigenschaft von f nun
f’(x*)d = 0. Analog erhilt man unter Verwendung von —d die Folgerung f’(x*) d < 0, zusammen
also f’(x*)d = 0 fur alle d € R". O

'Wie tblich bedeutet dies: ¢ > 0 und ¢t — 0, nicht notwendigerweise monoton.
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Ein Punkt x € R" mit der Eigenschaft f’(x) = 0 heif}t stationdrer Punkt von f.

Quizfrage: Wie kann man sich die Eigenschaft ,,f’(x) = 0 beispielsweise fiir eine Funktion f: R> — R
vorstellen?

Beachte: Die Bedingung ,,f’(x) = 0 ist keinesfalls hinreichend dafiir, dass x ein lokaler Minimierer
von f ist. Mit Hilfe von Bedingungen 2. Ordnung kann man stationare Punkte genauer unterscheiden.

Satz 3.2 (Notwendige Bedingung 2. Ordnung).

Es sei x* ein lokaler Minimierer, und f sei C? in einer Umgebung U (x*). Dann ist die Hessematrix f”' (x*)

positiv semidefinit.”

Beweis. Wir nehmen an, dass f”’(x*) nicht positiv semidefinit ist. Dann existiert d € R" mit
df"(x*)d < 0.

Nach dem Satz von Taylor 2.1 existiert fiir alle hinreichend kleinen t > 0 (sodass x* + ¢t d in U(x*)
bleibt) jeweils ein & € (0, 1), sodass gilt:

Pt +td) = F() +1 £ () ds 2dTf7 (" + & td) d.
—— 2
=0 nach Satz 3.1

Der Term d" f”’(x) d hingt nach Voraussetzung in der Umgebung U (x*) stetig vom Punkt x ab. Nach
Annahme ist also d" f”(x) d < 0 fiir alle x hinreichend nahe bei x*. Folglich gibt es ein t, > 0, sodass
d'f"(x*+&td)d < 0 fur alle ¢ € (0, ty) gilt. Daraus folgt

f(x*+td) < f(x*) firallet € (0,1),

im Widerspruch zur Voraussetzung, dass x* ein lokaler Minimierer von f ist. O

Quizfrage: Wie kann man sich die Eigenschaft ,,f”’ (x) ist positiv semidefinit” beispielsweise fiir eine
Funktion f: R? — R vorstellen?

Quizfrage: Kann man den Satz 3.2 auch konstruktiv, also ohne Widerspruchsbeweis, zeigen?

Beachte: Auch die Bedingungen ,,f"(x) = 0“ und ,,f"’(x) ist positiv semidefinit® gemeinsam sind nicht
hinreichend dafiir, dass x ein lokaler Minimierer von f ist.

Satz 3.3 (Hinreichende Bedingung 2. Ordnung).
Es sei f eine C*-Funktion in einer Umgebung U (x*), und es gelte

(i) f'(x*) =0 und

(i1) f"'(x*) ist positiv definit.

2 Aufgrund der Symmetrie von f”/(x*) ist dies dquivalent dazu, dass alle Eigenwerte von f”/(x*) nicht-negativ sind.
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Dann gilt: Zu jedem 5 € (0, ), wobei p1 > 0 der kleinste Eigenwert von f'(x*) ist, gibt es eine Umgebung
Up(x™) von x* mit der Eigenschaft

p

f(x) > f(x")+ Ellx —x*||* firallex € Up(x"). (3.1)

Insbesondere ist x* ein strikter lokaler Minimierer von f.

Zu der Eigenschaft (3.1) sagt man auch, die Funktion f habe mindestens quadratisches Wachstum
in der Ndhe von x* bzw. f verhalte sich lokal stark konvex (siehe Kapitel 3).

Quizfrage: Wie kann man sich die Eigenschaft (3.1) beispielsweise fiir eine Funktion f: R*> — R
vorstellen?

Quizfrage: Welche Eigenschaft der Funktion f beschreibt der kleinste Eigenwert p von " (x*)?

Beweis. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass die Werte des Rayleigh-Quotienten fiir die sym-
metrische Matrix f”/(x*) nach oben bzw. unten durch den gréfiten bzw. den kleinsten Eigenwert
beschrankt sind, dass also insbesondere gilt:

df"(x*)d > p||d||* firalle d € R".

Nach dem Satz von Taylor 2.1 existiert fiir jedes d € R" mit ||d|| hinreichend klein (sodass x*+d € U(x")
liegt) jeweils ein & € (0,1), sodass gilt:

fGE+d) = f(x") + f'(x7) d+%de"(X* +&ad)d. (3.2)
—_———
=0 nach Annahme (i)

Da die Hessematrix f”’(x) und damit auch ihre Eigenwerte nach Voraussetzung stetig von x abhéngen
(Quizfrage: Warum ist das eigentlich so?), gibt es fiir jedes € (0, 1) eine Umgebung Ug(x™), sodass
der kleinste Eigenwert von f"’(x) fiir jedes x € Ug(x™) nicht kleiner als f ist. Wie oben folgt daraus:

B

1
_dT// d>_d2
S () d = 2d]

fir alle x € Ug(x*) € U(x"). Fiir ein solches x und d := x — x™ erhalten wir also aus (3.2):

) = f( 4 d) = fx) + 24 [ + Egd) d

|

> f) + Dl <

Erfullt f an einem stationédren Punkt x* die notwendige, aber nicht die hinreichende Bedingung
2. Ordnung, so ist keine Aussage tiber das Vorliegen eines lokalen Minimierers moglich. Es gibt also
eine ,unentscheidbare Liicke” zwischen diesen Bedingungen.
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§ 4 DAs GRADIENTENVERFAHREN

Literatur: Geiger, Kanzow, 1999, Kapitel 8

Das Gradientenverfahren ist der einfachste Vertreter in der Klasse der Abstiegsverfahren. Bei Abstiegs-
verfahren entsteht eine Folge von Iterierten (x(¥)) C R”. In jeder Iteration werden folgende Schritte
ausgefiihrt:

(1) Bestimmen einer Abstiegsrichtung d®) fiir f am aktuellen Punkt x (%,
(2) Bestimmen einer Schrittlinge t*) > 0, sodass f(x® +t®) gy < £(x®)) gilt.3
(3) Aufdatieren durch x(k*V := x () 4 (k) g(k),

(4) Erhohen des Iterationszdhlers k ~» k + 1.

Definition 4.1 (Abstiegsrichtung).
Ein Vektord € R" heifst Abstiegsrichtung fiir f im Punkt x € R", wenn gilt:

f’(X) d<0. (41)

Der negative Gradient —Vf(x) ist die Richtung des steilsten Abstiegs von f im Punkt x. Er ist
immer eine Abstiegsrichtung, aufler in einem stationdren Punkt. Wir kdnnen (4.1) auch schreiben als
Vf(x)'d < 0. Anschaulich bedeutet dies, dass der Winkel zwischen der Richtung d und dem negativen
Gradienten —V f(x) kleiner als 90° ist, siche Abbildung 4.1.

d
-Vf(x)

Levelmenge {y € R"| f(y) = f(x)}

Abbildung 4.1: Verschiedene Abstiegsrichtungen d fir f im Punkt x.

Quizfrage: Mit welchem Begriff konnte man die Menge aller Abstiegsrichtungen einer Funktion
f: R" = R in einem Punkt x geometrisch beschreiben?

§ 4.1 VORSTELLUNG DES VERFAHRENS

Beim (einfachen) Gradientenverfahren wird als Abstiegsrichtung d® = -~V f(x¥)) gewihlt. Es
heifit deshalb auch das Verfahren des steilsten Abstiegs (englisch: steepest descent method). Es

3Der neue Funktionswert ist also geringer oder wenigstens nicht groBer als der aktuelle, daher der Name ,, Abstiegsverfahren®.

https://tinyurl.com/scoop-gdo 15


https://tinyurl.com/scoop-gdo

R. Herzog @O®S

orientiert sich nur an den Funktionswerten von f, nicht an den Optimalitatsbedingungen aus § 3.

Bei der Wahl der Schrittweiten ¢¥) verwendet das Verfahren einen Algorithmus zur Liniensuche, bei
der f entlang einer Richtung d nach einer geeigneten Schrittweite ,durchsucht” wird. Wie das folgende
Beispiel zeigt, reicht es dabei nicht aus, dass (f(x*))) von Iteration zu Iteration streng monoton fallt,
um Konvergenz gegen einen Minimierer oder wenigstens gegen einen stationdren Punkt zu erzielen:

)k+

Beispiel 4.2. Es seien f(x) = x%, (¥ = 1 und d'¥) = —1 sowie als Schrittweiten t*) = (1 ? gewdhlt.

Dann ist die Folge der Iterierten gegeben durch

k
x4 = x84 48 (Cg) = O Y
i=0

Daraus folgt x**) < x® ynd f(x* V) < f(x*)). Die Folge der Funktionswerte fillt also streng
monoton. Jedoch konvergiert x) \, x* = 1/2, also gegen einen ,uninteressanten Punkt und nicht gegen
den strikten globalen Minimierer von f beix = 0.

Quizfrage: Was ist das ,Problem” mit den in Beispiel 4.2 gewéhlten Schrittweiten?

Angesichts des Beispiels 4.2 sollten wir uns also fragen, welche Bedingung man an die Schrittweiten
stellen sollte, um Konvergenz des Gradientenverfahrens gegen einen stationdren Punkt (f"(x) = 0) zu
erhalten.

Die exakte Liniensuche

,Bestimme ®) := £, so, dass f(x(k) + tind©) = Igi(l)lf(x(k) +td®) gilt”® (4.2)

ist wegen ihres Aufwands aufler in Sonderfallen fiir besonders einfache Zielfunktionen f nicht prakti-
kabel.

Quizfrage: Welche weitere Schwierigkeit kann sich beim Versuch, die Schrittweite nach (4.2) zu
wihlen, auflerdem noch ergeben?

Dabher greift man zu einer besser realisierbaren Schrittweitenstrategie: Zu einer gegebenen Abstiegs-
richtung d fiir die Funktion f im Punkt x bestimmt man eine Schrittweite ¢t > 0, sodass die Armijo-
Bedingung? erfillt ist:

fx+td) < f(x)+otf'(x)d. (4.3)

Dabei ist ¢ € (0,1) der Armijo-Parameter. Quizfrage: Welche anschauliche Bedeutung hat der
Parameter o?

Zur Veranschaulichung der Bedingung (4.3) fithren wir die Liniensuchfunktion

¢(t) = f(x+td) (4-4)

4 Armijo, 1966
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zur Suchrichtung d ein. Man nennt ¢ auch den Schnitt durch die Funktion f am Punkt x in Richtung
d. Die Funktion ¢ erbt die Differenzierbarkeitseigenschaften von f, ist also auf R stetig diffbar, und es
gilt

o' (t)=f'(x+td)d.

Also lautet die Armijo-Bedingung (4.3) alternativ

¢(t) < ¢(0) +0t¢'(0). (4.5)

Diese Bedingung wird in Abbildung 4.2 illustriert. Beachte: Beim Gradientenverfahren gilt ¢’(0) =
frx)d=-IVf)lP.

o(t)

Abbildung 4.2: Darstellung der Armijo-Bedingung (4.5) und einigen Test-Schrittweiten beim Back-
tracking. Der Armijo-Parameter ist hier als o = 0.1 und der Backtracking-Parameter
als f = 0.5 gewéhlt.

In der praktischen Durchfithrung wird eine Schrittweite, die (4.5) erfiillt, iber eine Backtracking-
Strategie gefunden: Man beginnt mit einer Startschrittweite s > 0 und testet nacheinander die (kleiner
werdenden) Schrittweiten t = s, s f, s f* etc., bis zum ersten Mal (4.5) erfiillt ist. Dabei ist § € (0,1) der
Backtracking-Parameter.

Satz 4.3 (Wohldefiniertheit der Armijo-Backtracking-Strategie).
Es sei o € (0,1) beliebig. Zu jedem Paar (x,d) € R" X R" mit f'(x) d < 0 existiert ein T > 0, sodass die
Armijo-Bedingung (4.5) fiir allet € [0, T] gilt.

Beachte: Aus diesem Satz folgt, dass die Armijo-Backtracking-Strategie wohldefiniert ist, da Schritt-
weiten der Form t = s ¢ fiir endliches £ € Ny immer im Interval [0, T] landen.

Beweis. Angenommen, die Aussage sei falsch, dann existiert eine Folge t*) \, 0 mit der Eigenschaft
fx+t®d) > fx) +ot®f (x)d

fir alle k € N, also auch
Flc+t®d) = £(x)

(k)

>0 f'(x)d.
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Im Grenziibergang k — oo folgt

flx)dzof(x)d,

was im Widerspruch zur Voraussetzung f’(x) d < 0 steht. O

Wir geben nun das Gradientenverfahren mit Armijo-Liniensuche an:

Algorithmus 4.4 (Gradientenverfahren mit Armijo-Schrittweitensuche).
Eingabe: Startschitzung x(*©) € R"
Eingabe: Armijo-Parameter o € (0,1), Backtracking-Parameter € (0,1), Startschrittweite s > 0
1 Setzek =0
2: while Abbruchkriterium nicht erfiillt do
3: Setze d®) = ~V (xR
4 Bestimme eine Schrittweite t ) > 0 mit der Armijo-Backtracking-Strategie zur Startschrittweite s,
sodass (4.3) erfiillt ist, also:

f(x(k) ++®) d(k)) < f(x(k)) +ot® f'(x(k)) 4%

5 Setze x kD = x (k) 4 (k) g(k)
6: Setzek = k+1
7: end while

Zur Durchfithrung des Gradientenverfahrens werden folgende problemspezifische Routinen bens-
tigt:

(1) Routine zur Auswertung der Zielfunktion f(x).

(2) Routine zur Auswertung der Ableitung f’(x) bzw. zur Auswertung von Richtungsableitungen

f(x)d.

Quizfrage: Angenommen, firr die Funktion f liegt (neben der Routine fiir die Auswertung der Funk-
tionswerte) eine Routine vor, die zu einer gegegenen Stelle x und einer gegebenen Richtung d die
Richtungsableitung f’(x) d bestimmt. Wieso reicht das fiir die Durchfithrung von Algorithmus 4.4
aus? Wie bestimmt man insbesondere den negativen Gradienten in Zeile 3?

Fiir den Beweis eines Konvergenzsatzes fiir das Gradientenverfahrens benétigen wir folgendes Resul-
tat:

Lemma 4.5 (Konvergenz des Differenzenquotienten bei variabler Stelle und Richtung).
Es seien x,d € R, (x0), (d®)) C R" mit x® — x und d* — d sowie t*¥) \ 0. Dann gilt

f(x(k) + 1) d(k)) —f(x(k)) .
n =f'(x)d.

lim
k— o0
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Beweis. Wegen des Mittelwertsatzes 2.1 existiert zu jedem k € N ein &%) € (0,1) mit

f(x(k) +1F) gy f(x(k)) = t(k)f'(x(k) + &0 (k) gkyy g (k)

f(x(k) +1t® d(k)) _ f(x(k))
= lim =
k—o0 t(k)

khm f'(x(k) + 5z(k) ¢ (k) d(k)) d® = f'(x)d.

—X

Wir analysieren jetzt Algorithmus 4.4 ohne Abbruchbedingung, sodass eine unendliche Folge (x¥)
entsteht. Insbesondere nehmen wir an, dass kein Punkt x(¥) stationir ist.

Satz 4.6 (Ein globaler Konvergenzsatz fiir das Gradientenverfahren).

Jeder Haufungspunkt x* einer durch Algorithmus 4.4 erzeugten Folge (x'¥)) ist ein stationdrer Punkt
von f, erfiillt also f'(x*) = 0.

Beweis. Es seix* € R" ein Haufungspunkt von (x(%)). Es gibt also eine Teilfolge (x(k([))) mit x*') —
x*, und wegen der Stetigkeit von f gilt f(x(* )y f(x*).Da (f(x®))) aber monoton fillt, konvergiert
die gesamte Folge f(x*)) — f(x*). Somit gilt also auch f(x**)) — f(x®) — o.

Angenommen, es sei f'(x*) # 0. Aus Zeilen 3 bis 5 des Algorithmus 4.4 folgt

FEE) = f6) <0t ® f1(x ) d® = =t VO <0,

—0

also
t V)] - 0.

Auf der Teilfolge gilt aber auch Vf(x(km)) — Vf(x") # 0, also muss t& 0 gelten.

Notigenfalls durch Einschriankung auf eine weitere Teilfolge (sodass () < B s gilt, was wegen
) 0 immer geht) konnen wir davon ausgehen, dass in der Armijo-Backtracking-Suche die
Schrittweite ! ¢ (K1) probiert, aber nicht akzeptiert wurde:

f(x(k([)) + B! (K1) d(k“))) > f(x(k(f))) +op (k) Vf(x(k“)))Td(k“’))

(6) -1, (k) (kD) _ (k)
f(x(k ) + B 14( d )— f(x ) @ (® @
= ) > o VFE)TaE) = —a VAT

Die Grenziibergiange x ) gk ) = —Vf(x(k([))) — =Vf(x*) und tK) 5 0 fiir £ — oo
ergeben mit Lemma 4.5:

~IVFEN? = =a IVF(IZ,

was wegen ¢ € (0,1) zum Widerspruch fiithrt. Es gilt also Vf(x*) = 0 und damit f’(x*) = 0. O
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Bemerkung 4.7 (Zur praktischen Implementierung des Gradientenverfahrens).
Typische Abbruchkriterien beim Gradientenverfahren® sind:

(i) f(x®D) - f(x®) < ATOL; + RTOLy | f (x V)],
(i) [lx*) —x®|| < ATOL, + RTOL, [|x*~V].

Gefordert werden beide Bedingungen gleichzeitig. Dabei wird oft RTOLy = RTOL? gewdhlt. Als ,Notbrem-
sen“ dienen zusdtzlich die Abfragen

(iii) ||Vf(x®)|| < ATOLy(x) + RTOLy f(x) IV (x') ],
(iv) k < kmax

Als Parameter der Armijo-Liniensuche wdihlt man z.B. ¢ = 1072 und f = 1/2.

Quizfrage: Welche Bedeutung haben die Bedingungen (i) bis (iii)?

Quizfrage: Wie setzt man ATOL und RTOL, wenn man in Bedingungen (i) bis (iii) entweder nur
eine absolute oder nur eine relative Abbruchbedingung verwenden méchte?

Bemerkung 4.8 (Alternative Startschrittweite bei der Armijo-Liniensuche).

In der praktischen Durchfiithrung verwendet man beim Gradientenverfahren oft eine iterationsabhdngige
Startschrittweite s’ > 0. Man geht davon aus, dass der durch s'*) erreichbare Abstieg im aktuellen
Schritt in erster Ndherung gleich grof$ sein wird wie der im letzten Schritt realisierte Abstieg:

sO 1B d® = 1) = fE) (4:6)
f9) — fa)
= s(k) = f’(x(k)) 700 > 0.

Speziell beim Gradientenverfahren ergibt sich dann also

) _ _f(x(k)) — f(x*D)
BT TNE (7)

als Vorschlag fiir die Startschrittweite ab Iteration k = 1. Ersetzt man auch die rechte Seite in (4.6) durch
die lineare Niherung f (x%)) — f(x(*=V) ~ t =D f7(x (kD) g(k=1) "6 erhalten wir an Stelle von (4.7) den
Vorschlag
0 e IV ws)
GNYE '
IVf(xUN]]

fiir die Startschrittweite.

Auch unter Verwendung dieser Startschrittweiten kann man Satz 4.6 beweisen.

5Mehr dazu findet man etwa in Gill, Murray, Wright, 1981. ATOL steht fiir ,absolute Toleranz“ und RTOL fiir ,relative
Toleranz®.
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§ 4.2 DAs GRADIENTENVERFAHREN IN EINEM ALTERNATIVEN SKALARPRODUKT

Bei der Herleitung des Gradientenverfahrens/Verfahrens des steilsten Abstiegs haben wir stillschwei-
gend die Eigenschaft benutzt, dass der Gradient

of (x)

ax1
Vf(x) = :
af (x)

IxXn

die Richtung des steilsten Anstiegs und —V f(x) die des steilsten Abstiegs der Funktion f: R" — R im
Punkt x darstellt, die wir als Suchrichtung verwendet haben. Dies ist aber nur dann richtig, wenn der
Raum der Optimierungsvariablen R” mit dem iiblichen (Euklidischen) Skalarprodukt (x, y) = xTy
ausgestattet ist.

Wir wollen untersuchen, wie sich das Verfahren dndert, wenn man als Skalarprodukt
(x, )M =xMy

mit einer symmetrischen, positiv definiten Matrix (s. p. d.) M wahlt. Dementsprechend andert sich
auch die Norm zur Langen- und Abstandsmessung in

lxlln = ("M x) ",

Per Definition maximiert die Richtung des steilsten Anstiegs den Ausdruck f’(x) d iiber alle Vektoren
d € R" konstanter Lange:
Maximiere f’(x)d iberd € R”

unter |||l = 1. (4:9)

Die Normierung auf die Lange 1 ist willktirlich gewéhlt.

Aufgabe (4.9) ist eine restringierte Optimierungsaufgabe, die wir jedoch ohne Kenntnisse der Theorie
16sen kénnen: Wir schreiben die Zielfunktion als M-Skalarprodukt um:®

f'(x)d=Vf(x)d=Vf(x)'M'Md=(M"'Vf(x))'Md,

wobei die Symmetrie M = M' benutzt wurde. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung zeigt, dass dieser
Ausdruck genau dann maximal wird, wenn d parallel zu M~V f(x) liegt. Er wird dagegen minimal,
wenn d antiparallel zu M7V f(x) liegt. Wir fassen zusammen:

Lemma 4.9 (Richtung des steilsten Abstiegs im M-Skalarprodukt).
Die eindeutige Losung d* von (4.9) ist, falls f'(x) # 0 gilt, gegeben durch
d* = M7'Vf(x) = Vuf(x). (4.10)

(Die ohnehin willkiirliche Normierung ||d||p = 1 in (4.9) wurde dabei fallengelassen.)

®Das heifdt, wir bestimmen hier den Riesz-Reprisentanten von f”(x).
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Dabher ist d* = —Vjf(x) die Richtung des steilsten Abstiegs bzgl. des M-Skalarprodukts. Wir
berechnen diese durch Losung des linearen Gleichungssystems

Md* = -Vf(x). (4.11)

Bei Verwendung des Euklidischen Skalarprodukts (M = Id) schreiben wir weiter V f(x) statt Viqf(x).
Manchmal wird die Verwendung von V,;f(x) an Stelle der Euklidischen Gradientenrichtung V f(x)
als Vorkonditionierung bezeichnet.

Nach Konstruktion ist fiir jede beliebige s. p. d. Matrix M die Losung d* von (4.11) eine Abstiegsrichtung
fiir f im Punkt x. Dies konnen wir auch nochmals durch direkte Rechnung bestatigen, vgl. (4.1):

fx)d" = =Vf(x)'MVf(x) = =1V )y = = IVmf ()l < 0, (4.12)

falls nicht x bereits ein stationarer Punkt ist.

Algorithmisch ergeben sich durch Verwendung des M-Skalarprodukts an Stelle des Euklidischen
Skalarprodukts folgende Anderungen: In Algorithmus 4.4 lautet Zeile 3 nun d'® = -V, f(x*)), er
wird durch Losung des linearen Gleichungssystems

Md® = —Vf(x®)
ausgefiihrt. Die tibrigen Schritte, insbesondere die Armijo-Bedingung
f(x(k) +10 g0y < f(x(k)) +ot® f’(x(k)) d®
bleiben unverandert. Der globale Konvergenz-Satz 4.6 gilt weiter. Als Abbruchbedingung (ii) in
Bemerkung 4.7 dient nun ||x®) — x*=D||;; < ATOL, + RTOL, ||x*~V|; und als Bedingung (iii)
IVaf (x®)|ly < ATOLy f(x) + RTOLy,, £(x) IV (x(?) | 1.

Quizfrage: Warum andert sich Abbruchbedingung (i) nicht?

Als Startschrittweite analog (4.7) bzw. (4.8) wihlt man

S(®) Fx®) — fx*D)

k-1)y112
- bzw. s(k) = t(k—l) ”VMf(x( ))”M.
IV anf eI IVanf @)1,

(4.13)

Zur Unterscheidung vom Euklidischen Fall heifit das Verfahren dann auch das vorkonditionierte
Gradientenverfahren. Wir geben es der Vollstandigkeit halber nochmal an:

Algorithmus 4.10 (Vorkonditioniertes Gradientenverfahren mit Armijo-Schrittweitensuche).
Eingabe: Startschitzung x(©) € R"
Eingabe: Armijo-Parameter o € (0,1), Backtracking-Parameter € (0,1), Startschrittweite s > 0
Eingabe: s.p.d. Matrix M € R™"

1 Setzek =0

2: while Abbruchkriterium nicht erfiillt do

3 Bestimme d%) durch Lésung des linearen Gleichungssystems Md®) = -V f(x(®)
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4 Bestimme eine Schrittweite t ) > 0 mit der Armijo-Backtracking-Strategie zur Startschrittweite s,
sodass (4.3) erfiillt ist, also:

f(x(k) +10 g0y < f(x(k)) +ot® f’(x(k)) d®

5 Setze x K+ = x(K) 4 (k) g(k)
6: Setzek =k +1
7: end while

Beachte: Das Verfahren verallgemeinert das unvorkonditionierte Gradientenverfahren (Algorith-
mus 4.4), das sich im Fall M = Id ergibt.

§ 4.3 KONVERGENZ BEI QUADRATISCHER ZIELFUNKTION UND EXAKTER LINIENSUCHE

Literatur: Geiger, Kanzow, 1999, Kapitel 8.2

Um die Konvergenzgeschwindigkeit des (vorkonditionierten) Gradientenverfahrens zu untersuchen,
wenden wir es auf die einfachsten sinnvollen unrestringierten Optimierungsaufgaben an. Bei diesen
ist die Zielfunktion ein stark konvexes quadratisches Polynom:

f(x) = %xTQ x+cx+y (4.14)

mit einer s. p. d. Matrix Q € R™", ¢ € R" und y € R. Der globale Minimierer von f ist eindeutig und
charakterisiert durch f’(x*) = 0, also durch das lineare Gleichungssystem

Qx*=—c oder dquivalent x*=-Q7'c, (4.15)

denn dies ist die einzige Losung der notwendigen Bedingungen (Satz 3.1), und die hinreichenden
Bedingungen (Satz 3.3) sind dort erfiillt.

Quizfrage: Welche Rolle spielt die Symmetrie der Matrix Q in (4.14)?

Natiirlich wird man das Gradientenverfahren zur Losung von (4.14) iiberhaupt nur dann in Erwagung
ziehen, wenn

(1) die direkte Losung des linearen Gleichungssystems (4.15) mit dem Gauss-Verfahren etwa aufgrund
der Dimension von Q zu aufwandig ist

(2) oder wenn die Matrix Q nicht explizit vorliegt.

Beachte: Das Gradientenverfahren (Algorithmus 4.10) kommt bereits mit Matrix-Vektor-Produkten
Q x aus. Diese werden bei der Berechnung des Gradienten Vf(x) = Q x + ¢ in Zeile 3 benétigt.

Im Fall der quadratischen Zielfunktion lésst sich sogar die exakte Schrittweite (4.2)

tmin = arg minf(x(k) + td(k))
120
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im k-ten Schritt berechnen:
(d(k) )M d®)

(dFNTQd®
In diesem Abschnitt wahlen wir statt der Armijo-Strategie in Algorithmus 4.4 stets die exakte Schritt-

1) = poin = (4.16)

weite tmin.

Im Folgenden seien Apin(Q; M) > 0 und Apnax(Q; M) > 0 der kleinste und grofite Eigenwert des
verallgemeinerten Eigenwertproblems

Qx=AMx oder dquivalent M 'Qx=Ax

mit den s. p. d. Matrizen Q und M. Weiter sei

Amax(Q§M)

K := condy (Q; M) = T (O M)

die verallgemeinerte (spektrale) Konditionszahl von Q bzgl. M.

Satz 4.11 (Globaler Konvergenzsatz fiir quadratische Zielfunktionen).

Es seien Q und M s. p. d. Matrizen. Das Gradientenverfahren im M-Skalarprodukt (Algorithmus 4.10)
mit exakter Schrittweite ty;,, angewendet zur Minimierung der Zielfunktion (4.14), konvergiert fiir jeden
Startvektor x'*) € R™ gegen den eindeutigen globalen Minimierer x*, und es gelten die Abschdtzungen

E0y _ ey < (C20 (F(x®) — F(xt
) - f) < (S ) (FE®) - £) (17
und deswegen auch
(k+1) _ k-1 k) _ o+
(| g < (K+1) (| o (4.18a)
k) _ K—L\k o) _ s
5% = x'llg < (25 Ix® - xlo. (418b)

Beachte: Damit konnen wir das Gradientenverfahren auch als ein iteratives Verfahren zur Losung
linearer Gleichungssysteme mit s. p. d. Koeffizientenmatrizen verstehen.

Bemerkung 4.12 (Zum Konvergenzverhaltens des Gradientenverfahrens).

(i) Fiir grofie Konditionszahlen x ist die Konvergenz sehr langsam. Es zeigt sich ein Zick-Zack-Verlauf
bei den Iterierten.

(ii) Im gegenteiligen Extremfall ist x = 1, d. h., M = Q (oder ein Vielfaches davon), konvergiert das Gra-
dientenverfahren in einem Schritt: xV = x*. Allerdings bedeutet dies, dass bei der Berechnung der
Suchrichtung d© =V f(x(?) ein lineares Gleichungssystem mit M = Q als Koeffizientenmatrix
zu losen ist. Wenn man dies kann, so kann man natiirlich auch direkt die Optimalititsbedingungen
Qx* = —c losen.
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Abbildung 4.3: Illustration des Gradientenverfahrens (Algorithmus 4.10) mit Startpunkt x(© =
(—2,-2)" und exakter Schrittweite (4.16) fiir die Minimierung von (4.14) mit Q = (3 %)
und ¢ = (). Die exakte Lésung ist x* = (2, —2)". Verlauf bei Verwendung des Skalar-
produkts M = Id (links) und M = diag(Q) (rechts).

(iii) Fiir allgemeine C?-Funktionen f ist die Konvergenzgeschwindigkeit in der Nihe eines lokalen
Optimums x*, an dem "' (x*) s.p. d. ist, wegen

* * * 1 * 44 * * *
fE) = FE)+ V) G =x) + o (x = x) 7 (7 + E (x = %) (= x7)
durch die verallgemeinerte Konditionszahl der Hessematrix " (x*) bzgl. M bestimmit.

(iv) In der Praxis sucht man einen Kompromiss bei der Wahl von M, sodass die Konditionszahl x
moglichst klein, lineare Gleichungssysteme mit M als Koeffizientenmatrix aber noch leicht zu losen
sind. Manchmal ist bereits die Wahl

M = diag(f” (x'?))

konvergenzbeschleunigend.

Das in vielerlei Hinsicht beste Abstiegsverfahren zur Minimierung von (4.14) bzw. zur Losung linearer
Gleichungssysteme (4.15) mit s. p. d. Matrix Q ist das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-
Verfahren), siehe Vorlesung Nichtlineare Optimierung oder Numerische Lineare Algebra. Beim CG-
Verfahren erhilt man mit i. W. demselben Aufwand pro Iteration an Stelle von (4.18b) die Konvergenz-
abschétzung

\/E_l k *

Es gibt auch nichtlineare Varianten des CG-Verfahrens fiir allgemeine Zielfunktionen, siehe Lehrver-
anstaltung Nichtlineare Optimierung.

||x(k) - x"lp < 2(

Ende der Woche 2
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§ 5 DAs NEWTON-VERFAHREN

Wir untersuchen in diesem Abschnitt das Newton-Verfahren zur Losung der (nichtlinearen) Gleichung
F(x) = 0. Dabei wird F: R* — R" im gesamten Abschnitt als stetig partiell diffbar (C!-Funktion)
angenommen. Spater wenden wir das Verfahren auf die notwendige Bedingung 1. Ordnung der Aufgabe
»2Minimiere f(x) iiber x € R"* an, also zur Losung von F(x) = Vf(x) = 0.

Idee: Es sei x(9 die Schiatzung einer Nullstelle von F. Wir legen im Punkt x(?) die Tangente (ein
lineares Modell) an die Funktion und bestimmen deren Nullstelle:

FxN+FxNx-xD =0 o x=x@-F(x®)Fx®).

Diese Nullstelle dient als nichste Iterierte usw.

Abbildung 5.1: lllustration des Newton-Verfahrens zur Suche einer Nullstelle der Funktion F(x) =
exp(0.9 x) — x2.

Der Vektor F(x®) heifit dabei das Residuum zur Iterierten x®), und F’(x®)) ist die zugehérige
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Jacobimatrix:
9Fi(x) 9Fi(x)
F(x)=| i |eR™M
9Fp(x) 9Fp(x)
oxy o oxy,

Algorithmus 5.1 (Lokales Newton-Verfahren).
Eingabe: Startschitzung x(©) € R"
1 Setzek =0
2: while Abbruchkriterium nicht erfiillt do
3 Lose das lineare Gleichungssystem F'(x) d®) := —F(x®)) fiir die Newton-Richtung d*)
& Setze xk+D) = x (k) 4 q(k)
5 Setzek =k +1
6: end while

§ 5.1  EINIGE HILFSRESULTATE

Literatur: Geiger, Kanzow, 1999, Kapitel 7, Lemma B.7 und B.8

Definition 5.2 (Matrixnorm).
Essei A € R™" Wirdefinieren die durch die Euklidischen Normen imR"™ undR™ induzierte Matrixnorm

3 lAx|
|A|l = max = max ||[Ax]||.
x#0 x|l llxll=t

||A|| wird auch als Spektralnorm von A bezeichnet, und es gilt der Zusammenhang

|A]l = Omax(A) = VAmaX(ATA)

mit dem grofiten Singuldrwert oy, von A und dem grofiten Eigenwert A, von ATA. Weiter gilt
[Ax|| < ||A|lllx]| und ||A BJ|| < [|A]]||B]] fir alle Matrizen A, B und Vektoren x passender Grofie.

Lemma 5.3 (Banach-Lemma).
(i) Essei M € R™" mit ||M|| < 1. Dann ist1d — M regulir (invertierbar), und es gilt

[I(1d = M)~H|| < :
1-|[M]|

(ii) Es seien A, B € R™" mit ||Id — BA|| < 1. Dann sind A und B reguldr, und es gilt

A B

B_1 < _—
I ”_1—||Id—BA|| 1— ||IId - BA||
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Aussage (i) besagt, Matrizen ,in der Nahe® der Einheitsmatrix invertierbar sind. Aussage (ii) besagt,
dass wenn Id — BA Klein ist, also B ~ A™! gilt, notwendig A und B invertierbar sind.

Beweis. Aussage (i): Fiir x € R” gilt

[1(1d = M) x| = llx = Mx|| = [lx]l = IMx]| > (1= [[M]) [1x]I.
N———
>0

Es folgt (Id — M) x # 0 fir x # 0, d. h., Id — M ist injektiv und damit regular.

Es sei nun y € R" beliebig und x := (Id — M)™'y. Fiir eine Abschitzung der Norm von (Id — M)~}
miissen wir ||x|| durch || y|| abschatzen. Die Abschatzung oben zeigt

Iyl = (3= {[MI]) [|x]]

Id - M)™! 1
y

¥l T1-Mi

Aussage (ii): Es sei M = Id — BA, also ||M|| < 1. Wegen Aussage (i) istId — M =1d — (Id — BA) = BA
reguldr, d. h., A und B sind beide regular. Weiter gilt

(Id-M)™" =(BA) 1 =A"B"

= Bl=A(d-M)"

_ S @Al lA]l
= BT < lAlll(d - M) < = '
1- M| 1-|Id - BA]

Die andere Ungleichung folgt analog. O

Lemma 5.4. Es sei F eine C'-Funktion, x* € R" und die Jacobimatrix F’'(x*) regulir. Dann existieren
eine Umgebung Bs(x*) und eine Konstante ¢ > 0, sodass F’(x) fiir alle x € Bs(x") reguldr ist, und es gilt:

|F (x) 7| < c:=2||F'(x*)7Y| firallex € Bs(x*).

Beweis. Da F’ im Punkt x* stetig ist, existiert ein § > 0 mit

1

IF/(x*) = F'(x)|| < e = 2TF )]

fur alle x € Bs(x"), also auch
Id = F'(x") 7 F/(x) || = 1F"(x) 7 (F' (x7) = F'(x)) |
< IF' ) THIF (%) = F/ () |
<1/2<1
Nach dem Banach-Lemma 5.3, Aussage (ii) [mit A = F’(x) und B = F’(x*)™!] folgt, dass F’(x) fiir
x € Bs(x™) regular ist, und es gilt
IF" ()7

F'(x)7Y < <2||F(x") 7 = c.
[ (x) H_1—||Id—F’(x*)‘1F’(x)||_ IF" ) =2 e
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Bemerkung 5.5 (Einordnung von Lemma 5.4).
Lemma 5.4 korrespondiert zu einem allgemeineren Ergebnis der Funktionalanalysis: Die Menge aller stetig
invertierbaren linearen Operatoren zwischen Banachrdumen ist offen.

Lemma 5.6. Es sei F eine C!-Funktion und x* € R". Fiir alle ¢ > 0 existiert § > 0 mit
[F(x) = F(x") = F'(x) (x = x")|| < ellx = x7|
fur alle ||x — x*|| < 6.

Quizfrage: Was wiirde die Aussage des Satzes bedeuten, wenn an Stelle von x der Punkt x* stehen
wiirde?

Beweis. Es sei ¢ > 0 gegeben. Aus der Dreiecksungleichung ergibt sich

IF(x) = F(x") = F'(x)(x = x")|
<SNF(x) = F(x™) = F'(x7) (e = x|+ [IF'(x7) = F' )l lle = <71

Da F nach Voraussetzung in x* diffbar ist, existiert §; > 0 mit
* ’ * * & *
IF(x) = F(x) = F'(x7) (x = x| < o flx =7
fir alle ||x — x*|| < &;. Andererseits ist F’ stetig in x*, sodass d; > 0 existiert mit
’ * ’ 3
IF" () = Foll < 5
fur alle ||x — x*|| < 8. Mit § := min{d;, d,} folgt die Behauptung. O

Zur Charakterisierung der Konvergenzgeschwindigkeit von Algorithmen fithren wir folgende Begriffe
ein:

Definition 5.7 (Q-Konvergenzraten).

Es sei (x(K)) C R™ eine Folge und x* € R™.

(i) (x) konvergiert gegen x* (mindestens) q-linear, falls ein ¢ € (0,1) existiert mit

lx D — x| < c|lx® - x*||  fiir alle k € N hinreichend grof.

(ii) (x%)) konvergiert gegen x* (mindestens) q-superlinear, falls es eine Nullfolge (¢X)) gibt mit

e — x| < e ® Ix® x| fiir alle k € N

(iii) Es gelte x® — x*. (x\®)) konvergiert gegen x* (mindestens) q-quadratisch, falls ein C > 0
existiert mit
& — x| < Cllx® = x*||2  fiir alle k € N.
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Abschatzung (4.18a) zeigt beispielsweise die q-lineare Konvergenz des Gradientenverfahrens bei qua-
dratischer Zielfunktion.

Quizfrage: Angenommen, eine Folge konvergiere q-superlinear wie oben definiert. Konvergiert sie
dann auch noch g-superlinear, wenn man die in der Definition verwendete Euklidische Norm durch
die Norm [|x||; mit einer s. p. d. Matrix M austauscht? Wie ist das bei q-quadratischer Konvergenz?
Und bei g-linearer Konvergenz?

§ 5.2 DAs LOKALE NEWTON-VERFAHREN FUR F(x) = 0

Wir kénnen nun einen lokalen Konvergenzsatz fiir Algorithmus 5.1 (ohne Abbruchbedingung) bewei-
sen:

Satz 5.8 (Lokaler Konvergenzsatz fiir Newton-Verfahren).
Es sei F eine C'-Funktion und x* € R" ein Punkt mit F(x*) = 0 und F'(x*) regulir. Dann existiert eine
Umgebung Bs(x*) von x*, sodass fiir jedes x*) € Bs(x*) gilt:

(i) Das lokale Newton-Verfahren ist wohldefiniert und erzeugt eine Folge (xX)), die gegen x* konver-
giert.

(ii) Die Konvergenzrate ist gq-superlinear.

(iii) Ist F’ Lipschitz-stetig in Bs(x™), so ist die Konvergenzrate sogar q-quadratisch.

Beweis. Aussage (i): Nach Lemma 5.4 existieren & > 0 und ¢ > 0, sodass F’(x) fir alle x € Bs, (x*)
reguldr ist mit
IF" ()7l < e =2[[F(x")7. (5.1)

Nach Lemma 5.6 existiert zu ¢ = 1/(2¢) ein §, > 0 mit
£ ’ £ 1 £
IFGx) = F(x™) = F'(x) (x =2l = —|lx = 7] (5.2)

fir alle x € Bs,(x*). Setze § := min{d;,5,} und wihle x(¥ € Bs(x*). Dann ist der Schritt x(V) :=
x(© — F"(x()71F (x(©)) wohldefiniert, und es gilt

(D) _ ) = (|40 _ x _ 7, (0)y-1 (0) =0

@ = x*|| = [|x@ = x* = F'(x Q)R (x )] !
= |IF' N F (x @) (@ = x) = F(xD) + F(x")]|
< IF () IF (D) = F(x*) = F/(x) (x @ = x|

1 1
<ol = xfl = SO - 7],
2c 2

also liegt auch x(V' wieder in Bs(x*). Per Induktion ist x¥) wohldefiniert, gehért zu Bs(x*), und
x® — x* g-linear.
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Aussage (ii): Wir stellen zunachst eine Gleichung fiir den Fehler auf:’
x(k+1) —x* = x(k) —x* = F/(x(k))—l(F(x(k)) _ F(X*))
=F' (x") 7 [F (x®) (x® - x*) = (F(x®) = F(x"))]

= F/ (xR [F’(x(k))(x(k) —x) - / 1 F/(x® 41 (x* = x®)) (x® = x%) dt]
0

1
= F/(x)! [/ F'(x%) = F'(x® + ¢ (x* = x%))) dt] (x® — x%).
0

Daraus erhalten wir folgende wichtige Abschétzung:

=D (¢)

1
D — )] < [|F ()| / IF () = F 0 41 (" =@ x® = 2] (5.3)
0

Wegen x¥ — x* gilt x®) + ¢ (x* — x¥)) — x* gleichmaBig auf t € [0,1]. AuBerdem ist F’ stetig. Zu
jedem ¢ > 0 existiert also ein Index ky € N mit

ID® (1)|| < ¢ fiir alle k > ko und alle ¢ € [0,1].

1
= 0< / IDW ()|l dt < e fiir alle k > k.
0
Das bedeutet aber: f01||D(k) (t)|| dt — 0. Jetzt liefern (5.1) und (5.3):

1
[+ — x| < / ID® ()] de (| = x7]],
0
also die q-superlineare Konvergenz.
Quizfrage: Welche Norm ist im Ausdruck ||[D® (t)|| eigentlich gemeint?

Aussage (iii): Dax® und x® +¢ (x* —x®) fiir alle ¢ € [0,1] in Bs(x*) liegen, konnen wir das Integral
unter den stirkeren Voraussetzungen besser abschétzen:

1 1
. L
/ |F"(x®) = F"(x® + ¢ (x* = x®))||dt < / Lt|x* —x®| dt = 5||x(k) - x|
0 0

Aus (5.3) erhalten wir nun:

(k+1)

L
I = < e S = x|

Bemerkung 5.9 (Zum lokalen Newton-Verfahren).

(i) Das lokale Newton-Verfahren (Algorithmus 5.1) kann scheitern, denn F'(x%)) muss nicht reguldir
sein, falls man aufSerhalb der (unbekannten) garantierten Konvergenzumgebung Bs(x™) startet.

(ii) Das sogenannte vereinfachte Newton-Verfahren, bei dem in Zeile 3 von Algorithmus 5.1 statt F’(x(¥))
die feste (invertierbare) Matrix F'(x'*)) verwendet wird, konvergiert noch lokal g-linear.

7Beachte: Unter dem Integral stehen Matrizen.
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§ 5.3 DAS LOKALE NEWTON-VERFAHREN IN DER OPTIMIERUNG

Literatur: Geiger, Kanzow, 1999, Kapitel 9

Fiir den Rest von § 5 wird f als zweimal stetig partiell diffbar (C?-Funktion) angenommen. Wir
betrachten wieder die unrestringierte Aufgabe

Minimiere f(x) Gber x € R". (5.4)

Das Newton-Verfahren in der Optimierung lasst sich auf zwei verschiedene Weisen motivieren:

(i)

(ii)

Die notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung fiir (5.4) lautet
f'(x) =0 oder dquivalent Vf(x) =0,

siehe Satz 3.1. Wenden wir zur Losung dieser i. A. nichtlinearen Gleichung (Nullstellensuche)
das Newton-Verfahren mit F(x) = Vf(x) und F’'(x) = f”’(x) an, so erhalten wir die Iterations-
vorschrift

2D = 20 — 7 (x0) 7V £ (B, (55)

Im aktuellen Iterationspunkt x (%) ersetzen wir (5.4) durch die Minimierung des quadratischen
Ersatzmodells (Taylorpolynoms)

1 4
b (x) 1= F) 4 TFGO) (=20 4 20— ) - x ). (56)
Falls die Hessematrix f”(xX)) positiv definit ist, so ist der eindeutige Minimierer durch
0= Vm® (x) = VF(x®) + £ (x0) (x - x¥)

charakterisiert, vgl. (4.15). Wir wéhlen die Losung dieses lineare Gleichungssystem als nachste
Iterierte x **) und erhalten wiederum die Iterationsvorschrift

x(k+1) — x(k) —f”(x(k))_1Vf(x(k)).

Bemerkung 5.10 (Zum lokalen Newton-Verfahren).

(i)

(if)

Satz 5.8 liefert die lokal g-superlineare bzw. q-quadratische Konvergenz von Algorithmus 5.1 mit
F(x) = Vf(x) gegen einen stationdren Punkt x* von f. Dieser kann auch ein lokaler Maximierer
oder ein Sattelpunkt von f sein, da wir f” (x*) nur als reguldr und nichts iiber die Definitheit
voraussetzen.

Ist f"(x®)) s. p. d, so ist die aus dem linearen Gleichungssystem
f"(x(k)) d® = —Vf(x(k))
erhaltene Newton-Richtung d'*) eine Abstiegsrichtung fiir f, vergleiche (4.12):

F(x®)d® = vx®Tg® = _vF(xON)T £7(x0) 1y p(x ) <0, falls VF(x®) # 0.
N ———
positiv definit
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(i

Wegen der festen Schrittweite t'**) = 1 im lokalen Newton-Verfahren ist jedoch i. A. kein Abstieg in
f garantiert, wenn x&) weit“ von einem lokalen Minimierer x* entfernt ist.

ii) Das Newton-Verfahren ist invariant gegeniiber affin-linearen Transformationen in der Grundmenge
und in der Wertemenge. Das bedeutet, dass das Verfahren, angewendet auf die Aufgaben

Minimiere f(x) iberx € R" und Minimiere ¢ f(Ay+b)+d iberyeR"

mit reguldrer Matrix A € R™", b € R", ¢ > 0 und d € R folgende Eigenschaft besitzt: Gelten fiir
die Startschitzungen x(© = Ay + b, dann gilt auch x® = Ay™® + b fiir alle k € N.

Quizfrage: Gilt diese Eigenschaft auch fiir Gradientenverfahren?

§ 5.4 EIN GLOBALISIERTES NEWTON-VERFAHREN IN DER OPTIMIERUNG

Idee: Kombiniere die globalen Konvergenzeigenschaften des Gradientenverfahrens (Algorithmus 4.10)

mi

t der schnellen lokalen Konvergenz des Newton-Verfahrens (Algorithmus 5.1).

Algorithmus 5.11 (Globalisiertes Newton-Verfahren in der Optimierung).

Eingabe: Startschitzung x(*©) € R"

Eingabe: Armijo-Parameter o € (0,1/2), Backtracking-Parameter f§ € (0,1)
Eingabe: Globalisierungs-Parameter o1 > 0,0, > 0 undp > 0

Eingabe: s.p.d. Matrix M € R™"

1

2:

3

: Setzek =0
while Abbruchkriterium nicht erfiillt do

Lose, wenn moglich, das lineare Gleichungssystem "' (x®) d®) := —V £ (x®)) nach der Newton-
Richtung d®

Ist dieses System nicht oder nicht eindeutig losbar oder gilt

—f(x®yd® < minfoy, oolld |12} 11492, (5.7)

so setze d®) == —V f(x ) / Fallback auf Gradientenrichtung
Bestimme eine Schrittweite t'*) mit der Armijo-Backtracking-Strategie zur Startschrittweite s = 1,
sodass (4.3) erfiillt ist, also:

F® 410 g0y < p(x®) 4 510 (KD gk

Setze xk+1) = x () 4 +(0) (k)
Setzek ==k +1

8: end while

Zur Durchfithrung des globalisierten Newton-Verfahrens werden folgende problemspezifische Routinen
benotigt:

(1) Routine zur Auswertung der Zielfunktion f(x).
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(2) Routine zur Auswertung der Ableitung f’(x) bzw. des Gradienten V f(x).
(3) Routine zur Auswertung der Hessematrix /' (x).

Bemerkung 5.12 (Zum globalisierten Newton-Verfahren).

(i) Bei unbrauchbarer Newton-Richtung weichen wir also auf einen Gradientenschritt aus. Entweder die
nicht erfiillte Bedingung (5.7) oder aber die Wahld® = —V £ (x®)) sichert f'(x®) d® < 0. Die
Armijo-Backtracking-Strategie liefert also immer eine Schrittweite (Satz 4.3), und der Algorithmus
ist wohldefiniert.

(ii) Als Abbruchbedingungen kommen wiederum diejenigen aus Bemerkung 4.7 zum Einsatz.

(iii) Die Vorgabe o < 1/2 und die Wahl der Startschrittweite s = 1 sind wesentlich, damit fiir hinreichend
grofe k € N tatsichlich volle Newton-Schritte (t'*) = 1) gegangen werden konnen.

(iv) Im praktischen Einsatz kommt in Algorithmus 5.11 auch die nicht-monotone Armijo-Regel zum

Einsatz, bei der hinreichender Abstieg nur im Vergleich zum Maximum der letzten Funktionswerte
gefordert wird, siehe Geiger, Kanzow, 1999, Ende Abschnitt 9.3, S.96.

Wir geben Konvergenzaussagen fiir Algorithmus 5.11 ohne Abbruchbedingung, sodass eine unendliche
Folge (x*)) entsteht, an.

Satz 5.13 (Globaler Konvergenzsatz fiir das globalisierte Newton-Verfahren).
Es sei (x®)) eine durch Algorithmus 5.1 erzeugte Folge. Dann gilt:

(i) Jeder Hiufungspunkt x* von (x¥)) ist ein stationdrer Punkt von f, erfiillt also ' (x*) = 0.

(ii) Istx™ ein isolierter Haufungspunkt von (x %)), dann konvergiert bereits die gesamte Folge x(¥) — x*.
Beweis. siehe Geiger, Kanzow, 1999, Satz 9.5 und Satz 9.7 ]

Satz 5.14 (Lokaler Konvergenzsatz fiir das globalisierte Newton-Verfahren).
Es seien (x0)), (d®)) durch den Algorithmus 5.1 erzeugte Folgen. Ist x* ein Hiufungspunkt von (x))
und ist f”(x*) s. p. d., so gilt:

(i) Die gesamte Folge (x'*)) konvergiert gegen den strikten lokalen Minimierer x*.

(ii) Fir alle hinreichend grofenk € N ist die verwendete Suchrichtung d) immer die Newton-Richtung,
und es wird die volle Schrittweite t'*) = 1 akzeptiert.

(iii) (x®)) konvergiert q-superlinear gegen x*.

(iv) Ist f"" Lipschitz-stetig in einer Umgebung von x*, so konvergiert (x©) g-quadratisch gegen x*.
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Beweis. siehe Geiger, Kanzow, 1999, Satz 9.10 O

Alle hier besprochenen Basis-Algorithmen zur Lésung freier Optimierungsaufgaben sind Liniensuch-
verfahren (englisch: line search methods), die in jeder Iteration

(1) eine Suchrichtung d*)

(2) und anschlieBend eine geeignete Schrittlinge ¢ ¥
bestimmen. Als Alternative sind auch Trust-Region-Verfahren (englisch: trust-region methods) eta-
bliert, die beide Schritte gemeinsam durchfiihren, siehe Vorlesung Nichtlineare Optimierung und Geiger,

Kanzow, 1999, Abschnitt 14.

Allen hier besprochenen Verfahren ist gemeinsam, dass sie die Suchrichtung d®) durch Minimierung
eines lokalen quadratischen Ersatzmodells

1
g (@) = FP) + £ (xP)d + EdTB(k) d
gewinnen, d. h. (bei s. p. d. Matrix B*)) aus dem linearen Gleichungssystem
BO g = _y £ (x (0,

Folgende Tabelle fasst typische Eigenschaften dieser Verfahren zusammen:

Gradientenverfahren ~B%) =1Id g-linear, einfaches Verfahren

vork. Gradientenverf. B®) = M g-linear, einfaches Verfahren
Quasi-Newton-Verf. B variiert bis q-superlinear, oft guter Kompromiss
Newton-Verfahren B®) = f7(x®))  g-superlinear oder besser, aber aufwindig

Mehr insbesondere zu Quasi-Newton-Verfahren in der Vorlesung Nichtlineare Optimierung.
Ende der Woche 3
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Kapitel 2 Lineare Optimierung

§ 6 EINFUHRUNG

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 3.1

Lineare Optimierungsaufgaben (lineare Programme, LP) sind insbesondere in den Wirtschaftswis-
senschaften von grofler Bedeutung. Sie umfassen u. a. Transport- und Logistikprobleme, Kiirzeste-
Wege-Aufgaben usw. Es sind im gesamten Kapitel 2 stets f, g und h aus der allgemeinen Aufgabenstel-
lung (1.1) (affin-)lineare Funktionen von x, und die Grundmenge ist Q = R".

Eine lineare Optimierungsaufgabe kann also immer in folgender Form geschrieben werden:

Minimiere c¢'x+y iber x € R"
sodass  AineqX < bineq (6.1)

und  AegX = beg.

Dabei heifit c € R” der Kostenvektor der Aufgabe. Weiter sind Ajpeq € R™ " und bineq € R™ sowie
Aeq € RP*" und beq € RP. Die Ungleichungen sind komponentenweise zu verstehen. Es ist erlaubt,
dass m = 0 (keine Ungleichungen) oder p = 0 (keine Gleichungen) gilt, sodass die Beschrankungen
des jeweiligen Typs nicht vertreten sind.

Quizfrage: In der Regel setzt man den konstanten Term y in der Zielfunktion gleich null. Warum
stellt das keine Einschriankung in der Aufgabenstellung dar?

Quizfrage: Warum stellt der Verzicht auf Ungleichungen der Form Ajpeqx > bineq ebenfalls keine
Einschrankung in der Aufgabenstellung dar?

Lineare Programme sind Spezialfille konvexer Optimierungsaufgaben (Kapitel 3), daher brauchen wir

nicht zwischen lokalen und globalen Losungen zu unterscheiden (Satz 14.1). Wir wollen das hier aber
schon einmal direkt nachweisen:

Satz 6.1. Jeder lokale Minimierer von (6.1) ist bereits ein globaler Minimierer.

Beweis. Wir bezeichnen mit

F = {x e R" |Aineqx < bineq und Aeqx = beq}
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die zuldssige Menge und mit f(x) := c'x +y die Zielfunktion. Es sei nun x* ein lokaler Minimierer von
(6.1), d. h., es existiert eine Umgebung U (x*) mit f(x*) < f(x) fir alle x € FNU(x*), vgl. Definition 1.1.

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gibe ein X € F mit f(x) < f(x*). Wir
betrachten Punkte x, entlang der Verbindungsstrecke zwischen x* und X, also

Xg=ax+(1—a)x* mita € [0,1].
Alle diese Punkte sind zuléssig, denn:
AineqXa = Aineq(@ X + (1= &) X*) = @ AjnegX + (1 = @) AjneqX™ < @ bineq + (1= @) bineq = bineqs
AeqXq = Aeq(aXx + (1- ) x") = aAegX+ (1= a) AegXx®  =abeq+ (1= ) beq = beq.
Fir die Werte der Zielfunktion gilt
f(xa) = CTxa +Yy
=c'(ax+(1-a)x")+y
=a(cx+y)+(1-a)(cx" +y)
=af(x)+(1-a) f(x").
Fiir a € (0,1] folgt daher wegen f(x) < f(x*):

fxa) <af(x)+(1-a) f(x7) = f(x7).

Nun liegt aber fiir hinreichend kleines & > 0 der Punkt x, in der Umgebung U(x*) und damit in
U(x*) N F. Dies steht im Widerspruch zur lokalen Optimalitit von x*. Also kann ein X wie oben
angenommen nicht existieren, d. h., es gilt

f(x*) < f(x) firallexeF.

Mit anderen Worten: Jeder lokale Minimierer von (6.1) ist bereits ein globaler Minimierer. O

Beispiel 6.2 (Mozartproblem).
Eine Firma stellt Mozartkugeln und Mozarttaler her und benétigt dafiir folgende Zutaten pro Einheit des
hergestellten Produkts:

‘ Marzipan Nougat Schokolade ‘ Gewinn pro Einheit

Mozartkugeln 1 2 9
Mozarttaler 1 1 2 8
Lagerbestand ‘ 6 11 9 ‘

Wir mochten bestimmen, wieviele Einheiten an Mozartkugeln und -talern produziert werden sollten, um
den Gewinn zu maximieren.

Es sei
x; = Menge an Mozartkugeln,

Xy = Menge an Mozarttalern.
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Wir erhalten folgende lineare Optimierungsaufgabe:

Maximiere 9x;+8x; iiberx € R?
sodass x1+x3 <6
2x1+x, 511
xX1+2x2 <9

und x>0

xp > 0.

Mozartproblem

\ = Marzipan H
\ Nougat
N = Bitterschokoladel{

Mozarttaler (xz)

3 4
Mozartkugeln (X1)

Abbildung 6.1: Zulassige Menge (Fiinfeck), Niveaulinien der Zielfunktion und globaler Maximierer
beim Mozartproblem (Beispiel 6.2).

Aus der Modellierung von Beispiel 6.2 ergibt sich folgender haufig vorkommender Spezialfall der
allgemeinen linearen Optimierungsaufgabe (6.1):

Maximiere c¢'x iber x € R"
sodass Ax <b (6.3)

und x > 0.

Dabei sind der Kostenvektor ¢ € R", A € R™" und b € R™ mit m € N. Ein LP der Gestalt (6.3) heif3t
in kanonischer Form. Beim Mozartproblem (6.2) ist z. B.

9 1 1 6
c=(8), A=|2 1|, b=|11].
1 2 9

Quizfrage: Kénnen wir jedes LP in kanonischer Form schreiben?

Enthilt ein gegebenes LP ...
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(i) eine Beschrinkung der Form a'x > f, so konnen wir sie mit (—1) multiplizieren: —a'x < —p.

(ii) eine Gleichungsbeschriankung a'x = f, so konnen wir diese in Form zweier Ungleichungen,
a'x < funda’x > fbzw. —a'x < —f, schreiben.

(iii) fur eine Variable x; keine Beschrinkung der Form x; > 0 (freie Variable), so ersetzen wir
x; := x7 — x; und fordern x;” > 0 und x; > 0.

Mit Hilfe dieser Transformationen kann gezeigt werden:

Lemma 6.3 (Transformierbarkeit in kanonische Form).
Jedes LP ist dquivalent zu einem LP in kanonischer Form.

Quizfrage: Was bedeutet diese Aquivalenz genau?

Definition 6.4 (Hyperebene, Halbraum, Polyeder).
(i) Esseia € R", a # 0 und € R. Die Menge

H(a f) = {x e R"|a'x = p} (6.4)

heifit Hyperebene (englisch: hyperplane) im R" mit Normalenvektor a.

(ii) Eine Hyperebene teilt den Raum R" in zwei abgeschlossene Halbriaume (englisch: half-spaces)

H (a,f) ={xeR"|a'x<pB} und H'(ap) ={xeR"|a'x>p} (6.5)

(iii) Der Durchschnitt endlich vieler abgeschlossender Halbrdaume wird als (konvexes) Polyeder (grie-
chisch fiir Vielflachner, englisch: polyhedron) bezeichnet.

Ein Polyeder kann also durch endlich viele affin-lineare Gleichungs- und Ungleichungsrestriktionen
beschrieben werden. Insbesondere ist die zuldssige Menge

{x eR"|Ax < b, x > 0}

der Aufgabe (6.3) ein Polyeder. Ein Beispiel war bereits in Abbildung 6.1 zu sehen.

Fiir die algorithmische Behandlung von LPs sind Gleichungen allerdings geeigneter als Ungleichungen.
Daher fithren wir jetzt die fiir uns wichtigste Form linearer Optimierungsaufgaben ein.

Definition 6.5 (LP in Normalform).

Ein LP der Gestalt
Minimiere c¢'x iiberx € R"
sodass Ax=b (6.6)
und x>0

mit A € R™", b € R™ und ¢ € R" heifit in Normalform bzw. Standardform.
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Abbildung 6.2: Darstellung einer Hyperebene mit Normalenvektor a und der beiden Halbraume.

Enthilt ein gegebenes LP ...

(i) eine Ungleichungsbeschriankung a'x < f, so fiihren wir eine zusitzliche, sogenannte Schlupf-
variable (Uberschussvariable, englisch: slack variable) s ein und ersetzen die Ungleichung
durch

ax+s=pf s>0.

Quizfrage: Wie geht man bei a'x > f vor?

(ii) freie Variablen x;, so setzen wir wie bereits bei der Umwandlung einer Aufgabe in kanonische
Form x; := x} — x; und fordern x} > 0 und x; > 0.

Beachte: Eine Schlupfvariable gibt den Abstand (englisch: slack) zur Gleichheit an.

Mit obigen Umformungen kann man zeigen:

Lemma 6.6 (Transformierbarkeit in Normalform).
Jedes LP ist dquivalent zu einem LP in Normalform.

Beispiel 6.7 (Mozartproblem in Normalform).
Wir fiihren drei Schlupfvariablen s, s,, s3 ein:

Minimiere —9x;—8x>
sodass x1+xy,+5s =6
2x1+x+5s5, =11
(6.7)
X1+2x3+53=9

und x3,x3 >0

S1, 82,83 = 0.

Die Aufgabe hat nun fiinf Variablen (x,s) € R* x R3!
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Mozartproblem

(0.0,4.5) N \
(1.5, 6.5, 0.0) N N \ Marzipan
AN \ Nougat
N \ m—— Bitterschokolade

\
N (30,30 \
\ (0.0, 2.0, 0.0)

(5.0, 1.0)
(0.0,00,2.0)

AN
AN
® R
(0.0, 0.0) (5.5, 0.0)
(6.0, 11.0, 9.0) (0.5, 0.0, 3.5)

Abbildung 6.3: Darstellung der Ecken der zuldssigen Menge beim Mozartproblem in Normalform (6.7)
mitsamt den jeweiligen Werten der Schlupfvariablen.

Sofern nichts anderes gesagt wird, gehen wir jetzt immer davon aus, dass ein LP in Normalform
vorliegt. Die zuldssige Menge
P={xeR"|Ax=b, x > 0} (6.8a)

heiflt dann ein in Normalform beschriebes Polyeder, kurz: Polyeder in Normalform. Fiir die
Dimension der Matrix A € R™" nehmen wir dabei
1<m<n (6.8b)

an.

§ 6.1 EXISTENZ VON LOSUNGEN

In diesem Abschnitt gehen wir der Frage nach, wann die lineare Optimierungsaufgabe (6.6) eine
Losung besitzt.

'Fiir m = 0 ist die Aufgabe entweder unbeschrinkt (wenn ein ¢; < 0 ist), oder x* = 0 ist eine Lsung (wenn ¢ > 0 gilt).
Im Fall m > n kdnnen entweder solange redundante Gleichungen gestrichen werden, bis m < n wird, oder Ax = b ist
unlésbar, d. h. (6.6) ist unzulassig.

https://tinyurl.com/scoop-gdo M


https://tinyurl.com/scoop-gdo

R. Herzog @O®S

Voriiberlegung: Die zuldssige Menge P C R” von (6.6) ist immer abgeschlossen. (Quizfrage: Warum
eigentlich?) Falls sie auch nichtleer und beschrinkt (also kompakt) ist, dann besitzt die stetige Ziel-
funktion ¢"x iiber P nach dem Satz von Weierstrafl bzw. Satz 1.4 einen Minimierer. Allerdings ist P im
Allgemeinen nicht beschrinkt, siehe Abbildung 6.4. Mit Satz 1.4 kénnen wir dann nicht argumentieren,
da die Sub-Levelmengen L := {x € P|c"x < m} moglicherweise nicht beschrinkt (kompakt) sind.

7 /
\
4

X1

Abbildung 6.4: Kompaktes (abgeschlossenes und beschrinktes) Polyeder (links) und unbeschranktes
Polyeder (rechts).

AX2

\

~

X1

Intuitiv sollte klar sein, dass ein LP unbeschrankt ist, falls die Zielfunktion entlang eines Strahles
t — x+1d abfillt, der fur alle t > 0 in der zuldssigen Menge bleibt. Wir formulieren dies als Resultat:

Lemma 6.8. Wir betrachten ein LP in Normalform (6.6) mit zuldssiger Menge P wie in (6.8). Weiter sei
P # 0. Ist f* endlich, dann gilt c'd > 0 fiir alle Richtungen in der Menge

({deR"|Ad=0, d >0} (6.9)

Die Menge in (6.9) wird Rezessionskegel (englisch: recession cone) des Polyeders (6.8) genannt.
Quizfrage: Welche Bedeutung hat die Menge in (6.9)?

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gebe eine Richtung d aus der Menge
(6.9) mit der Eigenschaft ¢'d < 0. (Quizfrage: Was bedeutet ¢'d < 0?) Dann ist x + t d fur alle t > 0
zuldssig, und es gilt

c'(x+td)=c'x+tc'd — —ocofiirt — oo.

Daraus folgt f* = —oco, im Widerspruch zur Endlichkeit von f*. O

Satz 6.9 (Existenzsatz fiir LPs).
Wir betrachten ein LP in allgemeiner Form (6.1) mit zuldssiger Menge F. Ist der Optimalwert

f*=inf{c'x|x € F}

endlich, also die Aufgabe (6.1) weder unzuldssig (f* = +00) noch unbeschrdnkt (f* = —o00), so besitzt (6.6)
mindestens einen Minimierer.

Zum Beweis des Satzes bendtigen wir ein Hilfsresultat. Dieses sagt aus, dass die Menge der nicht-
negativen Linearkombinationen einer gegebenen Menge von Vektoren abgeschlossen ist.
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Lemma 6.10 (Abgeschlossenheit der Menge nicht-negativer Linearkombinationen?®).
Es sei B € R™" eine Matrix (ohne Einschrankungen an n,m € N). Die Menge

K :={Bd|deR", d >0} (6.10)

der nichtnegativen Linearkombinationen der Spalten von B ist abgeschlossen.
Quizfrage: Wie kann man sich die Menge in (6.10) grafisch vorstellen?

Beweis. Wir bezeichnen die Spalten von B mit by, ..., b, € R™ und die Komponenten des Vektors d,
also die Koeffizienten der Linearkombination, mit 8y, . . ., §,. Wir benutzen Induktion nach der Spalten-
anzahl n. Es sei zunachst n = 1, dann ist

K={Bd|deR", d>0}={6b]6 =0}
eine abgeschlossene Halbgerade oder {0}.

Induktionsschluss von n — 1 auf n: Es sei bereits gezeigt, dass die Menge der nicht-negativen Line-
arkombinationen von hochstens n — 1 Vektoren abgeschlossen ist. Es sei nun K von den n Vektoren
by, ..., b, erzeugt. Wir missen zeigen, dass K abgeschlossen ist.

Wir machen eine Fallunterscheidung:

Fall 1: Falls diese n Vektoren linear unabhéngig sind, dann hat B € R™*" vollen (Spalten-)Rang, also
Rang(B) = n. Also ist B'B € R™" positiv definit, insbesondere invertierbar. Wir betrachten eine
Folge (d'®)) C R™ nichtnegativer Vektoren, sodass (Bd¥)) C K gilt und Bd®) =: y¥ — yin
R™. Zu zeigen ist y € K. Aufgrund des vollen Rangs von B kénnen wir die Koeffizienten d‘¥)
aus y®) eindeutig rekonstruieren:

d® = (B'B)"'B'y® > 0.

Der Grenziibergang k — oo zeigt die Konvergenz der Folge (d¥)) gegen einen Grenzwert d > 0,
und es gilt Bd = y. Damit gehort der Grenzwert y zu K. Beachte: In diesem Fall wird die
Induktionsannahme gar nicht verwendet.

Fall 2: Falls die Vektoren by,..., b, linear abhingig sind, dann existieren Zahlen yj,...,y, mit der
Eigenschaft

Z Yibi =0, (6.11)
i=1

wobei nicht alle y; = 0 sind. Sagen wir o.B. d. A., mindestens ein y; ist < 0. Es sei nun y € K ein
beliebiges Element in K mit der Darstellung

y= ) 6bi, 820 (6.12)
i=1

2Beweis aus Werner, 2007, Lemma 1.5
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Wir werden gleich zeigen, dass sich y bereits als nichtnegative Linearkombination von nur n — 1
der Vektoren by, . . ., b, darstellen lasst. Da y € K beliebig war, folgt dann

K=| J{Bdlder™, d> o0},

s=1

wobei B_; die Matrix B ohne die Spalte bs bezeichnet. Nach Induktionsvoraussetzung ist jede
der Mengen in der Vereinigung abgeschlossen, also auch deren endliche Vereinigung.

In der Linearkombination (6.12) seien alle §; > 0, ansonsten sind wir fertig. Es seil < s < n
einer derjenigen Indizes, fir die gilt:

55 . { 51’
—— = min{——
Ys

Wir geben nun eine neue Linearkombination fiir y an mit Koeffizienten

Yi <0, i=1,...,n} =t>0.

1

—~

(Si 3:5i+t)/i, i=1...,n.
Nach Konstruktion sind alle gl > 0, und es gilt gs = 0. In der Tat gilt

y= Zn:&' b; e i(&' +ty) bi = igibi'
i=1 i i=1

i=1 =
i#8

Damit ist gezeigt: y € {B_sd |d € R"", d > 0}. O

Die Menge (6.10) heifit auch die konische Hiille (englisch: conic hull) der Vektoren by, . . ., by, kurz:

K={Bd|d eR", d >0} =cone{by,...,b,}. (6.13)

Wir kénnen nun Satz 6.9 beweisen.

Beweis von Satz 6.9. Wir konnen o.B. d. A. annehmen, dass das betreffende LP in Normalform (6.6)
mit zuldssiger Menge wie in (6.8) gegeben ist. Es sei f* = inf{c"x | x € P} der endliche Optimalwert
von (6.6). Es existiert also eine sogenannte Minimalfolge (x(*)) C P mit der Eigenschaft c'x®) \ f*.

Tx (k) T (o)
[ )= L)
Diese konvergiert gegen (f*,0)" € R x R™. Andererseits gehéren die Elemente der Folge zu der Menge
— T
S )

Diese Menge ist, abgesehen von der Verschiebung um den konstanten Vektor (%), von der Bauart
(6.10) mit der Matrix B = (f; ) € R#m)>n Nach Lemma 6.10 ist K abgeschlossen. Daraus folgt, dass

Betrachte die Folge

der Grenzwert (J; ) in K liegt. Das heifit, es existiert ein x* > 0 mit der Eigenschaft ¢'x* = f* und
Ax* — b = 0. Damit ist x* eine Losung des LP (6.6). O
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Bemerkung 6.11. Es ist eine durchaus bemerkenswerte Eigenschaft linearer Optimierungsaufgaben, dass
sie bereits dann eine optimale Losung besitzen, wenn der Optimalwert endlich ist. Wie wir aus Beispielen
wie ,Minimiere 1/x unter der Nebenbedingung x > 1“ wissen, ist das fiir nichtlineare Aufgaben i. A. nicht
der Fall.

§ 6.2 Die BEDEUTUNG DER ECKEN

Definition 6.12 (Extremalpunkt bzw. Ecke eines Polyeders).
Ein Vektor x € P heifSt Extremalpunkt oder Ecke eines Polyeders P (nicht notwendig in Normalform
gegeben), wenn aus

x=ay+(1-a)z

firy,z € Punda € (0,1) bereits y = z folgt.

Eine Ecke ist also dadurch gekennzeichnet, dass sie nicht auf der Verbindungsstrecke zweier anderer
Punkte y, z von P liegt. Man sagt auch: Eine Ecke ist keine echte Konvexkombination (Definition 13.4)

zweier anderer Punkte von P.
JCZ/
¢

AX2

\

4
X1 X1

Abbildung 6.5: Polyeder (nicht in Normalform) und ihre Ecken: Viereck im R? und unbeschrinktes
Polyeder mit drei Ecken im R?.

Ecken eines Polyeders in Normalform konnen wie folgt charakterisiert werden:

Satz 6.13 (Charakterisierung der Ecken eines Polyeders in Normalform).
Es sei P ein Polyeder in Normalform wie in (6.8) und x € P gegeben. Fernerseil (x) ={1<i<n|x; >0}
die Menge der inaktiven Indizes (bzgl. der Ungleichungen x > 0). Dann gilt:

x ist eine Ecke von P

& die Menge der Spalten (a;)ic1(x) von A ist linear unabhdngig.

Beachte: Insbesondere ist x = 0, sofern zu P gehorig, immer eine Ecke.

Beweis. ,=": Es sei x eine Ecke von P. Wir nehmen an, dass die Spalten (a;);c7(x) linear abhéngig
sind. Damit muss natiirlich notwendigerweise I(x) # 0 sein. Wegen der linearen Abhéngigkeit gibt es
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Abbildung 6.6: Polyeder in Normalform und ihre Ecken: Strecke im R? (n = 2, m = 1) und Flichen im
R*(n=3,m=1).

~

Koeffizienten y;, sodass gilt:

Z Yiai =0,

i€ (x)

und mindestens ein y; ist # 0. Wegen x; > 0 fiir alle i € 7 (x) existiert § > 0, sodass x; £ § y; > 0 bleibt
fur alle i € 7 (x). Wir definieren nun Punkte y, z € R” durch

{xi +8y, fallsie I(x)} {xi ~ 8y, fallsie I(x)}
Vi = und z; =

0 sonst 0 sonst.

Damit ist y # z, und es gilt y,z > 0 sowie

Ay:zn:%'aiz Z (xi+dyi)ai=b+0 Z yiai =b,
i=1

iel(x) i€l (x)

also liegt y € P. Ganz analog folgt auch z € P. Dies ist aber ein Widerspruch zur Definition 6.12 einer
Ecke, denn es gilt x = yTJrZ mit y # z.

»&": Umgekehrt seien nun die Spaltenvektoren (a;);er(x) linear unabhangig. (Moglicherweise ist
I(x) = 0.) Fur zwei Vektoren y, z € P gelte x = @ y + (1 — @) z mit einem « € (0,1). Wir miissen y = z
zeigen. Fir alle j ¢ 7 (x) gilt x; = y; = z; = 0 wegen y,z > 0. Also ist

0=b-b=A(y-2) = Z (yi — zi) ai,
iel(x)

und aus der linearen Unabhéngigkeit der (a;);c7(x) folgt y; = z; auch fiir i € 7 (x). Insgesamt gilt also
¥ = z, d. h,, nach Definition 6.12 ist x eine Ecke von P. O

Beachte: Der Koordinatenvektor einer Ecke eines Polyeders in Normalform (6.8) muss mindestens
n —m Nulleintrage haben, da jeweils hochstens m Spalten von A € R™*" linear unabhéngig sind (siehe
auch Abbildung 6.6).
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Aus Satz 6.13 ergibt sich folgende Idee zur Generierung potentieller Ecken:

+ Jeder Vektor x € P C R" wird durch n (linear unabhangige) Bedingungen an seine Koordinaten
festgelegt.

« Wihle eine Indexmenge N C {1,2,...,n} mit |[N| = n — m und setze x; = 0 fur i € N.
« Die restlichen Indizes bilden die Menge B = {1,2,...,n} \ N mit |B| = m.

Die Wahl von N erfolge so, dass der Punkt x durch die Bedingungen Ax = bund x; = 0 firi € N
eindeutig bestimmt ist. (Damit das moglich ist, muss man voraussetzen, dass Rang(A) = m gilt.) Die
Spalten von A und die Komponenten von x werden so umsortiert und partitioniert, dass wir

A= [ABAN] und Ax =Agxg+ANXN =ABXB=b
~——
=0

erhalten. Nun soll also Ag xg = b eindeutig 16sbar sein, also muss Ag invertierbar (regular) sein.

Definition 6.14 (Basisvektor, Basis).
Es sei P wie in (6.8) ein Polyeder in Normalform. Weiter sei B C {1,...,n} mit |B| = m eine (geordnete)
Indexmenge (ein m-Tupel) von Spaltenindizes und N = {1,...,n} \ B.

(i) Ist die mit den Spaltenindizes B gebildete Untermatrix Ap regulir, so heifit die Indexmenge B eine
Basis und Ag die zugehorige Basismatrix. N heif$t dann Nichtbasis und An die zugehorige
Nichtbasismatrix.

(ii) Es sei Ap eine Basismatrix. Ein Punkt x € R" heifit ein Basisvektor von P zur Basis B, wenn
Apxp =b undxy = 0 gilt.

(iii) In der Literatur wird ein Basisvektor auch hdufig als Basislosung bezeichnet. Der Begriff ,,-losung“
weist darauf hin, dass der Vektor das lineare Gleichungssystem A x = b lost. Dieser Praxis folgen
wir hier nicht, um Verwechslungen mit Optimallésungen zu vermeiden.

(iv) Ein Basisvektor heif$t zuldssig, wenn xg > 0 gilt.

(v) Ist x ein Basisvektor zur Basis B, dann heiflen die Komponenten von xg abhdngige Variable und
die Komponenten von xy unabhdngige Variable.

Beachte: Damit iiberhaupt eine Basis existiert, muss notwendig A vollen Rang haben, also Rang(A) =
m gelten. Dies kann zumindest theoretisch immer durch Streichen von Zeilen erreicht werden, wobei
numerisch die Bestimmung des Ranges schwierig sein kann.

Beispiel 6.15 (Basisvektoren, vgl. Geiger, Kanzow, 2002, Beispiel 3.17 auf S.97).
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Es seien
1 1.1 1 0 0 O 4
0 31.01 0 0 6
A: =
10000 1 0f “d?b=],
0 01 0 0 0 1 3

gegeben. Der Vektor x = (2,0,0,2,6,0,3)" ist zuldssiger Basisvektor zur Basis B = {1,4,5,7}, denn: Die
Untermatrix

1
0
Ap = 0

S = O =
(= =
—_ o o O

0

ist regulir (d. h., B ist Basis), und es gilt xg = (2,2,6,3)" > 0, x5y = (0, 0,0)" sowie Ag xg = b. Ein anderer
zuldssiger Basisvektor, dieses Mal zur Basis B = {4,5,6,7}, istxg = b, da b > 0 ist.

Satz 6.16 (Zusammenhang zwischen Ecken und zulassigen Basisvektoren).
Es sei P wie in (6.8) ein Polyeder in Normalform, und es gelte Rang(A) = m. Dann sind dquivalent:

(i) x € R" ist eine Ecke von P.

(ii) x € R™ ist zuldssiger Basisvektor von P zu einer geeigneten Basis.

Beachte: Eine Ecke kann mehrere Darstellungen als zulédssiger Basisvektor zu verschiedenen Basen
besitzen.

Satz 6.17 (Hauptsatz der linearen Optimierung, vgl. Geiger, Kanzow, 2002, Satz 3.6).
Es sei P wie in (6.8) ein Polyeder in Normalform, und es gelte Rang(A) = m. Dann gilt:

(i) Ist P # 0, dann besitzt P mindestens einen zuldssigen Basisvektor (eine Ecke).
(ii) P hat nur endlich viele zuldssige Basisvektoren (Ecken).

(iii) Besitzt das Problem
Minimiere c¢'x sodassx € P

eine Losung, so ist auch einer der zuldssigen Basisvektoren von P eine Losung.

Die Aussage (iii) bedeutet, dass die Losungsmenge eines LPs unter den obigen Voraussetzungen
entweder leer ist oder mindestens eine Ecke enthalt.

Beweis. Aussage (i): Zunéchst stellen wir fest, dass es mindestens eine Basis gibt, da Rang(A) = m gilt.
Gehort der Nullvektor zu P, dann ist er ein zuldssiger Basisvektor zu jeder Basis. Andernfalls wiahlen
wir ein x* € P mit der minimalen Anzahl positiver Komponenten. Die Indexmenge I (x*) = {1 < i <
n|x; > 0} ist nicht leer. Wir zeigen, dass die Spaltenvektoren (a;), i € I (x*) linear unabhéngig sind.
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Nach Satz 6.13 ist dann x* eine Ecke, und nach Satz 6.16 auch ein zuldssiger Basisvektor von P (zu einer
geeigneten Basis, die durch Auffiillen von I (x*) entsteht).

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, die Spaltenvektoren (a;),i € 7 (x*) seien linear
abhéngig, also gilt
Yiai =0,
iel(x*)
und o.B.d. A. ist mindestens ein y; < 0. Wegen x] > 0 fiir alle i € 7 (x*) konnen wir wie im Beweis

von Lemma 6.10 § = min {—;C/—g | Yi<0, i€ I(x*)} > 0 wihlen. Daraus folgt, dass
x;+8y; >0 furalleie 7(x")

ist und mindestens einmal Gleichheit gilt. Der Vektor

0 sonst

. {xf+5yl-, falls i € 7 (x*)
X =

gehort dann zu P (Beweis wie in Satz 6.13), hat aber weniger positive Komponenten als x*, im Wider-
spruch zur Voraussetzung.

Aussage (ii): Es gibt nur endlich viele, ndmlich héchstens ( r':l ) Moglichkeiten, eine Basis, d. h. m linear
unabhéngige Spalten von A auszuwéhlen.? Zu jeder Basis gehort nur genau ein Basisvektor (der auch
unzulissig sein kann).

Aussage (iii): Nach Voraussetzung ist der Optimalwert
f* =inf{c"x |x € P}

endlich und wird auch angenommen. Wir betrachten nun das LP mit der modifizierten zuldssigen
Menge
Minimiere c¢'x iiber x € R”

sodass xe€P={xeR"|Ax=b, x >0, c'x = f*}.

Nach Voraussetzung ist auch P # 0, und P ist wieder ein Polyeder in Normalform (es ist einfach
eine Zeile in A und b hinzugekommen). Ist nun P = P, also die Zielfunktion konstant auf P, so sind
insbesondere alle zuldssigen Basisvektoren von P Lsung.

Ist dagegen Pc P, so gilt Rang (?) = m+ 1.* Nach Aussage (i) besitzt P mindestens einen zuldssigen

Basisvektor x*, der nach Satz 6.16 eine Ecke von P ist. Es bleibt noch zu zeigen, dass x* auch Ecke von
P ist. Es seien also y,z € Pund « € (0,1), sodass x* = a y + (1 — a) z gilt.

fr YEP Ty = ac'ly+(1-a)c'z>af " +(1-a)f = f".
~—— S~——
> fr zf

Also gilt 'y = "z = f* d.h., y,z € P. Da x* eine Ecke von P ist, muss y = z gelten. Damit ist x* eine
Ecke von P und nach Satz 6.16 auch zuldssiger Basisvektor von P, und wegen x* € P ist x* eine Losung

des LP. O

3Hierbei ignorieren wir die Anordnung der Basiselemente, da sie keinen Einfluss auf den zugehorigen Basisvektor hat.
4Zu den Gleichungen A x = b ist eine neue Zeile dazukommen, die wesentlich ist.
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§ 7 SIMPLEX-ALGORITHMUS

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 3.2-3.4

Idee des Simplex-Algorithmus’: Laufe von einem zuldssigen Basisvektor (Ecke) zu einem benachbar-
ten, bis es keinen besseren (mit kleinerem Funktionswert) mehr gibt. Dabei heiflen zwei Basisvektoren
benachbart, wenn sich die zugehorigen Basen in genau einem Index unterscheiden.

Im gesamten § 7 sei P wie in (6.8) ein Polyeder in Normalform, und es gelte Rang(A) = m.

§ 7.1 DER SIMPLEX-SCHRITT

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 3.2

Es sei x irgendein (zuladssiger) Basisvektor von P (zur Konstruktion siehe § 7.2) zur Basis B, und es
sei N = {1,...,n} \ B. Die Spalten von A und die Komponenten von x und c seien entsprechend
partitioniert. Um zu einer benachbarten Ecke zu gelangen, miissen wir einem Index r € N erlauben,
sich von der Null zu 16sen, wihrend die anderen Nichtbasis-Eintrage bei Null verbleiben. Wir machen
also den Ansatz

x(t):=t>0, x;(t):=0furalleje N\ {r}

oder kurz: xx(t) = t e, mit einem Standard-Basisvektor e, € R"™™, t > 0. Die Basis-Eintrége xp(t)
berechnen wir in Abhangigkeit von xx(t) aus dem linearen Gleichungssystem

Agxg(t) +Anxn(t) =b & xp(t) = Agl(b —tANe,) =xg+t (—Aglar). (7.1)
~———
=:AxB

Hierbei ist a, die r-te Spalte von A, und Axp bezeichnet die Richtung der Anderungen der xg-Kompo-
nenten.

Durch Einsetzen von (7.1) erhalten wir folgende Darstellungen der Werte der Zielfunktion in Abhén-
gigkeit von ¢t > 0:

¢'x(t) = cgxp(t) + cyxn (1)
= cpxp + t cgAxp + T cpe,

=c'x+t (CB) (AXB) (72)

CN e
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und

¢'x(t) = cpxp(t) + cyxn (1)
= c;Al}l(b —tAyer) +tcyer
=c'x+t (CN — A}VABTCB)Ter
—_—
:ZEN

=c'x +1tc. (7.3)

Die Grofle ¢y bezeichnet man als den Vektor der reduzierten Kosten. Er ist durch die Daten der
Aufgabe sowie durch die aktuelle Basis eindeutig bestimmt. Er erlaubt es uns, zu erkennen, wenn der
gegenwirtige Basisvektor bereits ein Minimierer ist.

Lemma 7.1 (Erkennen einer Losung).
Es sei x ein zuldssiger Basisvektor zur Basis B. Wenn fiir die reduzierten Kosten

on = con — ANyAgTeg 2 0 (7.4)

gilt, dann ist x eine Losung des LP (6.6).

Beweis. Es sei z ein beliebiger fiir (6.6) zuldssiger Vektor (nicht notwendig ein Basisvektor). Dennoch
partitionieren wir z ebenso wie x. Wir vergleichen die Funktionswerte ¢'x und ¢'z mit einer Rechnung
ghnlich wie in (7.3):
¢'z=chzg+cyzy
= cpAp (b - Ayzy) +cyzy
=c'x+ (cN — A}-\]ABTCB)TZN
=c'x + Cyzy-

Dazy > 0ist, gilt ¢'z > ¢"x, d. h., x ist ein Minimierer der Aufgabe (6.6). O

Quizfrage: Was vermuten Sie, gilt auch die Umkehrung von Lemma 7.1?

Wir gehen fir die weitere Herleitung des Simplex-Schrittes also jetzt davon aus, dass ¢y noch nicht
in allen Eintragen > 0 ist. Welche benachbarte Ecke soll das Verfahren dann wihlen? Auch dariber
gibt der Vektor der reduzierten Kosten Aufschluss. Damit die Zielfunktion fillt, wiahlen wir einen
Index r € N aus, fir den ¢, < 0 ist, denn wegen (7.2) fallen dann die Werte proportional zu ¢t > 0.
Diese Auswahlentscheidung nennt man auch ,pricing”.

Es ergibt sich die Frage, wie grof3 ¢t werden darf, sodass xg(¢) noch zuléssig, also xg(t) > 0 bleibt. Die
Darstellung (7.1)
XB(t) =xg+tAxp

liefert dartiiber Aufschluss.

Lemma 7.2 (Erkennen eines unbeschrankten LPs).
Gilt Axg > 0, so ist das LP (6.6) unbeschrdnkt, also nicht losbar.
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Beweis. Nach Konstruktion erfiillt x () fiir alle ¢t € R die Bedingung Ax(t) = b. Nach Voraussetzung
gilt auBBerdem xp(¢) > 0 fiir alle £ > 0, d. h., x(¢) ist fiir alle t > 0 zuldssig fiir (6.6).

Es gilt nach (7.1) und (7.2):

.

c Ax —~

ch(t)=ch+t( B) ( B)=CTx+tcr—>—oo fiir t — oo.
CN e,

——
<0
O
Beachte: Das ist genau die Situation, die in Lemma 6.8 beschrieben wird: Die Richtung d = ( Ae’iB ) istim

Rezessionskegel der zuldssigen Menge von (6.6) und ist eine Abstiegsrichtung fir die Zielfunktion.

Wir gehen fiir die weitere Beschreibung des Simplex-Schrittes also jetzt davon aus, dass Ax; < 0 fiir
mindestens ein i € B ist. Die Zulassigkeitsbedingung fur x(t) ist genau dann erfillt, wenn

t>0 und xg(t)=xg+tAxg >0
gilt oder dquivalent dazu:

P

0<t<——"firallei € BmitAx; < 0.
Axi

Um mit xg(t) einen neuen zuldssigen Basisvektor zu erhalten, muss eine Komponente von B nach N

wechseln, denn r wechselt ja von N nach B. Wir wihlen deshalb die grofitmogliche Schrittlange:

Xe

i € B, Ax; < 0} = A ~Quotiententest” (englisch: ratio test). (7.5)
X¢

Xi

f = min {—

Xi

Es ist also £ der Index bzw. einer der Indizes, an denen das Minimum angenommen wird. Damit wird
dann x,(f) = 0 sein, und wir nehmen den Index ¢ in die neue Nichtbasis auf.

Wir fassen zusammen: Als Simplex-Schritt bezeichnet man, ausgehend von der gegebenen Basis B
und dem zugehoérigen zuléssigen Basisvektor x:

(i) die Berechnung der reduzierten Kosten ¢y nach (7.4) (lineares Gleichungssystem mit A} 16sen),
(ii) die Auswahl eines Index’ r € N mit ¢, < 0,

(iii) die Bestimmung des Vektors Axpg nach (7.1) (lineares Gleichungssystem mit Ag l6sen) und der
Schrittlinge £ nach (7.5)

(iv) und die Bestimmung des neuen zulissigen Basisvektors x* := x(f) und der geinderten Basis
B* := (BU{r}) \ {£} und Nichtbasis N* := (N U {£}) \ {r}.

Satz 7.3 (Simplex-Schritt).
Es sei x ein zuldssiger Basisvektor von P zur Basis B, und es sei N = {1,...,n} \ B. Es gelte ¢, < 0 fiir
mindestens einr € N, und es sei Axg = —Aglar. Es gelte weiter Ax; < 0 fiir mindestens ein i € B. Wird
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dannt > 0 nach (7.5) bestimmt und wird das Minimum fiir den Index t € B angenommen, so gelten fiir

den Vektor x* mit
xi+tAx; firi€B, i#¢,

xj =41 fiiri =r,
0 sonst

die folgenden Aussagen:
(i) Der Vektor x* ist zuldssiger Basisvektor von P zur neuen Basis

B* = (BU{r}) \ {£}.

(it) Fur die Zielfunktionswerte gilt
cxt=c'x+tc, < c'x.
Beweis. Fur Aussage (i) miissen wir zeigen:
(a) Ag.x}f. =D,
(b) x3+ =0,
(c) x5 2 0und
(d) Ap+ ist regular.

Die Punkte (a) bis (c) folgen aus der Konstruktion von x*. Wir weisen noch nach, dass die Spalten
(a;)iep+ linear unabhéngig sind und machen dafiir den Ansatz:

0= Z Yiai +yrar

i€B, i+l
= Z Yiai — yrAp Axp
i€B, i#t
= Z Yiai — yr(z Axiai)
i€B, i+l ieB
= Z (vi = yr X)) ai = yr Axpay.
i€B, i#t

Nach Voraussetzung waren die Spalten (a;);ep linear unabhingig, also folgt
Yi—VrAx;=0 furalleieB, i#¢ und y,Ax,=0.

Wegen Ax, < 0 gilt y, = 0 und damit y; = 0 firalle i € B, i # £.

Die Aussage (ii) folgt aus (7.3). O

Bemerkung 7.4 (Der Fall ¢'x* = c"x).
Es gelten die Voraussetzungen von Satz 7.3.
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(i) Der Fall c"x* = c"x tritt genau dann auf, wenn sich im Quotiententest (7.5) t = 0 ergibt, also auch
x* = x gilt. Es dndern sich also nur die Indexmenge B ~» B* und N ~> N*. Dieselbe Ecke hat also
eine Darstellung als Basisvektor zu verschiedenen Basen. Dazu muss allerdings notwendig

x; =0 fiir mindestens eini € B (7.6)
gelten. Ein Basisvektor x, fiir den (7.6) zutrifft, heif$t entartet.>

(i) Ist x dagegen ein nicht entarteter Basisvektor, so gilt unter den Voraussetzungen von Satz 7.3 immer
t > 0 und daher

cxt=c'x+tc, < c'x.

Der Zielfunktionswert nimmt dann also strikt ab.

Beispiel 7.5 (Nochmal Beispiel 6.15).
Wir fithren einen Simplex-Schritt fiir Beispiel 6.15 durch, ausgehend vom (zuldssigen) Basisvektor x =
(2,0,0,2,6,0,3)" zur Basis B = {1,4,5,7}. Der Zielfunktionswert ist c'x = (—2,-3,-4,0,0,0,0) x = —4.

(i) Die reduzierten Kosten sind

EN =CN — A}-VAIETCB

-3 130012(1)3 _02
17RO e 1 0 of o
0 00 1 0
00 0 1 0
=(0,0,—2,0)7
-3 13008
=|=4|=|1 1 o0 1]
0 001 0
0
-3 0 -3 %
=|-a|-| o0 |=[-4|=|5
0 -2 2 T

(ii) Wir wihlen einen Indexr € N = {2,3,6} mitc, < 0 aus, hierr = 3 (Alternative: r = 2).

(iii) Wir berechnen
-1

110 0\ /1y [0 Ax,
. 0o 0o 1 ol [1| [-1] [Ax

Axr = —AZlg = — = =
*B B % 100 of [o] |- Axs
000 1/ \1)/ \=1/ \Ax

5Da bei der Bestimmung von { jedoch nicht alle Basis-Indizes mitspielen, sondern nur diejenigen mit Ax; < 0, ist auch bei
einem entarteten Basisvektor durchaus £ > 0 méglich.
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und fithren den Quotiententest durch:

Xi

2 6
17 1

ti= min{— i€B, Ax; < 0} = min{

Xi
i=4 =5 =7
Beachte: Ax; = 0 nimmt an der Minimumbildung nicht teil! Das Minimum t = 2 wird eindeutig

beim Index ¢ = 4 angenommen.

(iv) Die neue Basis ist also B* = (BU {r}) \ {¢} = {1,3,5,7} und die Nichtbasis N* = {2, 4, 6}. Neuer
Basisvektor ist

2+1Ax; bleibt in B* 2
0 bleibt in N* 0
0+1 wechselt in B* 2
xt=| 24+FAxs =0 wechseltin N* |=]|0
6+t Axs bleibt in B* 4
0 bleibt in N* 0
3+1Ax; bleibt in B* 1
mit neuem Funktionswert ¢c'x* = —12. Wie erwartet hat sich der Funktionswert also um t ¢, =

2 (—4) = —8 verdndert.

Wiirden wir in Schritt (ii) stattdessen den Index r = 2 wihlen, so erhielten wir Axg = (0,—1,-3,0)" und
dann in Schritt (iii) im Quotiententestt = 2 und £ = 4 oder ¢ = 5. Dies wiirde dazu fiihren, dass in jedem
Fall beide Koordinaten x; = x; = 0 werden, d. h., x* ist dann ein entarteter Basisvektor. Wir erhielten
dann in Schritt (iv) Bt = {1,2,5,7} und N* = {3,4,6} oder B* = {1,2,4,7} und N* = {3,5,6} und in
beiden Fillen x* = (2,2,0,0,0,0,3)" mit neuem Funktionswert c'x* = —10.

§ 7.2 DER SIMPLEX-ALGORITHMUS

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 3.3-3.4

Wir geben jetzt den kompletten Simplex-Algorithmus zur Lésung des LP (6.6) in Normalform mit
Rang(A) = m an. Der leichteren Lesbarkeit wegen verzichten wir darauf, die Iterierten nach dem
Iterationszéhler k zu benennen.

Algorithmus 7.6 (Simplex-Algorithmus (Dantzig 1947)).
Eingabe: Aufgabenbeschreibung durch A, b und c
Eingabe: zuldssiger Basisvektor x von P mit zugehdriger Basis B und Nichtbasis N
Ausgabe: ein optimaler Basisvektor von (6.6) oder die Aussage, dass (6.6) unbeschrdnkt ist
1 Setzek =0
2: Berechne die reduzierten Kosten
EN =CN — A}-VAETCB

3: ifcy > 0 then
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& x ist eine Losung von (6.6), STOP
5 else
6: Wiihle einen Indexr € N mitc, < 0
72 Berechne Axp = —Aj'a,
8 if Axg > 0 then
9 Aufgabe (6.6) ist unbeschrinkt, STOP
10: else
11 Bestimmet > 0 und £ € B gemdf
- . Xi | . Xt
t = mm{_A_x,-|l € B, Ax; < O} = _A_X[
12: Setze
x;+tAx; firi€B, i#¢,
xi =4t firi=r,
0 sonst
13: Setze B* == (BU {r}) \ {¢}
14 Setze N* := (N U {¢}) \ {r}
15: Setze x = x*
16: Setze B := B* und N .= N*
17: Setzek = k+1
18: end if
19: end if

20: Gehe zu Zeile 2

Quizfrage: Bei der Herleitung des Simplex-Verfahrens bedeuteten Ag und Ay sowie xp und xx immer
eine Auswahl von Spalten von A bzw. von Eintragen in x. Es sind also xg € R™ und xy € R"™™  kurze"
Vektoren und Ag € R™™ und Ay € R™("=m) schmale® Matrizen. Wiirde man das auch in dieser
Form z. B. in PyTHON implementieren? Wo kdnnte ein Nachteil liegen?

Wir kénnen einen vorlidufigen Konvergenzsatz fiir das Simplex-Verfahren angeben, der allerdings die
nicht vorab tGberpriifbare Voraussetzung verwendet, dass im Verlauf keine entarteten Basisvektoren
auftreten.

Satz 7.7 (Endlichkeit des Simplex-Verfahrens).
Sind alle im Simplex-Verfahren auftretenden Basisvektoren nicht entartet, so bricht das Verfahren nach
endlich vielen Iterationen ab, und zwar entweder mit einem optimalen Basisvektor (Ecke) von (6.6) oder
mit der Feststellung, dass (6.6) unbeschrdnkt ist.

Beweis. Nach Bemerkung 7.4 Punkt (ii) gilt ¢'x* < ¢"x fiir alle Iterierten. Daher kann kein Basisvektor
mehrfach im Verfahren auftreten. Da es nach Satz 6.17 nur endlich viele zulédssige Basisvektoren gibt,
muss das Verfahren in Zeile 4 oder in Zeile 9 abbrechen. ]

Der Simplex-Algorithmus 7.6 lasst noch Freiheiten
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» bei der Wahl der Austausch-Indizes r in Zeile 6
« und evtl. bei der Wahl von ¢ in Zeile 11,

vgl. Beispiel 7.5. Durch geeignete Zusatzregeln kann man erreichen, dass das Verfahren auch bei
Vorkommen entarteter Basisvektoren immer terminiert.

Dabei geht es um die Vermeidung von Zyklen, d. h. Situationen, in denen

o0 =) = (kep)

und
B® s Bk,  ~s Bk2) — B(F)

gilt.

Satz 7.8 (Regel von Bland).

Wahlt man in Zeile 6 den Index r und in Zeile 11 den Index € als den jeweils kleinsten in Frage kommenden
Index, dann bricht der Simplex-Algorithmus 7.6 stets nach endlich vielen Iterationen ab, und zwar entweder
mit einer Lésung von (6.6) oder mit der Feststellung, dass (6.6) unbeschrdnkt ist.

Beweis. Mit der Zusatzregel von Bland kann man zeigen, dass keine Zyklen mehr auftreten, siehe
Geiger, Kanzow, 2002, Satz 3.27. O

Bemerkung 7.9 (Alternativer Beweis von Satz 6.9).
Der Simplex-Algorithmus in Verbindung mit der Regel von Bland bietet eine konstruktive Moglichkeit, den
Existenzsatz 6.9 zu beweisen.

Quizfrage: Angenommen, das Simplex-Verfahren hat einen optimalen Basisvektor x* gefunden, es
gibt aber noch weitere optimale Basisvektoren. Wie kann man das Simplex-Verfahren dazu benutzen,
ausgehend von x* einen weiteren optimalen Basisvektor zu bestimmen?

Quizfrage: Was konnte der Grund sein, warum man im Simplex-Verfahren mit benachbarten Ecken
arbeitet? Man konnte doch auch grofiere Anderungen in den Basis-Indizes zulassen?

Quizfrage: Ist das Simplex-Verfahren ein Abstiegsverfahren? Wenn ja, kénnen Sie die Schritte Schrit-

te (1) bis (3) eines allgemeinen Abstiegsverfahrens (siche Anfang von § 4 auf Seite 15) im Simplexver-
fahren (Algorithmus 7.6) wiederfinden?

FINDEN DER ERSTEN ECKE

Beachte: Fiir den Start des Simplex-Algorithmus 7.6 muss ein zuléssiger Basisvektor von P bekannt
sein.
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Beobachtung: War das LP urspriinglich in kanonischer Form (6.3) gegeben (etwa beim Mozartproblem,
Beispiel 6.2), also in der Form
Maximiere c¢'x

sodass Ax <b

und x>0

mit A € R™" b € R™ und ¢ € R”, und fithren wir Schlupfvariablen s € R™ ein, so erhalten wir das
dquivalente Problem in Normalform mit den Variablen (x, s)" € R™"™:

Minimiere —c'x
sodass Ax+s=b

und x>0, s>0.

Falls b > 0 ist, dann ist (0, b)" ein zulassiger Basisvektor zur Basis B= {n+1,...,n+ m}, mit dem man
das Verfahren starten kann.

Im Allgemeinen kann man einen zuléssigen Basisvektor fiir (6.6) durch Losen eines Hilfsproblems
(,Phase I) bestimmen:

Satz 7.10 (Phase-I-Problem).
In dem LP in Normalform (6.6) sei (0. B.d. A.) b > 0.° Dann gelten fiir das Hilfsproblem

Minimiere 1"z iiber (x,z) € R" x R™
sodass Ax+z=0b (7.7)
und x>0, z>0

mit1=(1,1,...,1)7 € R™ folgende Aussagen:
(i) Der Vektor (x,z)" = (0,b)" ist ein zuldssiger Basisvektor fiir (7.7) zur BasisB={n+1,...,n+ m}.
(ii) Das LP (7.7) besitzt eine Losung.
(iii) Essei(x*,z*)" ein optimaler Basisvektor fiir (7.7). Ist z* # 0, so besitzt das LP (6.6) keinen zuldssigen

Punkt. Ist dagegen z* = 0 und gilt Rang(A) = m, so ist x* ein (zuldssiger) Basisvektor fiir (6.6) zu
einer geeigneten Basis.

Die Voraussetzung b > 0 ist keine Einschrankung, ggf. multiplizieren wir betreffende Zeilen mit —1.

Beweis. Aussage (i) folgt sofort aus der Definition eines Basisvektors, da die zugehorigen Spalten von
[A,Id] gerade die Einheitsmatrix Id bilden. Damit ist das Hilfsproblem (7.7) nicht unzulassig.

Aussage (ii): Wegen z > 0 ist die Zielfunktion 1"z = } 7, z; Giber der zulassigen Menge selbst > 0, d. h.,
(7.7) ist nicht unbeschrankt. Aus Satz 6.9 folgt die Existenz einer Losung.

¢Uber den Rang von A muss hier nichts vorausgesetzt werden. Der Rang von [A,1d] ist immer gleich m.
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Aussage (iii): Es sei (x*, z*)" ein optimaler Basisvektor fiir (7.7) und zunichst z* # 0. Der Optimalwert
von (7.7) ist daher 1"z* > 0. Gibe es einen zuldssigen Punkt x von (6.6), so wire (&, 0)" zulassig fiir
(7.7) mit Funktionswert 0, im Widerspruch zur Optimalitit von (x*, z*)".

Wir betrachten nun den Fall z* = 0. Es sei B* mit |B*| = m eine zu (x*, z*)" gehorige Basis. Es
ist also [A,Id]p- reguldr. Nach Definition gehoren positive Komponenten von x* notwendig zu B*,
sodass die zugehorigen Spalten von A linear unabhingig sind. Falls erforderlich, konnen diese Spalten
durch weitere Spalten von A zu m linear unabhéngigen Spalten ergénzt werden, da Rang(A) = m
vorausgesetzt wurde. Mit Ax™ = b folgt hieraus, dass x* ein (moglicherweise entarteter) zulassiger
Basisvektor fiir (6.6) ist. O

Bemerkung 7.11 (Zu Phase I und II).

(i) Das Hilfsproblem (7.7) ist wiederum ein LP in Normalform, dessen Matrix [ A, 1d] stets vollen Rang m
hat.

(if) Wir konnen das Simplex-Verfahren (Algorithmus 7.6) in der Phase I auf das Hilfsproblem (7.7)
anwenden. Ein erster zuldssiger Basisvektor ist nach Satz 7.10 (i) bekannt. Dann erhalten wir (wenn
wir Zyklen mit der Regel von Bland vermeiden) im Fall Rang(A) = m nach endlich vielen Schritten
entweder einen zuldssigen Basisvektor fiir das eigentliche LP (6.6) oder die Information, dass (6.6)
unzuldssig ist (keinen zuldssigen Punkt besitzt).

(iii) Ist der in Phase I berechnete Basisvektor (x*, z") entartet, so enthdlt die Basis B* mdéglicherweise
noch Indizes in {n +1,...,n + m}, die man vor dem Start des eigentlichen Simplex-Algorithmus
(,Phase IT®) fiir (6.6) in zusdtzlichen Schritten noch austauschen muss. Mehr Informationen dazu
findet man zum Beispiel in Geiger, Kanzow, 200z, Aufgabe 3.22.

(iv) Fiir Phase I haben wir nicht bendétigt, dass A vollen Rang hat, da [ A,1d] in jedem Fall vollen Rang hat.
Erhdlt man dann z* = 0 und ist der Rang von A nicht maximal, so kann x™ unmdoglich ein Basisvektor
fiir (6.6) mit einer Basis in {1, ..., n} sein. Aus Phase I erhdlt man dann aber Informationen dariiber,
welche Zeile(n) von Ax = b gestrichen werden konnen. Details dazu kénnen Sie zum Beispiel in
Geiger, Kanzow, zooz, Aufgabe 3.23 finden.

Quizfrage: Wieviele Iterationen benétigt das Simplex-Verfahren in Phase I mindestens, um einen
zuldssigen Basisvektor der Aufgabe (6.6) zu einer Basis in {1,...,n} zu finden?

Bemerkung 7.12 (Zur Komplexitit des Simplex-Verfahrens).

Das Simplexverfahren hat sich in der Praxis bei vielen Aufgabenstellungen bewdhrt. Es gibt jedoch ein
konstruiertes Beispiel von Klee und Minty (1972), bei dem alle Ecken eines Polyeders besucht werden, und
zwar in jeder Problemdimension (Anzahl der Variablen) n. Da die Anzahl der Ecken exponentiell mit n
wdchst, ist das Simplex-Verfahren im schlechtesten Fall von der Laufzeit nicht polynomial in n. Dies ist
eine Motivation fiir Innere-Punkte-Verfahren.

Ende der Woche 5

7siehe z. B. Hamacher, Klamroth, 2006, S.81
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§ 8 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN DER LINEAREN OPTIMIERUNG (DUALITAT)

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 3.1.2

Wir betrachten weiterhin ein LP in Normalform, also

Minimiere c¢'x {ber x € R"?
sodass Ax=0» (8.1)

und x>0

mit A € R™" b € R™ und ¢ € R™.

Beachte: Uber den Rang von A sowie die Dimensionen von m, n € N wird in diesem Abschnitt nichts
vorausgesetzt.

Eng verwandt mit (8.1) ist das folgende LP, das dieselben Daten (A, b, c) verwendet:

Maximiere b'A iiber A € R™
(8.2)

sodass A"A <c.

Fithren wir in (8.2) die dualen Schlupfvariablen s € R” ein, so erhalten wir die zu (8.2) 4quivalente
und von uns bevorzugte Darstellung:

Maximiere b'A iiber (4,s) € R™ x R"
sodass A'A+s=c (8.3)

und s> 0.

Achtung: Das LP (8.3) liegt nicht in Normalform vor, da die Bedingung A > 0 fehlt (und die Zielfunktion
maximiert wird).

Definition 8.1 (Duales LP).
Das LP (8.2) bzw. (8.3) heifSt das zu (8.1) gehorige duale LP. In diesem Zusammenhang heif$t (8.1) das
primale LP. Man spricht auch von primal-dualen Paaren.

Quizfrage: Was ist die duale Aufgabe der dualen Aufgabe (8.3)?
Ziel: Verstandnis des Zusammenhangs von (8.1) und (8.3)
Wir bezeichnen wie bisher auch den Optimalwert von (8.1) mit f* und den Optimalwert von (8.2) bzw.

von (8.3) mit d*:
f*=inf{c'x|Ax =b, x > 0}

d* == sup{b"A|ATA < ¢} =sup{b'A|ATA+s=c, s > 0}.

Quizfrage: Welchen Wert hat d*, wenn die duale Aufgabe unbeschrankt bzw. unzulassig ist?

60 https://tinyurl.com/scoop-gdo 2022-02-20


https://tinyurl.com/scoop-gdo

@®O®® Grundlagen der Optimierung

Satz 8.2 (Schwache Dualitit).
Es sei x € R” zuldssig fiir das primale LP (8.1), und es sei (A,s) € R™ X R" zuldssig fiir das duale LP (8.3).
Dann gilt fiir die Funktionswerte

b"A < c'x.

Beachte: Schwache Dualitit bedeutet also gerade: d* < f™.

Beweis. Aus der Zulassigkeit ergibt sich
b'A=(Ax)"A=x"(A") =x"(c—s)=c'x —x"s < c'x, (8.4)

denn wegen x > 0 und s > 0 gilt x"s > 0. i

Bemerkung 8.3 (Veranschaulichung des dualen LPs).
Jedes zuldssige Paar (A,s) des dualen LPs (8.3) liefert mit b"A eine untere Schranke fiir den optimalen
Zielfunktionswert des primalen LPs, also

b'A < f*:=inf{c'x|Ax =b, x > 0}.

Wegen Ax = b im primalen LP gilt auch A"Ax = A™b fiir alle A € R™ (Linearkombination der Gleichun-
gen). Im dualen LP suchen wir also eine Linearkombination der Gleichungsnebenbedingungen Ax = b
(reprisentiert durch den Koeffizientenvektor A € R™), die den Wert der primalen Zielfunktion am stdrksten
einschrdnkt.’®

Folgerung 8.4 (Erkennen primal-dualer Losungen).
Es sei x* € R" zuldssig fiir das primale LP (8.1), und es sei (A*,s*) € R™ X R" zuldssig fiir das duale LP
(8.3). Wenn

cx*=b"A* (8.5)

gilt, dann ist x* eine Losung des primalen LP, und (A%, s*) ist eine Losung des dualen LP.

Beweis. Es seien x und (4, s) irgendwelche zulassigen Punkte fiir das primale bzw. das duale LP. Aus
der schwachen Dualitat (Satz 8.2) folgt

primale Optimalitat

b'A<cx*=b"1" <c'x,

duale Optimalitat

d. h., x* ist eine Losung von (8.1), und (1%, s*) ist Losung von (8.3). O

8Eine analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir das primale LP. Die Sprechweise von primal-dualen Paaren ist daher
gerechtfertigt.
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Der folgende Satz zeigt, dass das System

Al+s=¢c, s=0 duale Zulassigkeit
Ax=b, x>0 primale Zuléssigkeit (8.6)
xisi=0, i=1,...,n Komplementaritit

notwendige und hinreichende Optimalitatsbedingungen sind, und zwar gleichzeitig fiir das primale
wie auch fiir das duale LP.

Beachte: Die Komplementarititsbedingungen (englisch: complementary slackness) x; s; = 0 konnen
dquivalent auch summiert formuliert werden:

n
x's = E x;$; = 0.
i=1

Satz 8.5 (Notwendige und hinreichende Optimalititsbedingungen).

(i) Istx* eine Losung fiir das primale LP (8.1), dann existieren (1%, s*), sodass (x*, A%, s*) das System
(8.6) erfillt.

(ii) Ist (A%, s*) eine Losung fiir das duale LP (8.3), dann existiert x*, sodass (x*, A%, s*) das System (8.6)
erfiillt.

(iii) Erfillt (x*, A%, s*) das System (8.6), dann ist x* eine Losung von (8.1), und (A%, s*) ist eine Losung
von (8.3).

In jedem Fall sind die Optimalwerte gleich: f* = d*.
Fiir den Beweis der Aussagen (i) und (ii) benétigen wir folgendes Hilfsresultat.

Lemma 8.6 (Farkas-Lemma (1902)).
Es seien B € R™" und ¢ € R". Dann sind dquivalent:

(i) Das System BT ¢ = c besitzt eine Losung & > 0.

(ii) Es giltc"d > 0 fiir alle Elemente der Menge {d € R" | Bd > 0}.

Aussage (i) bedeutet, dass ¢ in der abgeschlossenen Menge
K:={B'¢|EeR™ £2>0}
liegt, vgl. Lemma 6.10. Um Aussage (ii) zu veranschaulichen, machen wir folgende Uberlegung:

Bd>0 & ¢Bd>0 firalle&>0
& BEHd>0 firallef>0
& K gehort zum Halbraum H* (d, 0).
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Die Aussage (ii) konnen wir also lesen als: ,Wann immer der Halbraum H*(d, 0) die Menge K enthilt,
enthalt er auch den Punkt ¢ Die Negation von Aussage (ii) bedeutet dagegen, dass es eine Hyperebe-
ne H(d, 0) gibt, sodass K im Halbraum H™(d, 0) enthalten ist, ¢ aber nicht. Man nennt dann H(d, 0)
eine trennende Hyperebene.

H(d, 0) H(d,0)

Abbildung 8.1: [llustration der beiden Falle (links: Aussagen (i) und (ii) sind beide erfiillt und rechts:
beide nicht erfiillt) im Farkas-Lemma 8.6.

Beweis von Lemma 8.6. Wir zeigen zunichst Aussage (i) = Aussage (ii): Esseidazu ¢ > 0mit B¢ = ¢
gegeben. Weiter sei d € R" so, dass Bd > 0 gilt. Dann folgt

c'd=B"E)"d=ET(Bd) > 0.

Um Aussage (ii) = Aussage (i) zu zeigen, fithren wir einen Widerspruchsbeweis. Wir nehmen also
an, dass ¢ ¢ K liegt. Wegen 0 € K gilt insbesondere ¢ # 0. Es sei % die abgeschlossene Kugel
mit Radius R = ||c||. Wir betrachten die Aufgabe der orthogonalen Projektion von ¢ auf die Menge
Kn m, also

Minimiere ||x —c|| tiiber x € R"
(8.7)

unter x € K N By(c).

Da K nach Lemma 6.10 abgeschlossen und B (c) kompakt ist, ist auch K N B (c) kompakt. Nach dem
Satz von Weierstrafy bzw. Satz 1.4 besitzt (8.7) daher einen globalen Minimierer w. Der Punkt w ist
ebenfalls ein globaler Minimierer der relaxierten Aufgabe

Minimiere ||x —c|| iber x € R"

(8.8)
unter x € K,

weil Punkte aulerhalb von B (c) als globale Minimierer von (8.8) nicht in Betracht kommen. (Quizfrage:
Warum?)

Behauptung: Der Vektor d = w — ¢ dient als Normalenvektor einer Hyperebene, die K vom Punkt ¢
trennt. Die Konstruktion wird in Abbildung 8.2 veranschaulicht. Beachte, dass K > w # ¢ ¢ K gilt, also
d#0.

Es sei y ein beliebiger Punkt in K. Wir betrachten Punkte auf der Verbindungsstrecke von y und w,
also @ y + (1 — @) w fiir a € [0, 1]. Diese gehoren ebenfalls zu K (Quizfrage: Warum?). Wir erhalten

lw—cl? <llay+(1—-a)w-c|* (denn w ist optimal fiir (8.8))

= lla (y = w) + (w=o)|I”
=a’|ly - wll* +2a(y - w) (w =) +|lw - c||”.
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Daraus folgt
2(y=w)(w=0) = ~ally - wl?
——

-d
fiir alle @ € [0, 1]. Der Grenziibergang a “\ 0 zeigt
(y—w)'d > 0 fiir alle y € K. (8.9)

Durch Einsetzen von y = 2w und y = 0 (beide gehdren zu K) folgt daraus w'd > 0 und gleichzeitig
w'd < 0, also

w'd = 0. (8.10)
Auflerdem erhalten wir
cdd=(c—w)d+w'd=—|lw—-c|*+ w'd <o0. (8.11)
~—— ——
=d+0 =0

Insgesamt folgt

(8.9) (8.11)
y'd > wd=0 > c¢'d forall y € K.
Diese Ungleichung zeigt, dass tatsichlich wie behauptet K € H*(d, 0) ist, aber ¢ ¢ H*(d, 0). Die
Aussage (ii) gilt also nicht, was zu zeigen war. O
K
0

Abbildung 8.2: llustration der Konstruktion des Normalenvektors d = w — ¢ der trennenden Hyper-
ebene (rot) im Beweis des Farkas-Lemmas 8.6.

Wir kénnen nun Satz 8.5 beweisen.

Beweis von Satz 8.5. Wir zeigen zunéchst die hinreichenden Bedingungen.
Aussage (iii): Aus (8.6) folgt insbesondere, dass x* und (1%, s*) zuldssig sind fiir (8.1) und (8.3). Wegen
(8.4) gilt
b'A* =c'x* — (x*)7s* = c'x". (8.12)
~———
=0

Folgerung 8.4 zeigt nun, dass x* und (1%, s*) bereits Losungen von (8.1) bzw. (8.3) sind.

Aussage (i): Um die notwendigen Bedingungen zu zeigen, bendtigen wir das Farkas-Lemma 8.6.° Es
sei also x eine Losung des primalen LP (8.1). Insbesondere ist f* endlich, und aus Lemma 6.8 folgt, dass
¢'d > 0 fir alle Richtungen im Rezessionskegel

{deR"|Ad=0, d >0}

9Ein direkter Beweis ohne Riickgriff auf das Farkas-Lemma oder den Simplex-Algorithmus findet sich bei Forsgren, 2008.
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gilt. Setzen wir

so ist Bd > 0 aquivalent zu Ad = 0 und d > 0. Es ist also gerade die Aussage (ii) des Farkas-
Lemma 8.6 erfiillt. Daraus folgt, dass ein Vektor & =: (A*,17,s) > 0 existiert mit B'¢ = c. Setzen wir
noch A := A* — 17, dann folgt A"A + s = c und s > 0. Das heif3t, das duale LP ist zuléssig.

Wegen der schwachen Dualitit (Satz 8.2) d* < f™ ist der duale Optimalwert d* endlich. Aus Satz 6.9 (in
der Variante fiir das duale LP) folgt, dass die duale Aufgabe (8.3) 16sbar ist. Es existiert also ein fiir die
duale Aufgabe zulissiges Paar (1%, s*), sodass b"A* = d* gilt. Wir miissen noch zeigen, dass d* = f*
gilt und nicht etwa d* < f*. Dann folgt aus (8.12) die noch fehlende Komplementarititsbedingung
(x*)Ts* = 0, die den Beweis von (8.6) vervollstindigt.

Um d* = f* zu bestétigen, wenden wir nochmals das Farkas-Lemma 8.6 an, dieses Mal in der Form
— Aussage (i) = — Aussage (ii). Es sei dazu ¢ > 0 beliebig. Wir wissen, dass das System

=)=

=BT =¢

fiir (%) > 0 nicht 16sbar ist, denn das wiirde bedeuten: Ax = b, x > Ound c'x < ¢'x+a = f* — ¢
es wire also x ein primal zulassiger Punkt mit kleinerem Funktionswert als der Optimalwert. Aus
dem Farkas-Lemma 8.6 folgt jetzt, dass es einen Vektor d geben muss, fiir den Bd > 0 gilt sowie

-
( f*b_g) d < 0. Wir partitionieren d =: (7}) und erhalten

i [ R P N R

A'A<ac, =20 und b'A>a(f —e). (8.13)

also

Der Fall @ = 0 fithrt schnell zum Widerspruch, denn dann ware
0>x"(A"A) =A"(Ax) =b'A > 0.
—e —
>0 <0

Es muss also a > 0 sein, und wir kénnen durch Skalierung @ = 1 in (8.13) erreichen.'® Damit gilt also

nun
AA<c und b'A>f"-e

Damit ist A dual zuldssig, und aufgrund der Optimalitit von x* und des schwachen Dualitatssatzes 8.2
gilt f* = c"x* > b"A > f*—e.Dae > 0beliebig war, muss d* := sup{b'A| A"A < ¢} = sup{b"A| A"A+s =
¢, s > 0} gelten.

Der Beweis von Aussage (ii) folgt ganz analog zum Beweis von Aussage (i). m]

OWir ersetzen dazu a durch a/a = 1und A durch A/a.
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Der Satz 8.5 sagt im Prinzip aus, dass wir das primale LP nicht l6sen konnen, ohne auch das duale
LP gleichzeitig zu l6sen. Es ist daher nicht verwunderlich, dass im Simplex-Algorithmus, den wir in
§ 7 besprochen haben, auch die dualen Optimierungsvariablen (4,s) implizit vorkommen. Bei der
Berechnung der reduzierten Kosten treten die Gréfien

A= AETCB,
EN = SN ‘= CN —A}-\[/L (8.14)
sg =0

auf. In jedem Simplex-Schritt sind alle Bedingungen im Optimalitatssystem (8.6) erfiillt mit Ausnahme
von sy > 0. Die Iterierten sind also primal zuldssig und dual unzuldssig, bis eine optimale Ecke
gefunden wurde.

Genauer heifit Algorithmus 7.6 auch primaler Simplex-Algorithmus. Es gibt auch eine duale
Simplex-Variante, in welcher in jedem Schritt alle Bedingungen im Optimalitatssystem (8.6) erfullt
sind mit Ausnahme von xg > 0. Die Iterierten des dualen Simplex-Verfahrens sind also dual zulassig
und primal unzuldssig. Wir besprechen das duale Simplex-Verfahren in § 9.

Satz 8.7 (Mogliche primal-duale Situationen).
Fiir jedes primal-duale Paar von LP konnen folgende Situationen auftreten:

‘ duales LP (8.2) bzw. (8.3)

losbar  unbeschrinkt unzuldssig
deR d* =00 d* = —c0

= | lésbar () — —

i; FreR it = f*

= | unbeschrdinkt

3| ff=- - - (1)

§ unzuldssig

S| = — (1) (1)

Beweis. Zu Zeile 1 und Spalte 1:

ffeR
(Satz 6.9) . . .
& das primale Problem (8.1) besitzt eine Losung
Satz 8.
( S g die Optimalitdtsbedingungen (8.6) besitzen eine Losung
Satz 8.
( = 2 das duale Problem (8.3) besitzt eine Losung
Satz 6.
& & er

Fir ,<" in der letzten Aussage: Bringe (8.3) in Normalform und benutze Satz 6.9. Aus dem schwachen
Dualitétssatz 8.2 und (8.12) folgt aulerdem, dass dann d* = f* gelten muss.
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Zu Zeile 2: Es sei P # () und f* = —oo. Falls D # () wére, so wiirde nach dem Satz 8.2schwachen
Dualitétssatz d* < f* = —oco gelten, Widerspruch, also muss D = 0 und d* = —co gelten. Analoges gilt
fir die 2. Spalte (Fall (III)).

Fall (I) kann auftreten. (Quizfrage: Beispiel?) O

Bemerkung 8.8 (Starke Dualitat).
Zu der Erkenntnis d* = f* im Fall (I) sagt man auch: ,Es tritt keine Dualititsliicke auf* (zwischen den
Optimalwerten) oder ,Es herrscht starke Dualitdt”.

§ 9 DUALES SIMPLEX-VERFAHREN

Literatur: Nocedal, Wright, 2006, Kapitel 13.6, Vanderbei, 2008, Kapitel 6.4

In diesem Abschnitt geben wir eine zweite Variante des Simplex-Verfahrens an, das sogenannte duale
Simplex-Verfahren. Bei dieser tauschen primale und duale Variablen praktisch ihre Rollen. Eine
Motivation dafiir, beide Varianten zu betrachten, sind die unterschiedlichen Warmstart-Eigenschaften
der beiden Varianten. Darunter versteht man die Fahigkeit eines Verfahrens, bei einer Anderung der
Aufgabe die neue Losung kostengiinstig, ausgehend von der bisherigen Losung, aufzudatieren. Wir
gehen auf die Warmstart-Fahigkeiten spater noch genauer ein.

Wir verwenden weiter den Begriff Basis wie in Definition 6.14, also als eine Auswahl von m Indizes
aus {1,...,n}, sodass die Untermatrix Ag regulér ist.

Beachte: Eine Basis B legt gemaf

A= A;;TCB,
xp = Ag'b, sg =0, (9.1)
xN =0, SN ‘= CN —A}-V)L

sowohl die primalen wie auch die dualen Variablen eindeutig fest.

Eine Basis B heifit primal zuléssig, wenn der durch (9.1) beschriebene Vektor x primal zulassig ist,
also die Bedingung xp > 0 erfiillt. Eine Basis B heif}t dual zulissig, wenn das durch (9.1) beschriebene
Paar von Vektoren (4, s) dual zuléssig ist, also die Bedingung sy > 0 erfillt. Im Unterschied zum
primalen Simplex-Verfahren werden wir mit primal unzulédssigen Basisvektoren arbeiten. Dafiir sind
die Groflen (4, s) stets dual zulassig, siehe Tabelle 9.1.

Wir leiten jetzt einen Schritt des dualen Simplex-Verfahrens analog zu § 7.1 her. Es sei dazu als
Ausgangspunkt eine dual zuldssige Basis B gegeben und (4, s) die dazugehorigen dualen Variablen
gemaf (9.1). Zur Motivation des pricing-Schritts untersuchen wir, was passiert, wenn wir einem der
Indizes in sg = 0 erlauben, sich von der Null zu l6sen. Wir machen also den Ansatz sg(t) = t e,e7 mit
einem Standard-Basisvektor e,er € R™, t > 0. In Abhangigkeit von ¢ ergibt sich der Wert von A nun
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primales duales
Eigenschaft Simplex-Verfahren Simplex-Verfahren

. xg >0 v erst in der Losung
primale

Zulassigkeit N =0 v v
8 Ax=b v v
duale sp =0 v . .. Y
Zulassigkeit SN =0 erst in der Losung v
Ad+s=c v
Komplementaritit x's =0 v v

Tabelle 9.1: Unterschiede zwischen primalem und dualem Simplex-Verfahren.

aus
A;/l(t) + SB(t) = CB,
also
A(t) = AET(CB —teer) = A+t (—ABTe[er).
————
=AA

Welchen Index £# wahlen wir? Dazu betrachten wir die Werte der dualen Zielfunktion:
b'A(t) =b"A - thAgTegfr =b"A- tege;TxB =b'A -t xpe

Hier Ubernimmt also xg = Aglb die Rolle der reduzierten Kosten. Da wir die duale Zielfunktion
maximieren wollen, wéahlen wir £+ € B so, dass x,%7 < 0 ist. Falls bereits xg > 0 gilt, so haben wir eine
primal und dual optimale Losung gefunden. (Quizfrage: Begriindung?)

Nach diesem pricing-Schritt berechnen wir AA = _AI_STeff?. Die Aufdatierung von sy erhalten wir
aus
sn(t) =cen — AIVA(t) =CN — A}V(/l +tALl) =sy+t (—A}VAA)
[ —
=:AsN

Die Wahl der Schrittweite ergibt sich aus der Bedingung der dualen Zulassigkeit, also sy (¢) > 0. Wir
erhalten dhnlich zum primalen Quotiententest

Srs7
As,s7

. S
t = min{——l|i€N, As; < 0} =—
AS,‘

Falls Asy > 0 ist, so ist die duale Aufgabe unbeschrinkt und damit auch die primale Aufgabe nicht
losbar. (Die primale Aufgabe ist dann notwendigerweise unzuléssig, siehe Satz 8.7).

Schlief3lich datieren wir zur Vorbereitung des néchsten Schrittes die dualen Variablen gemaf3

si+tAs; firie N, i #ré
AT = A+fiALl und st i={f furi = ¢+

1

0 sonst
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und die Basis/Nichtbasis auf:
Bt = (B U {r}) \ {¢}
Nt = (N U {{’}) \ {r}.

Der Vollstandigkeit halber geben wir das duale Simplex-Verfahren nochmal komplett an und stellen
es dem primalen Verfahren gegeniiber (Algorithmen 9.1 und 9.2). Nachdem wir in (8.14) gesehen
haben, in welcher Beziehung die reduzierten Kosten zu den dualen Variablen stehen, nutzen wir die
Gelegenheit, die dualen Variablen im primalen Verfahren nochmal mit den tiblichen Bezeichnungen
(A, s) umzubenennen.

Eine erste dual zulassige Ecke (sofern existent) kann mit Hilfe eines dualen Phase-I-Problems gefunden
werden.

Wir gehen jetzt auf die eingangs erwahnten Warmstart-Fahigkeiten des primalen und dualen Simplex-
Verfahrens ein und betrachten dazu zwei Situationen. In beiden Fillen gehen wir davon aus, dass wir
mit Hilfe des (primalen oder dualen) Simplex-Verfahrens bereits eine optimale Losung x € R" des
primalen Problems (8.1) mit Basis B und gleichzeitig eine optimale Losung (4, s) € R™ X R" des dualen
Problems bestimmt haben.

HINZUFUGEN EINER VARIABLEN

Zunachst betrachten wir die Situation, dass wir der primalen Aufgabe eine neue Variable x hinzufiigen,

also die Aufgabe zu
;
Minimize ((3) (J_C) tiber (J_C) e R™!
¢l \x x

sodass [A c'l] (;) =b (9.2)

und (}f) >0
X

erweitern wollen. Wir kénnen die neue Variable mit ¥ = 0 initialisieren und erhalten einen weiter-
hin primal zulassigen Basisvektor zur bisherigen Basis B. Die neue Nichtbasis ist N U {n + 1}. Die
Bedingungen der dualen Zuléssigkeit fiir das neue Problem lauten

(=9 (2)ze 09

Wir konnen die neue duale Schlupfvariable § mit ¢ — a'A initialisieren, aber sie wird i. A. nicht § > 0
erfiillen. Die Komplementaritiatsbedingung x's + x's = 0 gilt aber weiterhin.

AT
-

Diese Situation ist pradestiniert fiir das primale Simplex-Verfahren. Wir kdnnen es mit dem primal
zulassigen Basisvektor warmstarten. Eine erneute Phase I ist nicht erforderlich. Das duale Simplex-
Verfahren dagegen wiirde in Ermangelung eines dual zulassigen Basisvektors mit einem Phase-I-Vorlauf
starten miissen und konnte von der zuvor bestimmten Losung nicht profitieren.

https://tinyurl.com/scoop-gdo 69


https://tinyurl.com/scoop-gdo

R. Herzog

IOl

Algorithmus 9.1 (Primaler Simplex-Algorith-
mus (Dantzig 1947)).

Eingabe: Aufgabenbeschreibung durch A, b, c
Eingabe: primal zuldssiger Basisvektor x von P
mit zugehdriger Basis B und Nichtbasis N
Ausgabe: ein optimaler Basisvektor von (8.1) (und

ein optimaler Basisvektor (8.3)) oder die Aus-
sage, dass (8.1) unbeschrdnkt ist

1 Setzek =0

2: Berechne die primalen reduzierten Kosten (dua-
le Variablen)

A= AI;TCB
SN = CN — A-]rv/l
sg =0

3 if sy = 0 then

: x ist eine Losung von (8.1), und (A,s) ist
eine Losung von (8.3), STOP

: else

@

Wihle einen Indexr € N mits, <0
7: Berechne

Algorithmus 9.2 (Dualer Simplex-Algorithmus
(Lemke, 1954)).
Eingabe: Aufgabenbeschreibung durch A, b, c
Eingabe: dual zuldissiger Basisvektor (A, s) von P
mit zugehoriger Basis B und Nichtbasis N
Ausgabe: ein optimaler Basisvektor von (8.3) (und
ein optimaler Basisvektor von (8.1)) oder die
Aussage, dass (8.3) unbeschrdnkt ist
1 Setzek =0
2: Berechne die dualen reduzierten Kosten (pri-
male Variablen)

XB = Aglb

xy =0

3 ifxgp > 0 then
: (A,s) ist eine Losung von (8.3), und x ist
eine Losung von (8.1), STOP
: else

IS

Wihle einen Index ¢ € B mitx, < 0
7: Berechne

Axp = —AZ' a, AL = —AG e,
ASN = —A}—VA)L
8 if Axg > 0 then 8 if Asy > 0 then
9: Aufgabe (8.1) ist unbeschrinkt, STOP 9: Aufgabe (8.3) ist unbeschrdnkt, STOP
10: else 10: else
1 Bestimmet > 0 und t € B gemdf 11 Bestimmet > 0 undr € N gemdf3
= min{—i‘i € B, Ax; < 0} = _ X fi= min{—i ieN, As; < 0} = - o
Ax; Axy Sj As,
12 Setze 12: Setze A* :== A+t AA und
xi+iAx; firi € B, i#¢, si+tAs; firi€ N, i #ré
xj =11 firi=r, sf =41 fiiri = t#,
0 sonst 0 sonst
13 Setze B == (BU {r}) \ {¢} 13: Setze B* := (BU {r}) \ {¢}
14 Setze N* == {1,...,n} \ B* 14 Setze N* == {1,...,n} \ B*
15: Setze x = x* 150 Setze A = At unds = s*
16: Setze B := B* und N := N* 16: Setze B := Bt und N .= N*
17: Setzek = k+1 17: Setzek =k +1
18: end lf 18: end lf
19: end if 19: end if
20: Gehe zu Zeile 2 20: Gehe zu Zeile 2
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HINZUFUGEN EINER NEBENBEDINGUNG

Wir betrachten jetzt eine andere Verdnderung der primalen Aufgabe (8.1) und figen ihr eine neue
Ungleichungsnebenbedingung a'x < b bzw. a'x + ¥ = b mit zugehoriger Schlupfvariable x hinzu:

.
Minimiere (c) ()f) iber ()f) eR"xR
0 X X

sodass [?T (1)} x = ([[;) (9.4)
und ()f) > 0.
x

Die Bedingungen der dualen Zuldssigkeit fiir die neue Aufgabe lauten

[o GG )= 09

Die bisherige Losung x wird i. A. nicht linger primal zulissig sein, da @'x < b verletzt ist. Wir kénnen
aber die bisherige dual optimale Lésung durch A = § = 0 erweitern und sind weiterhin dual zuléssig.
Genauer erweitern wir die bisherige Basis zu B U {n + 1}. Die neue Basismatrix ist daher

[AB 0

a 1|’

Diese ist weiterhin reguldr (Quizfrage: Warum?), sodass wir tatsachlich von einer Basis sprechen
konnen.

Diese Situation ist nun wie geschaffen fiir das duale Simplex-Verfahren. Wir konnen es mit dem dual
zuldssigen Basisvektor warmstarten. Eine erneute duale Phase I ist nicht erforderlich. Das primale
Simplex-Verfahren dagegen wiirde angesichts eines fehlenden primal zuldssigen Basisvektors mit einem
Phase-I-Vorlauf starten miissen und kénnte von der zuvor bestimmten Losung nicht profitieren.

Bemerkung 9.3 (Das duale Simplex-Verfahren in der ganzzahligen linearen Optimierung). Die in
(9.4) beschriebene Situation, dass wir einem bereits gelosten LP eine Ungleichungsnebenbedingung hinzu-
fiigen wollen, kommt vor allem bei der Losung sogenannter (gemischt-)ganzzahliger linearer Opti-
mierungsaufgaben ((gemischt-)ganzzahliges lineares Programm, englisch: mixed-integer linear
program, MILP) vor. Das sind lineare Optimierungsaufgaben, bei denen einige oder alle der Optimierungs-
variablen x; ganzzahlig sein miissen, also x; € Z an Stelle von x; € R. Bei Verwendung der Normalform
geht es z. B. um Aufgaben der Form

Minimiere c¢'x iiberx € 7"
sodass Ax=0b (9.6)

und x> 0.

Solche Aufgaben fallen in den Bereich der ganzzahligen Optimierung. In einem gdngigen Losungsansatz,
den man branch and bound nennt, wird zundchst ein relaxiertes LP gelost, bei dem die die Ganzzahlig-
keitsbedingungen vernachldssigt werden, also (8.1). Dessen Losung bezeichnen wir jetzt mit x*. Dann wird
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eine Variable x; ausgewdhlt, die die Ganzzahligskeitsbedingung verletzt, und es werden die zwei LPs

Minimiere c'x iiberx € R" Minimiere c¢'x iiberx € R"
sodass Ax=b>b sodass Ax =D
und x>0 und x>0 ©7)
sowie x; > [x;] sowie x; < [x} ]

geldst. Dabei sind [-] und | -] die obere bzw. untere Gaufiklammer, d. h.,

[z] =min{y € Z|y > z} (kleinste ganze Zahl oberhalb von z),
lz] :=max{y € Z|y <z} (kleinste ganze Zahl unterhalb von z).

Fiir die Losung der beiden Aufgaben in (9.7) bietet sich das duale Simplex-Verfahren besonders an, weil die
Losung ohne die hinzugefiigten Ungleichungsnebenbedingungen bereits bekannt ist.

§ 10 SENSITIVITATSANALYSE

In diesem Abschnitt gehen wir der Frage nach, wie empfindlich (sensitiv) der Optimalwert (also der
Zielfunktionswert an einer optimalen Losung) eines LPs in Normalform (8.1) gegentiber Anderungen
im Kostenvektor ¢ und in der rechten Seite b abhéngen.

Motivation: Was wire etwa beim Mozartproblem (Beispiel 6.7), wenn wir den Gewinn ¢ pro produ-
zierter Einheit Mozartkugeln/-taler 4ndern, indem wir die Verkaufspreise abandern? Und was passiert,
wenn wir eine Anderung in den nutzbaren Ressourcen (dem Lagerbestand b) feststellen, z. B. durch
den unerwarteten Verfall von Zutaten?

Quizfrage: Was sind weitere Beispiele linearer Optimierungsaufgaben, bei denen es von Interesse
sein konnte, Anderungen von b und/oder ¢ zu untersuchen? Durch welche Ereignisse konnten diese
Anderungen ausgelost worden sein?

Quizfrage: Was sind Beispiele von Veridnderungen in der Aufgabenstellungen, die nicht durch Ande-
rungen in b und/oder ¢ dargestellt werden kénnen?

Natiirlich konnten wir die Aufgabe mit den modifizierten Daten b oder c einfach erneut 16sen und
die Anderung in der Zielfunktion ablesen. Es wird sich jedoch zeigen, dass wir in vielen Fillen eine
Vorhersage bereits auf Basis der Losung des unveranderten Problems treffen kénnen.

Wir machen in diesem Abschnitt folgende Voraussetzung: Es seien x* und (A%, s*) Losungen der
primalen Aufgabe (8.1) bzw. der dualen Aufgabe (8.3) zu einer Basis B, also optimale Ecken, wie sie mit
dem primalen oder dem dualen Simplex-Verfahren berechnet werden.
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ANDERUNGEN IM KOSTENVEKTOR

Wir bezeichnen mit Ac € R" eine Anderungsrichtung im Kostenvektor ¢ der primalen Aufgabe und
betrachten folgende Familie primal-dualer Aufgaben mit Parameter ¢ € R:

Minimiere (c+tAc)'x Maximiere b'A
sodass Ax=1b sodass A'A+s=c+tAc (10.1)
und x>0 und s> 0.

Welche Aussagekraft besitzen die Losungen x* und (1%, s¥) des ,ungestorten” Aufgabenpaares (t = 0)
noch fur (10.1)?

Da (10.1) dieselbe primal zulassige Menge besitzt wie die ungestorte Aufgabe (8.1), ist x* weiterhin
primal zuléssig. Die dual zuldssige Menge hat sich jedoch gegeniiber (8.3) gedndert. Wir kénnen
aber den Versuch unternehmen, die duale Lésung aufzudatieren. Dazu gehen wir wie in § 9 bei der
Herleitung des dualen Simplex-Verfahrens vor. Durch die Basis B sind die dualen Variablen wie folgt
festgelegt, vgl. (9.1):

A) =A"+tAL mit AL = A5 Acg (10.2a)
sn(t) = sy +tAsy  mit Asy = Acy — AyAL (10.2b)
sg(t) =s5=0. (10.2¢)

Wann sind die auf diese Art und Weise erhaltenen Vektoren x* und (A(f), s(¢)) optimal fur (10.1)? Wir
tiberpriifen dazu die Optimalitdtsbedingungen (8.6). Die primale Zulassigkeit

ist erfiillt, ebenso die Komplementaritiatsbedingung:

xp sg(t) + x5 sy (1) = 0.
=0 =0

Bzgl. der dualen Zulassigkeit ist die erste Bedingung

AT+t ATAZTA A
ATA<t>+s<t>=( B A CB“B“))=( N - )
AT+t AGAG Acg + s (1) AT+t AGAG Acg + sy +t Acy, —t A AL Acy
:(CB+tACB):c+tAc
cN +tAcy

nach Konstruktion von A(t) und s(t) erfiillt. Die Vorzeichenbedingung sy (f) > 0 jedoch gilt nicht
automatisch, sondern genau dann, wenn der Stérungsparameter ¢ der Bedingung"

* *
s; . s;
sup \—— <t < inf {—— . (10.3)
ieN Si ieN U As;
Asi>0 ~— — Asi<0 S~——
<0 >0

genugt.

"Wir schreiben hier sup und inf, da die betreffenden Indexmengen durchaus leer sein kénnen.
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Beachte: Die durch (10.3) beschriebene Menge ist ein abgeschlossenes (moglicherweise unbeschrank-
tes) Intervall I(Ac), das die 0 enthilt. Im Extremfall ist I(Ac) = {0}.

Fur t € I(Ac) ist also tatsachlich x* auch fiir die gestérten Probleme (10.1) weiterhin eine optimale
Ecke. Der zugehorige Optimalwert lasst sich daher bequem aus der primalen Aufgabe ablesen:

() =(c+tAe)'x* = fF+tAc"x" (10.4)
Wir fassen unsere Erkenntnisse zusammen:

Satz 10.1 (Sensitivititssatz bei LP bei Anderungen im Kostenvektor).
Es seien x* und (A*,s*) Losungen der primalen Aufgabe (8.1) bzw. der dualen Aufgabe (8.3) zu einer
Basis B. Dann gilt:

(i) Fiir beliebiges Ac € R™ und zugehdrige t gemdf3 (10.3) ist x™ fiir (10.1)primal Weiterhin ein optimaler
Basisvektor, und (A(t), s(t)) aus (10.2) ist ein optimaler Basisvektor fiir (10.1)qual. Der gemeinsame
Optimalwert beider Aufgaben ist c'x* +t (Ac)"x".

(ii) Ist die rechte Grenze des Intervalls (10.3) echt positiv, dann ist die Optimalwertfunktion
c — & := gemeinsamer Optimalwert von (8.1) und (8.3)

an der Stelle ¢ in Richtung Ac (einseitig) richtungsdiffbar, und die Richtungsableitung ist gegeben
durch
®’(c; Ac) = (Ac)"x*.

(iii) Ists* nicht entartet, gilt also s3, > 0, dann ist die Optimalwertfunktion in einer offenen Kugel B, (c)
8 N P gel D,
von ¢ linear mit
d(c+Ac) = (c+Ac)'x*  fiir Ac € B,(0).

Damit ist ® iiberall in dieser Kugel differenzierbar, und es gilt

®’(c+Ac) = (x")"  fiir Ac € B,(0).

Beweis. Aussage (i): Diese Aussage haben wir durch Bestitigung der Optimalitdtsbedingungen (8.6)
bereits bewiesen.

Aussage (ii): Unter der genannten Voraussetzung ist ®(c + t Ac) fir hinreichend kleine ¢ > 0 durch
(10.4) gegeben. Fiir die Richtungsdiffbarkeit von @ betrachten wir den Differenzenquotienten fiir solche

t:
O(c+tAc) —P(c)  c'x"+t(Ac)'x* —c'x"

t t
also ist das auch der Wert im Grenzwert ¢ \, 0, der Richtungsableitung ®’(c; Ac).

= (Ac)'x",

Aussage (iii): Wenn s* nicht entartet ist, dann enthélt das zuldssige Intervall (10.3) fiir jede beliebige
Richtung Ac immer ein offenes Intervall um die 0. Wir miissen aber zeigen, dass die Lange dieses
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Intervalls iiber alle Richtungen Ac konstanter Norm gleichmaf3ig von 0 weg beschrénkt bleibt. Wir
zeigen dazu, dass die Funktion, die die obere Intervallgrenze angibt,

s
Ac — inf {——l}, (10.5)
ieN | As;
As;<0
>0

auf der Einheitssphire {Ac € R" | ||Ac|| = 1} gleichmafig von 0 weg beschrinkt ist. Das ist ausreichend,
weil sich die untere Intervallgrenze durch den Ubergang Ac ~ —Ac ergibt.

Wegen (10.2) hiangt Asy linear (und damit stetig) von Ac ab:
ASN = ACN — A-IFVAETACB.
Da die Sphire kompakt ist, existiert fiir jede Komponente i € N von Asy ein endliches
Bi = max{As,— = [Acy — A A Acg]; | | Ac|| = 1}.

Es gilt §; > 0 fir alle i € N. (Quizfrage: Warum?) Wir setzen nun f = max{f;|i € N} > 0 und
a = min{s; |i € N} > 0.

Fir beliebiges Ac aus der Einheitssphire und das zugehorige As gilt: Falls Asy > 0 ist, dann erhalten
wir

Andernfalls gilt

% §* min s; o o
. i . i ieN
inf {——' } = min {——' } > > > = > 0.
ieN | As; ieN | As; max{—As;} ~ max{-As;} ~ p
As; <0 As;<0 ieEN ieN
As;<0 As;<0

Die letzte Ungleichung gilt, da wir jeden der im Nenner vorkommenden Werte mit 0 < —As; < f; < f
abschétzen konnen und daher auch max{—As; |i € N, As; < 0} < f gilt. Zusammenfassend bekommen
wir also die gewiinschte Aussage

inf inf {——’} > % =r>0.

lAc|l=1 ieN
As;<0

Daraus folgt, dass die Vereinigung der Menge aller zulassigen Storungen t Ac die offene Kugel B, (c)
enthalt:

U {tAc|t € I(AC)} 2 U {tAc|t€ (—r,r)} = B,(c).

llAc]=1 llAcl=1

Weiter folgt in Verbindung mit (10.4), dass fiir alle Kostenvektoren ¢ + Ac mit Ac € B, (0) die Optimal-
wertfunktion die Gestalt ®(c + Ac) = ®(c) + Ac'x* = (¢ + Ac)"x* hat. Die Differenzierbarkeit von ® in
B, (c) mit Ableitung (x*)T ist eine unmittelbare Konsequenz. O
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ANDERUNGEN IN DER RECHTEN SEITE

Wir betrachten jetzt Anderungen in der rechten Seite b und bezeichnen mit Ab € R™ eine entsprechende
Anderungsrichtung. Das primal-duale Paar von Aufgaben hat nun die Gestalt

Minimiere c¢'x Maximiere (b +tAb)'A
sodass Ax=b+tAb sodass A'A+s=c (10.6)
und x>0 und s > 0.

Dieses Mal ist (4%, s*) weiterhin dual zuldssig, die primal zuldssige Menge hat sich jedoch geéndert.
Wir unternehmen daher jetzt den Versuch, die primale Losung aufzudatieren. Das Vorgehen dhnelt
dem bei der Herleitung des primalen Simplex-Verfahrens in § 7. Durch die Basis B ist die primale
Variable wie folgt festgelegt:

xp(t) = xp+tAxp mit Axp = Ag'Ab (10.7a)
xn(t) = x5 =0. (10.7b)

Wann sind die auf diese Art und Weise erhaltenen Vektoren x(¢) und (A%, s*) optimal fiir (10.6)? Wir
uberpriifen dazu die Optimalititsbedingungen (8.6). Die duale Zuléssigkeit

AV +s =¢, s5>0
ist erfillt, ebenso die Komplementarititsbedingung:

xp(t) sp+xy(t) sy = 0.
—— ——
=0 -0

Bzgl. der primalen Zulassigkeit ist die erste Bedingung
Ax(t) = Apxp(t) + ANxn(t) = Apxy +t ApAxp + Anxn = Apxjy + t AgAG'Ab+0=b+1t Ab

nach Konstruktion von x(t) erfiillt. Die Vorzeichenbedingung xg(t) > 0 jedoch gilt nicht automatisch,
sondern genau dann, wenn der Stérungsparameter ¢ der Bedingung

x; ) x;
sup {——} <t < inf {——} (10.8)
ieB Ax; ieB Ax;
Axi>0 ~— — Axi<0

<0 >0

genugt.

Fur diese t ist also tatsdchlich (A%, s*) auch fiir die gestorten Probleme (10.6) weiterhin eine optimale
Ecke. Der zugehorige Optimalwert l4sst sich daher dieses Mal bequem aus der dualen Aufgabe ablesen:

d*(t) = (b+t AB) A" =d* +t AbTA". (10.9)

Die Erkenntnisse fassen wir wie folgt zusammen:
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Satz 10.2 (Sensitivitatssatz bei LP bei Anderungen in der rechten Seite).
Es seien x™ und (A*,s*) Losungen der primalen Aufgabe (8.1) bzw. der dualen Aufgabe (8.3) zu einer
Basis B. Dann gilt:

(i) Fiir beliebiges Ab € R™ und zugehdériget gemdf3 (10.8) ist (A*s™) fiir (10.6)qual Weiterhin ein optimaler
Basisvektor, und x(t) aus (10.7) ist ein optimaler Basisvektor fiir (10.6)primal. Der gemeinsame
Optimalwert beider Aufgaben ist b"A* + t (Ab)TA*.

(ii) Ist die rechte Grenze des Intervalls (10.8) echt positiv, dann ist die Optimalwertfunktion
b — ¥ = gemeinsamer Optimalwert von (8.1) und (8.3)

an der Stelle b in Richtung Ab (einseitig) richtungsdiffbar, und die Richtungsableitung ist gegeben
durch

W' (b; Ab) = (Ab)TA.

(iii) Istx™ nicht entartet, gilt also x5 > 0, dann ist die Optimalwertfunktion in einer offenen Kugel B, (b)
von b linear mit
¥(b+ Ab) = (b+Ab)'A"  fiir Ab € B,(0).

Damit ist ¥ tiberall in dieser Kugel differenzierbar, und es gilt

¥'(b+Ab) = ()" fiir Ab € B,(0).

Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Satz 10.1.

Beispiel 10.3 (Sensitivititen beim Mozartproblem). Das Mozartproblem in Normalform (Beispiel 6.7)
ist durch die Daten

-9
11100 -8 6\ Marzipan
A=12 1 0 1 0|, ¢=|0], b=|11 Nougat
1 2 0 0 1 0 9 Schokolade
0

gegeben. Die eindeutige primal optimale Lésung istx* = (5,1,0,0, 2)" zur Basis B = {1, 2, 5}. Auch die duale
Losung (A*,s*) ist eindeutig, und zwar A* = (=7,-1,0)" und s* = (0,0,7,1,0)". Beide Basisvektoren sind
nicht entartet, denn x* hat Nulleintrdge nur in der Nichtbasis N = {3, 4}, und s* hat Nulleintrdge nur in
der Basis B. Wir erhalten also folgende Darstellung des Optimalwerts als Funktion des Ressourcenvektors b

~7
¥(b+ Ab) = (b+ Ab)"A* = =53+ (Ab)"| -1
0

fiir Ab mit hinreichend kleiner Norm. Das bedeutet beispielsweise, dass wir pro Einheit an Marzipan,
das wir zusdtzlich zur Verfiigung haben (Ab = (1,0,0)"), sieben Einheiten zusdtzlichen Gewinn machen
konnen. Wenn wir also die Gelegenheit hdtten, Marzipan am Markt zuzukaufen, dann widren sieben
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Geldeinheiten pro Einheit Marzipan der Preis, den wir hochstens bezahlen sollten, damit sich der Zukauf
noch lohnt. Der so ermittelte Preis von sieben Geldeinheiten pro Einheit Marzipan ist kein realer Preis,
sondern er dient uns als Vergleichspreis. Man bezeichnet ihn deshalb auch als Schattenpreis. Er ergibt
sich aus der dualen Losung der ungestorten Aufgabe, also letztlich aus den Problemdaten A, b und c, die
i.d. R. nur uns als Unternehmen bekannt sind.

Bis zu welcher GrofSenordnung ist es fiir uns sinnvoll, Marzipan zuzukaufen (falls dessen Preis unter sieben
Geldeinheiten pro Einheit Marzipan liegt)? Dazu bestimmen wir aus (10.8) den zuldssigen Bereich fiir t im
Ausdruck t Ab. Dafiir benétigen wir die Anderungsrichtung Axg = AZ'Ab = (-1, 2,-3). Aus (10.8) ergibt
sich die erlaubte Storungsgrofie:

sup {— : } <t < inf {——’}
icB X; ieB | Ax;
Ax;i>0 ~— — Ax;<0 SN——
<0 >0
1 5 2
= max{ ——}<t§mln{——l, ——3}
S~—— N~ —
=2 i=1 i=5
1 2
= ——<t< -
2 3

Bis zu 2/3 Einheiten Marzipan kénnen also zugekauft werden, ohne dass sich die Losungsstruktur dndert.

Quizfrage: Was passiert an der Stelle t = 2/3? Wie sieht die Rechnung aus, wenn man stattdessen
Ab = (0,1,0)" (Nougat) verwendet? Und bei Ab = (0,0,1)" (Schokolade)?

§ 11 LINEARE OPTIMIERUNGSAUFGABEN AUF GRAPHEN

In diesem Abschnitt behandeln wir eine prominente Klasse linearer Optimierungsaufgaben. Wir
beginnen mit einem einfithrenden Beispiel.

Beispiel 11.1 (Kostenminimaler Transport). Ein Unternehmen verfiigt iiber das in Abbildung 11.1 dar-
gestellte Transportnetzwerk. Dabei entsprechen die Knoten 1—3 den Produktionsstdtten, 4—5 den Zwi-
schenlagern und 6—9 den Verkaufsstdtten. Die Kanten zwischen den Knoten entsprechen den moglichen
Transportwegen. Die Produktionsmengen der Produktionsstdtten sowie die Bedarfe der Verkaufsstdtten
(fiir einen festen Zeitraum, z. B. einen Monat) seien bekannt.

Es geht darum, den Transport der produzierten Waren von den Produktionsstdtten iiber die Zwischenlager
zu den Verkaufsstdtten zu planen. Jeder Transportweg (Kante) ist dabei mit Transportkosten belegt, die
proportional zu der Warenmenge sind, die iiber diesen Weg transportiert wird. AufSerdem wird es ibli-
cherweise Kapazitatsbeschriankungen auf jedem Transportweg geben. Gesucht ist nun eine optimale
Belegung der Kanten mit den dariiber zu transportierenden Warenmengen, sodass (unter Beachtung aller
Restriktionen) die Gesamttransportkosten minimiert werden.
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Abbildung 11.1: Transportnetzwerk eines Unternehmens (siehe Beispiel 11.1) mit Produktionsstatten
1-3 (rot), Zwischenlagern 4-5 und Verkaufsstétten 6—9 (griin).

Definition 11.2 (Graphen).

(i) Ein gerichteter Graph (kurz: Digraph, englisch: directed graph, digraph) (V, E) besteht aus
einer endlichen Menge V von Knoten (englisch: vertices, nodes) und einer endlichen Menge E von
gerichteten Kanten (englisch: directed edges, directed arcs) zwischen Knoten.

(ii) Eine gerichtete Kante ist ein Paar e = (x,y) € V X V. Dabei heifsit x € V der Anfangsknoten
(englisch: tail vertex) und y € V der Endknoten (englisch: head vertex).

(iii) Eine gerichtete Kante e = (x,y) heifSt Schleife, wenn x = y ist. Ein Digraph heifit einfach
(englisch: simple digraph), wenn keine der Kanten eine Schleife ist.

Quizfrage: Es gibt Situationen, bei denen zwischen zwei Knoten mehrere Kanten betrachtet werden
soll, die beispielsweise verschiedenen Transportwegen entsprechen. Das ist aber in der Definition
eines Digraphen nicht vorgesehen. Wie kann man das Problem 16sen?

Der Graph aus Abbildung 11.1 wird beispielsweise beschrieben durch

V ={1,27345678,9} (11.1a)
E={(14),(15),(24),(25),(34),(35),(4,5), (4,6), (47),(58), (59)}. (11.1b)

Diese Beschreibung ist allerdings fiir die Formulierung von Optimierungsaufgaben ungeeignet.

Definition 11.3 (Inzidenzmatrix). Es sei (V,E) ein einfacher Digraph. Die Knotenmenge sei V =
{01, 02, ...,0} und die Kantenmenge E = {ej, e, . . ., e, }. Die zu diesem Digraphen gehirende Knoten-
Kanten-Inzidenzmatrix (englisch: node-edge incidence matrix) A = (a;;) hat die Dimension m X n
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und ist wie folgt definiert:

-1, falls die Kante ej im Knoten v; startet,
aij =41,  falls die Kante ej im Knoten v; endet,

0, sonst.

Wir sprechen auch kurz von der Inzidenzmatrix des Digraphen (V, E).

Nummerieren wir die Kanten wie sie in (11.1) aufgezahlt werden, so ist die Inzidenzmatrix des Digraphen

in Abbildung 11.1 gegeben durch

-1 -1
-1 -1
-1 -1
1 - 1 - 1 - -1 -1 -1 -
A=| - 1 - 1 - 1 1 - - -1 -1l eR™, (11.2)

Der besseren Lesbarkeit wegen wurden die Nullen durch ,-“ ersetzt.

Quizfrage: Kénnen Sie eine Vermutung anstellen, was die Eintrage der Matrix AA™ aussagen? Diese
Matrix wird die Laplacematrix des Digraphen genannt. Sie hat viele interessante Eigenschaften und
Anwendungen in der Graphentheorie, die wir in dieser Vorlesung aber nicht weiter betrachten.

Es sollte klar sein, dass jeder einfache Digraph durch seine Inzidenzmatrix eindeutig (bis auf Umordnung
der Knoten und Kanten) beschrieben wird.

Beachte: Da jede Kante (Spalte) genau einen Anfang (Eintrag —1) und ein Ende (Eintrag +1) hat, sind
alle Spaltensummen gleich null, also 1"A = 0.

Wir tiberlegen uns jetzt an diesem Beispiel, was das Matrix-Vektor-Produkt Ax bedeutet. Der Vektor
x € R! steht dabei fiir die Warenmengen, die iiber die Kanten flieBen. Wir betrachten die Zeile 5 des
Matrix-Vektor-Produkts, also

X1
X2
[001 0 10110 0 =1 —1]| . |=xz+x4+X+%x —X10 — X11.

X1

Im Ergebnis spielen also nur die Warenstrome der an den Knoten 5 (eines der Zwischenlager) angren-
zenden Kanten (mit den Nummern 2, 4, 6, 7, 10, 11) eine Rolle. Dabei werden die iiber die Kanten 2,
4, 6 und 7 eingehenden Warenstrome positiv gezahlt und die Giber die Kanten 10 und 11 ausgehenden
Warenstréme negativ.
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Das Matrix-Vektor-Produkt A x gibt also offenbar den Vektor der Knotenbilanzen an, der sich bei
der Belegung der Kanten (Transportwege) mit den Transportmengen ergibt, die im Vektor x eingetra-
gen sind. Mit dieser Erkenntnis konnen wir unser Beispiel 11.1 des kostenminimalen Transports
kostenminimalen Flusses nun als lineare Optimierungsaufgabe formulieren. Die zu minimierenden
Gesamtkosten aller Transportstrome setzen sich als Summe der Kosten iiber die einzelnen Kanten

zasammen:
n

T
E Cij—Cx.

Jj=1

Dabei sind c; die gegebenen Transportkosten pro Wareneinheit tiber die Kante j. Weiter sind die
geforderten Bilanzen b; aller Knoten i = 1,..., m gegeben. Man unterscheidet

« Bedarfsknoten oder Senken (b; > 0), englisch: demand nodes, sinks,
« Angebotsknoten oder Quellen (b; < 0), englisch: supply nodes, sources,
« Durchfluss- oder Umladeknoten (b; = 0), englisch: transshipment nodes.

Die Erfiillung aller Knotenbilanzen wird durch das lineare Gleichungssystem
Ax=b

ausgedriickt. Dieses heiffen auch Flusserhaltungsgleichungen. Zusitzlich ist zu beachten, dass die
Transportmengen iiber die Kanten nicht negativ sein diirfen; dies wiirde einer Umkehrung der Flussrich-
tung entsprechen. SchlieBlich sind eventuelle Kapazititsbeschrankungen der einzelnen Transportwege
(Kanten) einzuhalten:

0<x;<u furallei=1,...,n.

Definition 11.4 (Flussnetzwerk, kostenminimaler Fluss).

(i) Ein einfacher gerichteter Digraph mit Inzidenzmatrix A € R™", Kantenkapazititen u € R"
und Knotenbilanzen b € R™ wird als Transportnetzwerk oder Flussnetzwerk bezeichnet.

(ii) Eine Kantenbelegungsvektor x € R", der die Erhaltungsbedingung Ax = b erfiillt, heif§t ein
Fluss oder Flussvektor auf diesem Netzwerk. Ein Fluss heifSt zuldssig, wenn zusdtzlich die
Kapazititsbeschrinkungen 0 < x < u erfiillt sind.

(iii) Eine lineare Optimierungsaufgabe der Form

Minimiere c¢'x iiber x € R"
unter Ax=0b (11.3)

sowie 0<x<u

mit gegebenem Kantenkostenvektor c € R" heifSt eine Aufgabe des kostenminimalen Trans-
ports oder des kostenminimalen Flusses. Einige oder alle Komponenten der oberen Schranke u
diirfen dabei +oo sein, was den Fall ,,ohne Beschrinkung“ reprdsentiert.
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Beispiel 11.5. Fiir den durch die Inzidenzmatrix (11.2) dargerstellten Digraphen aus Beispiel 11.1 und die
Beispieldaten

b = (=100, —200, —300, 0, 0, 150, 150, 150, 150)",

c=(0.8, 2.0, 2.5, 1.0, 1.2, 2.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0)",

_ T
u = (00, 00, 00, 00, 00, 0O, 00, O, 00, 00, )",

erhalten wir den Fluss
x* = (100, 0, 0, 200, 200, 100, 0, 150, 150, 150, 150)" (11.4)

als optimale Lésung der Aufgabe (11.3) des kostenminimalen Transports. Die Losung ist in Abbildung 11.2
dargestellt. Die zugehorigen Transportkosten betragen c'x* = 1320. Die Losung wurde unter Verwendung
des Simplex-Verfahrens in linprog aus dem Modul scipy.optimize bestimmt, siehe Abbildungen 11.3
und 11.4 fiir den PyTHON-Code.

Beachte: Die Matrix A der Nebenbedingung Ax = b hat hier m = 9 Zeilen, effektiv jedoch nur
m = 8, da Rang(A) = 8 betragt. Da A aulerdem n = 11 Spalten besitzt, hat jede Nichtbasis im Simplex-
Verfahren die Méchtigkeit |[N| = 3. Jede Ecke und damit auch die von linprog gefundene Lisung
x* besitzt damit mindestens drei Nulleintrage, d. h. Kanten, tiber die nichts transportiert wird. Wie
erwartet trifft das insbesondere auf die optimale Ecke x* zu.

Damit eine Aufgabe der Form (11.3) iiberhaupt zulédssige Punkte (Fliisse) besitzt, muss notwendig
1"b = 0 gelten, denn

Ax=b = 1A x=10. (11.5)

—_—
=0

Die Bedarfe und Angebote in einem Transportnetzwerk miissen sich also ausgleichen. Sollte in einem
Transportnetzwerk 1'b < 0 gelten, dann liegt ein Uberangebot des zu transportierenden Gutes vor,
wodurch die Aufgabe (11.3) unzulissig wird. Um Abhilfe zu schaffen, wird ein zusétzlicher Knoten
eingefiithrt, der einem kiinstlichen Abnehmer entspricht, dessen Bedarf gerade das Uberangebot
kompensiert. Diese kiinstliche Senke wird mit dann z. B. mit allen Angebotsknoten durch neue
Kanten verbunden, und es werden Kosten fiir diese Kanten gesetzt.

Quizfrage: Was bedeutet es in Beispiel 11.1, wenn die kiinstliche Senke mit den drei Produktionsstatten
verbunden wird? Und was bedeutet es, wenn sie mit den vier Verkaufsstellen verbunden wird? Wofur
konnten dabei z. B. Kosten anfallen? Was bedeutet es, mehrere kiinstliche Senken in den Digraphen
aufzunehmen?

Im Fall 170 > 0 liegt dagegen ein Mangel an dem zu transportierenden Gut vor. Durch Schaffung eines
zusitzlichen Angebotsknotens, den wir mit geeigneten Knoten im Netzwerk verbinden, konnen
wir den Mangel kompensieren.

Quizfrage: Was bedeutet es in Beispiel 11.1, wenn der zusitzliche Angebotsknoten mit den drei Produk-
tionsstatten verbunden wird? Und was bedeutet es, wenn er mit den vier Verkaufsstellen verbunden
wird? Wofiir stehen die dabei anfallenden Kosten? Was bedeutet es, mehrere Angebotsknoten zusétzlich
in den Digraphen aufzunehmen?
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Abbildung 11.2: Eine optimale Lésung von Beispiel 11.5

Bemerkung 11.6. Das Simplex-Verfahren ist nicht die effizienteste Losungsmoglichkeit fiir Aufgaben
kostenminimaler Fliisse auf Transportnetzwerken. Es gibt dafiir eine spezielle Variante, das Netzwerk-
Simplex-Verfahren, siehe etwa Gerdts, Lempio, zo11, Abschnitt 4.2 oder Vanderbei, 2008, Kapitel 14.
Diese nutzt aus, dass die Matrix A eine Inzidenzmatrix ist, die nur aus Eintrdgen {0, +1} besteht. Die
beiden aufwdndigsten Schritte, die Losung der linearen Gleichungssysteme in Zeile 2 und Zeile 7 von
Algorithmus 9.1 bzw. Algorithmus 9.2, erfordern dabei nur Additionen und Subtraktionen von Vektoren.
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# This code solves a minimal cost network flow problem.

# Resolve the dependencies.

from scipy.optimize import linprog
import numpy as np

import networkx as nx

# Construct the digraph using vertices and edges. Notice that networkx may

# shuffle the edges, so we attach the cost to the edges.

vertices = range(1,10)

edges = [(1,4), (1,5), (2,4), (2,5), (3,4), (3,5), (4,5, 4,6), (4,7, (5,8), (5,9]
costs = np.array([0.8, 2.0, 2.5, 1.0, 1.2, 2.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0])
edgesWithCosts = [(v1, v2, {"costs": f'{c}'}) for ((v1, v2), c) in zip(edges, costs)]
G = nx.DiGraph()

G.add_nodes_from(vertices)

G.add_edges_from(edgesWithCosts)

# Setup the incidence matrix.
= nx.incidence_matrix(G, oriented = True)
A = A.toarray()

>

# Retrieve the cost vector from the edge data in the order stored in the digraph.
c = list(zip(*G.edges.data('costs"')))[2]

# Setup the vector of vertex balances.
b = np.array([-100, -200, -300, 0, 0, 150, 150, 150, 150])

# Setup the lower and upper bounds.
bounds = [(@, None) for j in edges]

# Call linprog to solve the problem.
result = linprog(c, A_eq = A, b_eq = b, bounds = bounds, method = 'simplex')

Abbildung 11.3: Losung einer Aufgabe des kostenminimalen Transports.

§ 12 GANZZAHLIGE LOSUNGEN

Im obigen Beispiel 11.1 hat sich der optimale Fluss x* iber jede Kante als ganzzahlig herausgestellt,
siehe (11.4). Dies ist bei vielen Aufgabenstellungen auf Transportnetzwerken erwiinscht oder sogar
erforderlich, weil sich die verwendeten Transporteinheiten (Paletten, LKW etc.) nicht teilen lassen.
Es stellt sich die Frage, wie man die Ganzzahligkeit der Lésung einer linearen Optimierungsaufgabe
garantieren kann, ohne sie explizit zu fordern. Da das Simplex-Verfahren auf den Ecken der zulédssigen
Menge

{xeR"|Ax=b, 0 <x <u} (12.1)

84 https://tinyurl.com/scoop-gdo 2022-02-20


https://tinyurl.com/scoop-gdo

@®O®® Grundlagen der Optimierung

# Attach attributes to the graph's edges.
edgeFlow = dict(zip(G.edges, result.x))
edgeFlowAtCosts = dict([((v1,v2), f'{x} @ {c}")
for (v1, v2, c¢), x in zip(G.edges.data('costs'), result.x)])

# Layout the digraph (assign vertex positions).
positions = nx.nx_agraph.graphviz_layout(G, prog = "neato")

# Resolve further dependencies.
import matplotlib.pyplot as plt
import tikzplotlib

# Show and export the digraph showing the optimal flow.

plt.figure(figsize = (10,10))

nx.draw(G, positions, with_labels = True, node_color = [[0.8] * 3], node_size = 1500)
nx.draw_networkx_edge_labels(G, positions, edge_labels = edgeFlowAtCosts)

# plt.savefig("../graphs/solveOptimalTransport.pdf")

# tikzplotlib.save("../graphs/solveOptimalTransport.tex")

plt.show()

Abbildung 11.4: Darstellung der Losung einer Aufgabe des kostenminimalen Transports.

arbeitet und (Losbarkeit der Aufgabe vorausgesetzt) eine der Ecken als Losung zuriickgibt, geht es um
die Frage, wann die Ecken dieses Polyeders alle ausschlief8lich ganzzahlige Koordinaten haben. Beim
Mozartproblem zum Beispiel hatte die zuldssige Menge diese Eigenschaft nicht, siehe Abbildung 6.3.

Die nachfolgende Definition wurde allgemeiner gefasst.

Definition 12.1 (Unimodularitit und totale Unimodularitat).

(i) Eine Matrix A € Z™" heifit unimodular, wenn jede ihrer quadratischen Untermatrizen A
maximaler Dimension r = min{m, n} die Eigenschaft det(A) € {0, +1} besitzt.

(ii) Eine Matrix A € Z™" heifit total unimodular, wenn jede ihrer quadratischen Untermatrizen A
der Dimension 1 < r < min{m, n} die Eigenschaft det(A) € {0, 1} besitzt.

Eine Matrix A heifit dabei eine Untermatrix von A, wenn sie durch eine Auswahl gewisser Zeilen
und Spalten von A gebildet wird.

Beachte: A total unimodular = A unimodular.

Der nachfolgende Satz wurde allgemeiner gefasst.

Satz 12.2 (Charakterisierung unimodularer Matrizen). Eine Matrix A € Z"™*" ist genau dann unimodular,
wenn die Inverse jeder reguldren Untermatrix A der Dimension r = min{m, n} nur ganzzahlige Eintrige
besitzt.
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Beweis. Es sei A € Z™". Es sei zunichst A unimodular und A eine regulare Untermatrix der Dimensi-
on r = min{m, n}. Es gilt also det(A) = 1 oder det(A) = —1. Wir betrachten den Fall » = m < n. Die
Eintrige von (A)™! konnen mit Hilfe der Cramerschen Regel wie folgt dargestellt werden:

—~ 1 _ R _ R
((A)_l)ij = det(A\) det [a1 Tt Q-1 € Giyp e am] .

Die Matrix im Zahler hat nur ganzzahlige Eintrége, also ist auch ihre Determinante ganzzahlig.
(Quizfrage: Warum eigentlich?) Damit ist auch ((A)_l)l.j ganzzahlig. Im Fall r = n < m argumentiert
man dhnlich. (Quizfrage: Wie genau?)

Umgekehrt habe nun A die Eigenschaft, dass jede regulare Untermatrix A der Dimension r = min{m, n}
eine ganzzahlige Inverse besitzt. Fiir jede solche Untermatrix sind det(A) und det((A) ™) beide ganz-

zahlig. Wegen
det(A) det((A)™") = det(A(A)™") = det(Ild) =1

bleiben nur die Mdglichkeiten det(A) = det((g)_l) =1 oder det(A) = det((g)_l) = —1. Andererseits
erfillt jede Untermatrix A der Dimension r, die nicht reguldr ist, det(;f) = 0. Also ist A unimodular. O

Der folgende Satz wurde eingefiigt.

Satz 12.3 (Bedeutung unimodularer Matrizen). Es sei A € Z™" mit Rang(A) = m. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Matrix A ist unimodular.

(ii) Fir jeden Vektor b € Z™ besitzt das Polyeder in Normalform
P={xeR"|Ax=b, x >0}

nur ganzzahlige Ecken.
Beweis. Der Beweis findet sich als Ubungsaufgabe 2 auf Ubungsblatt 8. O
Wir wenden uns nun der Bedeutung der totalen Unimodularitat zu.

Lemma 12.4 (Totale Unimodularitit verwandter Matrizen). Es sei A € Z™". Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) A ist total unimodular.
(ii) —A ist total unimodular.

(iii) A" ist total unimodular.
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(iv) [A, —A] ist total unimodular.

(v) [A, Id] ist total unimodular.

Beweis. Der Beweis findet sich als Ubungsaufgabe 1 auf Ubungsblatt 8. o

Die Aussage des folgenden Satzes wurde korrigiert.

Satz 12.5 (Bedeutung total unimodularer Matrizen). Es sei A € Z™" mit Rang(A) = m. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Matrix A ist total unimodular.

(ii) Fur jeden Vektor b € Z™ besitzt das Polyeder in kanonischer Form
P={xeR"|Ax <=b, x > 0}

nur ganzzahlige Ecken.

Beweis. Der Beweis findet sich als Ubungsaufgabe 2 auf Ubungsblatt 8. i

Man kann zeigen, dass Inzidenzmatrizen A fiir einfache Digraphen total unimodular sind, siehe zum
Beispiel Schrijver, 2003, Theorem 13.9. Aus Satz 12.3 folgt daher, dass alle Ecken im zuldssigen Polyeder
(11.3) ganzzahlig sind, solange nur die Knotenbilanzen b € Z™ und die Kantenkapazitaten u € Z"
jeweils ganzzahlig sind. Da das Simplex-Verfahren auf den Ecken arbeitet, erhélt man dann (im Falle
der Losbarkeit) automatisch eine ganzzahlige Losung fiir Aufgaben des kostenminimalen Flusses, wie
wir es z.B. mit (11.4) beobachtet hatten.

Beachte: Auf den Kostenvektor ¢ kommt es dabei nicht an!

Quizfrage: Wenn man statt mit ganzzahligen Losungen mit ,Halben® (beispielsweise mit halben
Paletten, halben Litern etc.) arbeiten will, also mit Losungen in Z"/2 = {z/2 | z € Z"}, wie kann man
die totale Unimodularitat der Matrix dann nutzen?

Bemerkung 12.6. Die totale Unimodularitit von Inzidenzmatrizen einfacher Digraphen fithrt auch bei
zu Aufgaben des kostenminimalen Flusses verwandten linearen Optimierungsaufgaben zu ganzzahligen
Losungen, darunter Aufgaben des maximalen Flusses, Kiirzeste-Wege-Aufgaben. Auch fiir Zuordnungs-
probleme, die mit ungerichteten Graphen arbeiten, ist die Inzidenzmatrix total unimodular. Bei dieser
wichtigen Klasse linearer Optimierungsaufgaben erhdlt man also quasi ganzzahlige Losungen ,,umsonst
ohne weiteres Zutun.
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Beispiele fiir Transportprobleme, bei denen die Matrix A, die die Gleichungsnebenbedingung beschreibt,
nicht total unimodular ist, sind beispielsweise Mehrgiitertransportprobleme (Mehrgiiterflusspro-
bleme, englisch: multi-commodity flow problems). Bei diesen miissen verschiedene Giiter tiber ein
gemeinsames Netzwerk transportiert werden, wobei sich die Giiter die Kantenkapazititen jeweils teilen
miissen. Die Transportkosten fiir jede Kante sind wie in Beispiel 11.1 proportional zu der dariiber
transportierten Warenmenge und konnen fiir verschiedene Giiter unterschiedlich sein. Beispielsweise
fiir zwei Giiter erhilt man die Aufgabe

Minimiere  (¢™)x® + (¢)x@ iber (x,x?) e R x R"
AgxW =b®  (Knotenbilanzen Transportgut 1)
unter Agx® =b?  (Knotenbilanzen Transportgut 2) (12.2)
W x®@ <y (Kapazitatsbeschrankung)

sowie x> 0, x@ >o0.

Obwohl Ay total unimodular ist, trifft das auf die Matrix

Ay 0
0 A
Id Id

nicht mehr zu!

Beno6tigt man in solchen Aufgaben die Ganzzahligkeit x € Z" der Losung, so muss man sie extra fordern
und Verfahren der diskreten Optimierung wie branch and bound anwenden, vgl. Bemerkung 9.3.
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Abbildung 12.1: Darstellung eines Transportnetzwerks fiir ein Zweigiiterflussproblem. Die Menge
eins des ersten Gutes (blau) soll von der Quelle oben links zur Senke unten rechts
transportiert werden. Dieselbe Menge des zweiten Gutes (griin) soll von der Quelle
oben rechts zur Senke unten links transportiert werden. Die Kantenkapazitaten sind
alle gleich eins. Der einzige zuldssige Fluss ist an den jeweiligen Kanten eingezeichnet.
Er ist nicht ganzzahlig.
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Kapitel 3 Konvexe Optimierung

§ 13 EINFUHRUNG

Unser Ziel ist es auch in diesem Kapitel wieder, notwendige und hinreichende Optimalitdtsbedingungen
herzuleiten und grundlegende Verfahren fiir konvexe Optimierungsaufgaben kennenzulernen. Charak-
teristisch fiir die konvexe Optimierung wird das Zusammenspiel zwischen Eigenschaften konvexer
Mengen und konvexer Funktionen sein.

§ 13.1  KONVEXE MENGEN
Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 2.1.1

Definition 13.1 (Konvexe Menge).
Eine Menge C C R" heifit konvex, wenn mitx,y € C und « € [0,1] auchax+ (1— )y € C ist, also die
gesamte Verbindungsstrecke von x und y.

Abbildung 13.1: Konvexe Mengen (blau) und eine nichtkonvexe Menge (rot) im R?.

Beispiel 13.2 (Konvexe Mengen).
Wichtige konvexe Mengen sind:

(i) offene Kugeln B.(y) = {x e R"|||x — y|| < ¢}
(ii) abgeschlossene Kugeln B,(y) = {x e R™|||x — y|| < ¢}

(iii) Hyperebenen H(a,f) = {x e R" |a'x = f} mitae R",a# 0und f e R
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(iv) offene Halbrdume {x € R"|a'x < f}
(v) abgeschlossene Halbrdume H™ (a, f) = {x e R" |a'x < f} und H" (a, ) = {x e R" | a'x > f}

(vi) das Einheitssimplex im R" (siehe Abbildung 13.2)

n
Zx,-sL x; >0, i=1,...,n}.

i=1

An={x€R"

~

X1

X1
Abbildung 13.2: Einheitssimplizes im R? und R>.

Quizfrage: Was sind die konvexen Teilmengen von R?

Satz 13.3 (Operationen auf konvexen Mengen).

(i) Essei{C;}jes eine beliebige Familie konvexer Mengen in R". Dann ist (;¢; C; konvex.

(ii) Es seien C; C R™ konvex, i =1,...,k. Dann ist das kartesische Produkt C; X - - - X Cy konvex in
R™M x ... X R,

(iii) Essei f: R®™ — R™ eine (affin-)lineare Abbildung, also f(x) = Ax +b, und C C R" und D C R™
konvexe Mengen. Dann sind das Bild f(C) € R™ und das Urbild f (D) C R" konvex.

(iv) Sind C1, Cy € R™ konvex, dann sind
BCi={fx1|x€C} firpeR
sowie die Minkowski-Summe
Ci+Co={x1+x2|x1 € C1, x2 € Co}
konvex. Insbesondere sind Verschiebungen (Translationen) konvexer Mengen, die sich ergeben, wenn

man in der Minkowski-Summe C, = {x} setzt, konvex. Man schreibt dann auch C; + x statt
Ci + {x2}.

Beachte: Eine Menge C C R” ist genau dann konvex, wenn a C + (1 — a) C C C fir alle ¢ € [0,1]
gilt.

https://tinyurl.com/scoop-gdo 91


https://tinyurl.com/scoop-gdo

R. Herzog @O®S

Beweis. Der Beweis findet sich als Ubungsaufgabe 1 auf Ubungsblatt 9. O

Definition 13.4 (Konvexkombination).

(i) x € R" heift eine Konvexkombination von xi, ..., xm € R", fallsx = 3, a; x; gilt mit Koef-
fizienten a; > 0 und )2, a; = 1. Eine solche Konvexkombination heifSt echt, wenn alle ; > 0
sind.

(ii) Ist M C R™ irgendeine (nicht notwendigerweise endliche) Menge, so heift x eine Konvexkombination
von M, wenn x eine Konvexkombination von endlich vielen Vektoren xy, ..., X, € M ist.

X2
X2

X3

X1 X1

Abbildung 13.3: Konvexkombinationen von zwei und drei Punkten in R?. Bei zwei Punkten kann man
auch a x; + (1 — @) x, mit a € [0, 1] schreiben.

Lemma 13.5 (Charakterisierung konvexer Mengen).
Eine Menge M C R" ist genau dann konvex, wenn sie alle Konvexkombinationen von M enthdlt.

Beweis. ,=“: Es sei M konvex. Firm € Nund x3,...,x, € M sowie a1, ..., &y > 0 mit 3,7 o; = 1ist
zu zeigen: x = 3,10, a; x; € M.

Induktion nach m: Fiir m = 1, 2 ist die Behauptung erfiillt. Es sei bereits gezeigt, dass M alle Konvex-
kombinationen von héchstens m Elementen enthalt.

Schluss auf m + 1: Es seien «; > 0, :’:{1 a;=1und x = :f{l a; x;. O.B.d. A. gilt a1 < 1. (Ansonsten
ist x = xp41 und nichts zu zeigen.) Setze f; = 1_3" - firi=1...,m. Dannist f; > Ound })72, i = 1.

Der Vektor y = }\1%; f; x; gehort zu M, also auch x = (1 — @m+1) Y + Xmst Xm1-
»<": Es seien x1, x, € M. Nach Voraussetzung enthilt M alle Konvexkombinationen & x; + (1 — a) x
mit ¢ € [0,1], d. h., M ist konvex. m]
Definition 13.6 (Konvexe Hiille).
Es sei M C R". Der Durchschnitt aller konvexen Teilmengen von R", die M enthalten, also

conv(M) = m{C CR” | C ist konvex und M C C}, (13.1)

heift die konvexe Hiille von M. conv(M) ist also die kleinste konvexe Menge, die M enthdlt.
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Abbildung 13.4: Konvexe Hiillen einiger Punktmengen in R,

Beachte: Es gilt M C conv(M), daher der Name konvexe Hiille.
———

~Hiille® konvex

Lemma 13.7 (Charakterisierung der konvexen Hiille).
Es sei M € R". Dann gilt:

conv(M) = Menge aller Konvexkombinationen von M.

Beweis. Es sei C die Menge aller Konvexkombinationen von M. Natiirlich gilt dann M C C. Im Fall
M = 0 ist nichts zu zeigen, weil dann auch C = 0 ist. Wir gehen also jetzt von M # 0 aus.

sconv(M) C C*: Wir zeigen: C ist konvex. Damit kommt diese Menge im Durchschnitt (13.1) vor, also
gilt conv(M) ¢ C.

Es seien x, y € C, also gibt es Zahlen m, £ € Nund fy, ..., fim = 0 sowie y1,..., ¥, > 0 mit 2,72, fi =1
und Z§:1 yj =1,sodassx = 2\;%, fixjund y = Z§:1 Y; ¥; gelten mit irgendwelchen x3, . . ., x,, € M und
Vi, --.» Ve € M.Es sei a € [0,1]. Dann gilt

m t
ax+(l—a)yzaZﬂixi+(1—a)Zyjyj,
=1

J=1

d.h, ax+(1-«a) y ist Linearkombination der {x;}]2, U{y; 5:1' Die Koeflizienten sind > 0 und ergeben
in der Summe 1. Damit ist  x + (1 — @) y € C, also C konvex.

sconv(M) 2 C“: Es sei x € C, also eine Konvexkombination von M. Wegen M C conv(M) ist x auch
eine Konvexkombination von conv(M). conv(M) ist konvex, stimmt also nach Lemma 13.5 mit der
Menge seiner Konvexkombinationen iiberein. Also ist x € conv(M). O

Beachte: M ist konvex © M = conv(M).

§ 13.2 KONVEXE FUNKTIONEN

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 2.1.2
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Definition 13.8 (Konvexe Funktion).
Es sei C € R" konvex. Eine Funktion f: C — R heifit

(i) konvex (englisch: convex) auf C, falls

flax+(1-a)y) <af(x)+ 1A -a)f(y) (13.2)
firallex,y € C und a € [0,1] gilt.

(ii) strikt konvex (englisch: strictly convex) auf C, falls
flax+(1-a)y) <af(x)+(1-a)f(y) (13.3)
firallex,y € C mitx # y und o € (0,1) gilt.

(iii) p-stark konvex (englisch: ji-strongly convex) oder stark konvex mit Parameter p > 0 auf C,

falls
flax+(1-a)y)+ ;—1 a(1=a)lx=yl* <af(x)+(1-a)f(y) (13.4)
firallex,y € C und a € [0,1] gilt.

(iv) konkav (englisch: concave) bzw. strikt konkav bzw. stark konkav auf C, wenn —f konvex bzw.
strikt konvex bzw. stark konvex auf C ist.

Die Bedingung (13.2) konnen wir so lesen, dass der Funktionswert an einer Konvexkombination immer
kleiner oder gleich der Konvexkombination der Funktionswerte ist. Anschaulich bedeutet (13.2) damit,
dass der Funktionsgraph von f unterhalb aller Sehnen verlduft, siehe Abbildung 13.5.

Beachte: Zur Definition einer konvexen Funktion gehort notwendigerweise auch eine konvexe Men-
ge.

Beachte: In Geiger, Kanzow, 1999, Definition 3.2 wird die Bedingung (iii) als gleichmiflige Konve-
xitit (englisch: uniform convexity) bezeichnet. Das ist in der Literatur leider nicht einheitlich.

Quizfrage: Was hat die starke Konvexitit von f mit der Konvexitat von f(-) — £||||* zu tun?

X X

Abbildung 13.5: Beispiele strikt konvexer Funktionen (links und Mitte) und konvexe, aber nicht strikt
konvexe Funktion (rechts) auf Intervallen in R.

Beachte: f stark konvex = f strikt konvex = f konvex.
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Beispiel 13.9 (Beispiele konvexer Funktionen).

(i) Die affin-lineare Funktion f(x) = a'x +  ist gleichzeitig konvex und konkav auf R".
(ii) Die quadratische Funktion f(x) = % TQ x + c'x + y mit symmetrischer Matrix Q € R™" ist
e konvex <& Q ist positiv semidefinit,
e p-stark konvex &  Q ist positiv definit mit kleinstem Eigenwert Apin(Q) > p > 0.
(iii) f(x) = ||x — z|| mit z € R™ ist konvex auf R", aber nicht strikt konvex.
(iv) f(x) = ||x — z||* mit z € R" ist stark konvex auf R™ mit u = 2.
(v) f(x) = |lx — z||* mitz € R" ist strikt konvex auf R", aber nicht stark konvex.
(vi) f(x)=exp(x) ist strikt konvex auf R, aber nicht stark konvex.
(vii) f(x) = exp(x) ist stark konvex auf jedem Intervall [c, c0) mitc € R.

(viii) f(x) =1In(x) ist strikt konkav auf (0, o), aber nicht stark konkav.

Quizfrage: Gibt es aufler affin-linearen Funktionen noch weitere Funktionen auf R”, die gleichzeitig
konvex und konkav sind?

Quizfrage: Welche Konvexitatseigenschaften haben f(x) = ||x — z||; und f(x) = ||x — z||o im R"?
In der konvexen Optimierung ist es hilfreich, auch Funktionen zuzulassen, deren Funktionswerte in
R U {oo} liegen. Man spricht dann von erweitert reellwertigen Funktionen. Fiir den Umgang mit
oo gelten in R U {oo} folgende Regeln:

(i) a+ 0o =00+ a=oofiir alle a € R sowie fiir a = oo,

(ii) aoco = ocoq = oo fiir alle a > 0 sowie fiir a = co,

(iii) 0co =000 =0,

(iv) a < oo fir alle a € R.

(v) o0 < oo,
Die Kommutativitit und Assoziativitit der Addition und der Multiplikation sowie das Distributivgesetz
gelten auch in R U {oo} weiter, sofern darin jeweils alle Terme definiert sind. Beispielsweise gilt

(2+1)co =200+100 = 0o+ 00 = 0. Der Ausdruck (-2 +1)co ist in RU {oo} dagegegen nicht erklart.

Der Mehrwert erweitert reellwertiger Funktionen liegt in folgenden Uberlegungen begriindet:
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(1) Wir kénnen jede Funktion f: M — R, die auf einer Teilmenge M C R" definiert ist, auf ganz
R" fortsetzen, in dem wir f: R" — R U {co} definieren als

(13.5)

- .. f(x) fallsxeM,
fo = {oo falls x ¢ M.

(2) Wir konnen die zuldssige Menge einer Optimierungsaufgabe einfach dadurch in die Aufgabe
einbauen, dass wir den Wert der Zielfunktion auflerhalb der zuldssigen Menge auf co setzen.
Dies gelingt einfach durch Addition einer Indikatorfunktion.

Definition 13.10 (Indikatorfunktion). Es sei M C R" irgendeine Menge. Die Funktion I;: R" —

R U {0}, definiert durch
0, fallsxeM,
1 = .6
M) {oo, falls x ¢ M, (13.6)

heifit die Indikatorfunktion (englisch: indicator function) von M.

Definition 13.11 (Eigentlicher Definitionsbereich). Es sei f: R®™ — R U {oo} eine Funktion. Dann heifSt

dom f = {x € R"| f(x) < o0} (13.7)

der eigentliche Definitionsbereich oder (englisch: (effective) domain) von f.
Wir erweitern jetzt die Definition 13.8 auf erweitert reellwertige Funktionen.

Definition 13.12 (Erweitert reellwertige konvexe Funktion).
Eine Funktion f: R" — R U {0} heift

(i) konvex (englisch: convex) aufR", falls
flax+(1-a)y) <af(x)+(1-a)f(y) (13.8)
gilt fur allex, y € R" und a € [0,1].
(ii) strikt konvex aufR", falls

flax+(1-a)y) <af(x)+1-a)f(y) (13-9)

gilt fiir allex, y € dom [ mitx # y und a € (0,1).
(iii) p-stark konvex oder stark konvex mit Parameter u > 0 auf C, falls
flax+(1-a)y)+ 12_1 a(1-a)llx = ylI* < af(x) + 1 - a)f() (13.10)

gilt fiir allex, y € R" und a € [0,1].
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Satz 13.13 (Konvexitét reellwertiger Funktionen und erweitert reellwertiger Funktionen).

(i) EsseiC C R" konvex und f: C — R konvex bzw. strikt konvex bzw. stark konvex. Dann ist die
Fortsetzung f: R®™ — R U {oo} aufR" konvex bzw. strikt konvex bzw. stark konvex.

(if) Essei f: R® — R U {co} konvex bzw. strikt konvex bzw. stark konvex. Dann ist dom f C R”"
konvex, und die Einschrankung f'lqom r: dom f — R ist auf dom f konvex bzw. strikt konvex bzw.
stark konvex.

Beachte: Dieses Resultat zeigt, dass wir im Folgenden immer davon ausgehen konnen, dass eine
konvexe Funktion auf ganz R" definiert ist. Wir werden daher auch nicht mehr zwischen f und f
unterscheiden.

Beweis. Wir fihren den Beweis hier nur fur die Aussage zur ,gewo6hnlichen® Konvexitat. Die Fille
Lstrikte Konvexitiat“ und ,starke Konvexitiat“ konnen als eigene Ubung erginzt werden.

Aussage (i): Es sei C € R" konvex und f: C — R konvex. Wir miissen zeigen:
J_‘(ax +(1-a)y) < a]_‘(x) +(1- a)]_‘(y) fir alle x,y € R" und a € [0,1]. (13.11)

Falls x, y € C liegen, dann auch ¢ x + (1 — @) y fiir alle € [0,1]. In diesem Fall lautet die zu zeigende
Ungleichung (13.11) einfach

flax+(1-a)y) <af(x)+A-a)f(y),

die wegen der vorausgesetzten Konvexitéit von f auf C erfiillt ist. Ist andererseits etwa x ¢ C, dann
lautet die zu zeigende Ungleichung (13.11) im Falle von a € (0,1]

flax+(1-a)y) <o+ (1-a)f(y) = oo,

ist also erfiillt. Im Fall von & = 0 lautet (13.11) dagegen f(y) < f(y), was natiirlich ebenfalls gilt. Der
Beweis fur den Fall y ¢ C ist analog.

Aussage (ii): Es sei f: R* — R U {oo} konvex, es gilt also
flax+(1-a)y) <af(x)+(1—-a)f(y) furallex,y € R" und & € [0,1] (13.12)

Wir zeigen zunichst, dass dom f € R” konvex ist. Es seien dazu x, y € dom f und & € [0,1]. Dann
folgt aus (13.12)

flax+(1-a)y) < af(x)+1-a)f(y) <eo,
—— ——
<oo <00
sodass die linke Seite endlich ist. Also gehort @ x + (1 — ) y zu dom f. Dieselbe Ungleichung zeigt
auch bereits, dass flgom : dom f — R wie behauptet konvex ist. m]

Folgerung 13.14 (Konvexitat der Indikatorfunktion). Die Indikatorfunktion In;: R® — R U {co} einer
Menge M C R" ist genau dann konvex, wenn M konvex ist.
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Es gilt folgende wichtige Charakterisierung konvexer Funktionen:

Satz 13.15 (Epigraph-Charakterisierung konvexer Funktionen).
Eine Funktion f: R"™ — R U {co} ist genau dann konvex, wenn ihr Epigraph

epif == {(x,y) eR"XR|y 2 f(x)} (13.13)

eine konvexe Menge ist.

Beweis. Es sei zundchst f konvex, und es seien (x, y) und (y, §) Punkte in epi f. Fir die Konvexkom-
bination mit &« € [0, 1] gilt:

flax+(1-a)y)<af(x)+(1-a)f(y) Say+(1-a)d.
Das bedeutet aber (ax+(1—a) y,ay+(1-a) §) = a(x,y) + (1—a)(y,5) € epi f. Also ist epi f konvex.
Umgekehrt sei nun epi f konvex und x, y € R” sowie a € [0, 1]. Wir miissen
flax+(1-a)y) <af(x)+(1-a) f(3)

nachweisen. Im Fall f(x) = oo oder f(y) = oo ist diese Aussage klar. Es seien also x, y € dom f. Dann
gehoren (x, f(x)) und (y, f(y)) zu epi f. Die Konvexitit von epi f zeigt, dass auch « (x, f(x)) + (1 -
a) (y, f(v)) zu epi f gehort, also gilt

af(x)+(1-a) f(y) 2 flax+(1-a)y),

was zu zeigen war. |

Abbildung 13.6: Epigraph einer Funktion f: R — R U {co}.

Satz 13.16 (Operationen auf konvexen Funktionen).
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(i) Sind f;: R" = R U {co} konvex auf R" und ; > 0 fiiri =1,..., m, dann ist die durch

F) = ) fifit)

definierte Funktion f: R* — R U {oo} konvex aufR". Ist ein f; strikt bzw. stark konvex und das
zugehorige f; > 0, so ist f strikt bzw. stark konvex auf R".

(ii) Sind die Funktionen f;: R®™ — R U {oo} konvex auf R" fiir alle i aus irgendeiner Indexmenge I,
dann ist die durch das punktweise Supremum

f(x) = sup{fi(x)|i eI}
definierte Funktion f: R" — R U {co} konvex aufR".
(iii) Istg: R® — R™ affin-linear und f: R™ — R U {co} konvex, so ist (f o g) konvex auf R".
(iv) Ist g: R" — RoHeeF konvex und ist f: R — R U {oo} konvex und monoton wachsend, so ist

(fog): R" — RU {oo} konvex.

Beachte: Aus Aussage (iv) folgt insbesondere, dass die Funktion g* konvex auf R" ist, wenn g: R" —
RiH{eet konvex ist und g(x) > 0 gilt fiir alle x € R™. (Quizfrage: Genaue Begriindung?)

Beweis. Der Beweis findet sich als Ubungsaufgabe 3 auf Ubungsblatt 9. O

Im Folgenden wollen wir die Konvexitat diffbarer Funktionen mit Hilfe der ersten und zweiten
Ableitung charakterisieren. Natiirlich impliziert die Diffbarkeit, dass die Funktionswerte endlich sind,
daher gelten diese Charakterisierungen in Satz 13.17 und Satz 13.18 nur fur reellwertige konvexe
Funktionen.

Satz 13.17 (Charakterisierung konvexer Funktionen mittels erster Ableitung).
Es sei C C R™ offen und konvex sowie f: C — R diffbar. Dann gelten:

(a) Es sind dquivalent:
(i) f ist konvex aufC.

(ii) Furallex,y € C gilt:
fG)=f(y) =2 f(y)(x-y). (13.14)

(iii) Firallex,y € C gilt:
(f0) = f () x=y) = 0. (13.15)

Man sagt zu (13.15), die Ableitung f’ sei auf C ein monotoner Operator.
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(b) Es sind dquivalent:
(i) f ist strikt konvex auf C.

(ii) Fiirallex,y € C mitx # y gilt:
f) - f(y) > ff(nx-y). (13.16)

(iii) Firallex,y € C mitx # y gilt:
(f'(x) = f(»)(x =) > 0. (13.17)
Man sagt zu (13.17), die Ableitung f’ sei auf C ein strikt monotoner Operator.
(c) Es sind dquivalent:
(i) f ist stark konvex aufC.

(ii) Es existiert p > 0, sodass fiir alle x, y € C gilt:

F6) =) = F )= y)+ =y (1318)

(iii) Es existiert p > 0, sodass fiir alle x, y € C gilt:

(f'(0) = ) (x = y) 2 pllx = ylI*. (13.19)

Man sagt zu (13.19), die Ableitung f’ sei auf C ein stark monotoner Operator.

Beachte: Nach Aussage (a) ist eine diffbare Funktion f: C — R genau dann konvex, wenn der Graph
oberhalb aller seiner Tangentialebenen

T(x;y) = f(y)+ f'(y)(x — y) (Tangentialebene an f im Punkt y € C)

verlauft, siehe Abbildung 13.7. Anders ausgedriickt: Eine diffbare Funktion ist genau dann konvex,
wenn alle Taylormodelle erster Ordnung (Tangenten) die Funktion unterschétzen.

Beweis. Wir zeigen nur die Aussage (c) iiber die Charakterisierung der starken Konvexitat. Die Aussa-
gen (a) und (b) lassen sich analog beweisen.

(i) = (ii): Es sei f stark konvex auf Cund x, y € C, a € (0,1). Dann gilt

fly+alx-y)=flax+(1-a)y) S0!f(?€)+(1—06)f(y)—%lOt(l—Ot)llx—yII2

- f(y+a(x;y))_f(Y) sf(x)—f(y)—g(l—a)llx—yllz

= fO)x=9) < f@) - ()~ Llx =yl (Grenzitbergang a \, 0),
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X

Abbildung 13.7: Charakterisierung der Konvexitat diffbarer Funktionen iiber ihre Tangenten.

d.h., es gilt (13.18).

(ii) = (i): Es gelte (13.18), und es seien x,y € C und a € (0,1). Setze z = ax + (1 — «) y. Eine
zweimalige Anwendung von (13.18) ergibt

)= f(2) = f1(@) = 2) + £ e =1
fO) = f@) = f @ =2)+ 5y =

Wir multiplizieren die erste Ungleichung mit «, die zweite mit (1 — @) und addieren:

af () + (1= f () = f(2) = af (@x + (1= @) f @y - f @2+ L allx -z + £ (1= )y - 21

=0 nach Definition von z

= % a (1-a) ||x—y||? (nachrechnen)

Durch Einsetzen von z = a x + (1 — «) y folgt schliefllich
af () + (1= f () - flax+(1-a)y) = Lall-a)lx - I
d.h., f ist stark konvex.
(ii) = (iii): Es seien x, y € C. Eine zweimalige Anwendung von (13.18) ergibt
FG) =) = f =3+ llx =yl
fO) = FG) = f1@)(y =)+ Sl =yl
und aus der Addition der Ungleichungen folgt (13.19).

(iii) = (ii): Es seien x, y € C. Wir betrachten die Funktion t — D(¢) := f(y +t (x — y)) und deren
Ableitung ¢ + d(t) = f'(y+t (x — y)) (x — y) auf [0, 1]. Wir zeigen zuniachst, dass d auf [0, 1] stark
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monoton ist. Es seien dazu s, t € [0, 1] beliebig. Dann ist

d() —d©))(t=5) = [f(y+t(x=y) (x=y) - f(y+sx-y)(x-y]t-s)
=[f+t=) - fy+sx—-y)] (t=9)(x-y)
2 pll(t=s5)(x = )I* wegen (13.19)
= pllx = ylPlt = sl

Da monotone Funktionen Riemann-integrierbar sind (Heuser, 2003, Satz 83.3), ist der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung (siehe etwa Heuser, 2003, Satz 79.1) anwendbar, und es folgt

D(1) — D(0) = /Old(t) dt.

Dabher gilt weiter

1
D(1) - D(0) - d(0) = /0 [d(1) - d(0)] dt
1
=/0 %[d(t) —d(0)] (t - 0)dt

1
> =yl [ e
0

_Ha 2
—zllx ylI©.

Das Einsetzen der Definitionen von D und d ergibt schliefilich

FG) = £ = /()= ) = E e =yl

also (13.18). O

Satz 13.18 (Charakterisierung konvexer Funktionen mittels zweiter Ableitungen).
Es sei C C R" offen und konvex sowie f: C — R zweimal stetig partiell diffbar (eine C*-Funktion). Dann
gelten:
(a) Es sind dquivalent:
(i) f ist konvex aufC.
(if) f"(x) ist positiv semidefinit (hat nur nicht-negative Eigenwerte) fiir alle x € C.
(b) Ist f”(x) positiv definit fiir alle x € C, so ist f strikt konvex aufC.
(c) Es sind dquivalent:

(i) f ist stark konvex auf C mit Konstante u > 0.

(ii) Der kleinste Eigenwert von f" (x) erfiillt Amin (f”(x)) = u > 0 fir allex € C.
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Beachte: Die Umkehrung von Aussage (b) gilt nicht, wie das Beispiel f(x) = x* zeigt. Diese Funktion
ist strikt konvex auf R, aber f”’(0) = 0 ist nur semidefinit.
Beweis. Wir beweisen zuerst Aussage (c).

(i) = (ii): Es sei f stark konvex auf C mit Konstante p > 0. Nach Satz 13.17 (c) ist f* dann stark
monoton auf C, erfiillt also (13.19). Fir beliebiges x € C und d € R” ist daher

de//(x) d — |}1—r}% f/(x+ tdt) _f,(x)] d

_ [ £ 1) = £

t—0 t

] (td)

.1 )
> lim aH lltd]|”  wegen (13.19)

= pld|l*.
Daraus folgt, dass Apyin (f"(x)) > p ist.

(ii) = (i): Es gelte nun umgekehrt A, (f”'(x)) = p > 0 fur alle x € C. Es seien x, y € C beliebig.
Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, angewendet auf die C!-Funktion D(t) =

f'(y+t(x—1y)) (x —y) und ihre Ableitung d(t) = (x — )" f"(y +t (x — y)) (x — y), folgt

D(1) - D(0) = /Old(t) dt,

also

[F/(0) — /(5] (x— y) = / (=) (y+ 1 (x =) (x - y) i

1
> u/ lx - yll?dt
0

= pllx = yl*.
Das heif3t, f” ist stark monoton, und nach Satz 13.17 (c) ist f stark konvex.
Der Beweis von Aussage (a) erfolgt genau auf die gleiche Weise mit y = 0. Zum Beweis von Aussage (b)
nehmen wir an, dass f”/(x) fiir alle x € C positiv definit ist. Es seien x, y € C, x # y, und wir setzen D

und d wie oben. Dann ist d(¢) > 0 fiir alle ¢ € [0, 1]. Wieder mit dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung folgt

1
0= F =)= [ =t ) =y de > o
0
Das heifit, f” ist strikt monoton, und aus Satz 13.17 (b) folgt die strikte Konvexitit von f auf C. O

Ende der Woche 9

https://tinyurl.com/scoop-gdo 103


https://tinyurl.com/scoop-gdo

R. Herzog @O®S

§ 14 KONVEXE OPTIMIERUNGSAUFGABEN

Wir betrachten die konvexe Optimierungsaufgabe
Minimiere f(x) tber x € R" (14.1)

mit konvexer Zielfunktion f: R” — R U {co}. Diese Problemklasse enthélt insbesondere Aufgaben
der Form
Minimiere ¢g(x) tberx € C, (14.2)

wobei die zuldssige Menge C € R" konvex und g: C — R eine konvexe reellwertige Funktion ist.
Setzen wir dann f := g + ¢ mit der Indikatorfunktion ¢ von C, setzen also g durch den Wert oo
aufBerhalb von C fort, so ergibt sich eine Aufgabe der Form (14.1). Formal handelt es sich bei (14.1) um
eine unrestringierte Optimierungsaufgabe, die jedoch implizit die Nebenbedingung x € C = dom f
enthalt.

Die Grundbegriffe aus Definition 1.1 gelten auch fiir Aufgaben mit erweitert reellwertigen Zielfunktio-
nen weiter. Der Optimalwert f* der Aufgabe (14.1) ist wieder entweder f* = —oo, oder f* ist endlich,
oder es gilt f* = co. Letzteres ist genau dann der Fall, wenn f = oo ist, also dom f = @ gilt. Diesen Fall
werden wir aber im Folgenden oft ausschlieBen. Wir sagen dazu: Eine Funktion f: R” — R U {co}
heif3t eigentlich (englisch: proper function), wenn f nicht identisch oo ist.

Beispiele fiir (14.1) sind samtliche linearen Optimierungsaufgaben aus Kapitel 2, nicht notwendigerweise
in Normalform. Weitere Beispiele folgen.

Die fundamentale Bedeutung der Konvexitat in der Optimierung erldutert der folgende Satz.

Satz 14.1 (Hauptsatz der konvexen Optimierung).

(i) JFeder lokale Minimierer von (14.1) ist bereits ein globaler Minimierer."
(ii) Die Losungsmenge von (14.1) ist konvex (evtl. leer).

(iii) Ist f strikt konvex auf R"™ und eigentlich, so besitzt (14.1) héchstens eine Losung.

Beweis. Aussage (i): Es sei x* lokaler Minimierer, d. h., es existiert eine Umgebung U (x*) mit f(x*) <
f(x) fir alle x € U(x*), vgl. Definition 1.1. Angenommen, es gibe ein X € R"” mit f(x) < f(x*). Fur
a € (0,1] gilt dann

flaT+(1-a)x) <af @ +(1-a)f(x) < f(x).

Fiir « hinreichend klein liegt aber a X + (1 — @) x* € U(x"), im Widerspruch zur lokalen Optimalitit
von x*. Also kann ein solches X nicht existieren, d. h., es ist

f(x*) < f(x) firalle x € R™.

'Wir brauchen also nicht zwischen lokalen und globalen Minimierern zu unterscheiden!
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Aussage (ii): Es seien x* und x™* Losungen von (14.1), also f(x*) = f(x™) = f* (Optimalwert). Fir
a € [0,1] gilt
flax'+(1-a)x™) < af (') + (1= @) f(x™) = f".

Das zeigt, dass auch o x* + (1 — @) x*™ ein Minimierer von (14.1) ist.

Aussage (iii): Es seien x* und x™ zwei verschiedene Minimierer von (14.1). Da f eigentlich ist, gilt
x*,x* € dom f und f(x*) = f(x*) = f* € R. Die Konvexkombination (x* + x**) /2 liegt ebenfalls in
dom f, daher folgt aus der strikten Konvexitat (13.9)

x*+ x™

F(EE5) < 5ren+ e = 7,

im Widerspruch zur Optimalitat von x* und x**. o

U(x¥)

/x*
x

Abbildung 14.1: lllustration des Beweises von Satz 14.1 (i) (lokale Minimierer sind globale Minimierer).

§ 15 TRENNUNGSSATZE FUR KONVEXE MENGEN

§ 15.1  DIE AUFGABE DER ORTHOGONALEN PROJEKTION

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 2.1.3

Das folgende Beispiel fithrt eine der wichtigsten konvexen Optimierungsaufgaben ein.

Beispiel 15.1 (Projekionsaufgabe). Zu einer nichtleeren, abgeschlossenen, konvexen Menge C C R"
und einem gegebenen Punkt p € R" suchen wir denjenigen Punkt x € C, der p am ndchsten liegt, also
die orthogonale Projektion von p auf C (bzgl. des Euklidischen Skalarprodukts), kurz: proj-(p). Als
Optimierungsaufgabe kénnen wir dies in der Form

Minimiere f(x) = ||x — p|| + c(x) iberx € R" (15.1)

oder auch als

1
Minimiere ¢g(x) = Ellx —pll* +8c(x) iiberx € R" (15.2)

schreiben.
Lemma 15.2 (Projektionsaufgabe: Existenz und Eindeutigkeit).

Es sei C C R™ nichtleer, abgeschlossen und konvex. Fiir jedes p € R" besitzen (15.1) und (15.2) dieselbe
eindeutige Losung x*. Diese heif$t die orthogonale Projektion von p auf C, kurz: proj-(p).
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Beweis. Es sei p € R™. Wir betrachten zundchst (15.2). Um die Existenz einer Losung zu zeigen, fithren
wie eine Hilfsaufgabe ein. Dazu wiahlen wir ein w € C beliebig und definieren B als die kompakte
Kugel

B :=B,(p) mitr = |p-—w].

Die Hilfsaufgabe lautet

1
Minimiere —||x —pll2 iiber x € R”
2 (15.3)
unter x € CNB.

Ein Punkt x* € C ist genau dann ein globaler Minimierer von (15.2), wenn er ein globaler Minimierer
von (15.3) ist (Quizfrage: Warum?). Die zuldssige Menge von (15.3) ist nicht leer (denn sie enthilt den
Punkt w) und als Schnitt der abgeschlossenen Menge C mit der kompakten Menge B wieder kompakt.
Nach dem Satz von Weierstrafy bzw. Satz 1.4 besitzt (15.3) und damit (15.2) einen globalen Minimierer x*.
Die Eindeutigkeit des globalen Minimierers von (15.2) folgt aus der strikten Konvexitat von g mit
Satz 14.1 (iii).

Mit Hilfe von Hausaufgabe 3 der Ubung o1 und der strikten Monotonie der Wurzelfunktion auf Ry
kann gezeigt werden, dass jeder lokale Minimierer von (15.2) auch ein lokaler Minimierer von (15.1) ist
und umgekehrt. Da beide Aufgaben konvex sind, sind lokale Minimierer bereits globale Minimierer.
Damit besitzen (15.1) und (15.2) denselben eindeutigen globalen Minimierer. O

Satz 15.3 (Projektionssatz: notwendige und hinreichende Bedingungen fiir (15.2)).
Es sei C C R" nichtleer, abgeschlossen und konvex und p € R". Es gilt x* = proj.(p) genau dann, wenn
x* € C ist und gilt:

(x*=p)'(x—x") 20 fiirallex € C. (15.4)

Beachte: (15.4) ist eine Variationsungleichung. Sie besagt, dass der Winkel zwischen x* — p und
x — x* 90° nicht Gbersteigen darf. Anders ausgedriickt: C ist enthalten im Halbraum H* (a, f) = {x €
R™ |a"x > f} mit Normalenvektor a = x* — p und f§ = a’x*, vgl. Abbildung 15.1.

p

Abbildung 15.1: Der Winkel zwischen x* — p und x — x* darf 90° nicht iibersteigen.

Beweis. Definiere wie in (15.1) und (15.2) die Funktionen f(x) := [|x — y|| + dc(x) und g(x) := %llx -
YII? + e (x).

,=": Es sei x* = proj.(p), also insbesondere x* € C. Dann gilt x* + a (x — x*) € C fir alle x € C und
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a € (0,1). Aus der Optimalitit von x™ folgt

1 * * * * 1 * *
EWT—MF=9U)SQW'HHX—XD=5WX'ﬁﬂ+aﬁ—xﬂﬁ
o
= 0<a(x*-p)(x-—x")+ 7||x —x*||%.

Division durch @ und Grenziibergang « \, 0 liefern die Behauptung (15.4).

»<=": Es gelte x* € C und (15.4). Daraus folgt

0> (p-—x)(x—x") fiirallex € C
=(p-x")(x—p+p-x")
=(p—x")"(x=p)+llp - x*|I*
> —|lp = x*|lllx = pll +llp = x*||* (Cauchy-Schwarz).

Daraus folgt weiter f(x) =[x = p|| > ||p — x*|| = f(x¥) fir alle x € C, d. h., x* = proj.(p). O

§15.2  AFFINE UNTERRAUME

Definition 15.4 (Affiner Unterraum). Eine Menge A C R" heifst ein affiner Unterraum (englisch:
affine subspace) von R", wenn mitx,y € Aund o € R auchax + (1— a) y € A liegt, also die gesamte
Verbindungsgerade durch x und y.

Lemma 15.5 (Struktur affiner Unterrdume). Eine Menge A C R" ist genau dann ein affiner Unterraum
von R™, wenn es einen Unterraum U C R" und einen Vektor x, € R" gibt, sodass gilt:
A=U +x. (15.5)

In diesem Fall gilt (15.5) fiir jedes xy € A, und U ist unabhdngig von der Wahl von x;.

Der zu einem affinen Unterraum A gehorende Unterraum U heiflt auch der Richtungsraum von A.

Beweis. ,<": Es sei A eine Menge von der Form (15.5). Weiter seien x;, x € A, also x; = uy + xo und
X9 = Uy + Xo mit uy, uy € U. Schlie3lich sei o € R. Dann ist auch

axi+(1—a)xys =a(ur+x0) +(1—a) (uz +x9) =au+ (1—a) us +x
~—_—
eU

von der Form (15.5).

»=": Es sei A ein affiner Unterraum und x, € A beliebig, aber fest. Definiere U = {x — xo | x € A}.
Nach Konstruktion gilt dann A = U + xy. Wir miissen zeigen: U ist ein Unterraum von R". Es seien
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dazu u; = x; — xo und u; = x; — x¢ Elemente von U mit irgendwelchen x;,x, € A. Dann sind
2x1+(1—=2)xg=2x1—x9 €Aund 2x, + (1—2) xg = 2x3 — x9 € A und daher

Ur+uUs =x1— X9+ X2 — X
€A

1 1 (15.6)
= —(le —X()) + (1— —)(2X2 —X()) — X0 € A—xp.

2 - _ 2/

€A €A

Das zeigt uy + u; € U, also U + U C U. Weiterhin sei € R, dann gilt

Bur = p (x1 — x0)

=pxi+(1-B)xo — xo.
~—_ —
€A

Das zeigt fu; € U, also fU C U. Damit ist U ein Unterraum.

Der Beweis der letzten Implikation zeigt auch, dass (15.5) fiir jedes beliebige xy € A mit einem Unterraum
der Form {x — xo | x € A} gilt. Es bleibt also lediglich zu zeigen, dass die Mengen {x — x | x € A} und
{x — %o | x € A} fur beliebige x¢, Xy € A iibereinstimmen. Es seien dafiir x, x, Xo € A. Wir schreiben
X —Xo = X — X + X9 — %o, und weil

X—X()+JZ'0:X—X0+)~C()—X0 +x9 € A,
—_—
e{x—xo | x€A}

ist der Unterraum U unabhingig vom gewéhlten Aufpunkt x. O

Beachte: Ein affiner Unterraum ist nach (15.5) also ein ,verschobener” Unterraum.

AX2

N
~

Abbildung 15.2: Ein 1-dimensionaler affiner Unterraum A von R2. Der zugehérige Richtungsraum U
ist gestrichelt gezeichnet.

Wir ordnen einem affinen Unterraum A die Dimension dim A := dim U zu. Aus technischen Griinden
ist es glinstig, den Fall zuzulassen, bei dem A = ) ist damit auch U = 0 ist. In diesem Fall setzen wir
dimA = dimU = -1

Definition 15.6 (Affine Unabhéngigkeit, Affinkombination).
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(0)

(if)

(i)

Eine Menge von Vektoren {x¢, x1, ..., x} in R", k € Ny, heifit affin unabhdngig (englisch: affine
independent), wenn die Vektoren x1 — xo, . . ., X — Xo linear unabhdngig sind.’

Eine maximale Menge affin unabhdngiger Vektoren eines affinen Unterraumes A von R™ heif3t eine
affine Basis von A.

Ein Vektor x € R™ heifit eine Affinkombination von xy, ..., X, € R", m € Ny, wenn gilt:
m
X = Z aj X
i=0

mit Koeffizienten a; € R, die )., a; = 1 erfiillen. Ist M C R" irgendeine (nicht notwendig endliche)
Menge, so heif3t x eine Affinkombination von M, wenn x eine Affinkombination von endlich vielen
Vektoren xy, ..., xm € M ist.

Lemma 15.7 (Dimension eines affinen Unterraums).
Es sei A C R” ein affiner Unterraum.

(9)

Ist {xo, x1, ..., xx} eine affine Basis von A, dann ldsst sich jedes Element von A auf eindeutige Art
und Weise aus {xo, x1, . . ., Xx } affinkombinieren. Genauer hat jedes x € A die Darstellung
k
X = Z o X (15.7)
i=0
mit Koeffizienten a = (aq, . . ., ax)", die sich aus der eindeutigen Losung des linearen Gleichungs-
systems
1 1] {ao 1
| \ = | 15.8
x o x| x (15.8)
\ | \a \
— S~——
=B =b

ergeben. Die Matrix B € R"™VX(+D hat Rang k + 1. Daher ist B'B reguldr, und (15.8) kann
dquivalent als

B'Ba=B"b (15.9)

geschrieben werden.

(ii) A besitzt genau dann eine affine Basis {xo, x1, . . ., xx } mit k +1 Elementen, wenn dim A = k ist.

Beachte: Im Fall von A = 0 ist k = —1 und die affine Basis die leere Menge.

Beweis. Der Beweis findet sich als Ubungsaufgabe 3 auf Ubungsblatt 10. O

2Ein einzelner Vektor xy € R" ist also immer affin unabhangig.
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Lemma 15.8 (Operationen auf affinen Unterraumen).
EsseiA=U +xg und B =V + y, zwei affine Unterrdume von R" wie in (15.5).

(i) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) A=B.
(b) U=V undxy—yy €U.
(c) U=V und0 € A-B.
(d) U=V und ANB # 0.

Beachte: Aussage (b) besagt, dass wir jeden beliebigen Aufpunkt xo € A wdihlen kénnen, um einen
affinen Unterraum A = U + x zu reprdsentieren.

(ii) Die Menge o A + B B fiir beliebige a, f € R ist ein affiner Unterraum von R™.

(iii) AN B ist ein affiner Unterraum von R™.

Beweis. Aussage (i): Wir zeigen zunichst (a) = (c). Es sei zunidchst A = B. Nach Aussage (i) gilt
U=A-A=A-Bundandererseits V = B— B = A — B, also U = V. Die Folgerung 0 € A — B ist klar.

Wir zeigen nun (c) = (a). Es seien dazu U = V und 0 € A — B. Aus letzerer Beziehung folgt, dass es
u € Uundov € V gibt, sodass u + xg = v + yp gilt. Es sei nun x; = u; + x¢ irgendein Punkt in A mit
irgendeinem u; € U. Dannist x; =u; —u+u+xo=wy—u+0v+y,.Dauyy—u+0v e U =V gilt, liegt
x1 € B, also A C B. Analog zeigt man B C A.

Die Aquivalenz (c) & (d) ist klar. Wir zeigen nun noch (b) & (d). Dazu sei U = V. Wir miissen
uberprifen, dass die Bedingungen xy — yo € U und A N B # 0 dquivalent sind. Es sei zunichst
X0 — Yo € U, also xo = u + yp fiir ein u € U. Damit ist xo = 0 + xo € A und ebenfalls xo = u + yy € B,
also liegt xo € AN B. Umgekehrt gebe es ein x € AN B, also gilt x = u + xp = v + Yy mit irgendwelchen
u,0 € U.Dannistxy — yo=u—-v € U.

Aussage (ii): Fur a, f € R besteht @ A + B aus Elementen der Form x = a (u + x0) + f (v + yo) mit
irgendwelchenu € Uundv € V.Daau € U und fov € V gilt und U + V ein Unterraum von R" ist, ist
gezeigt, dass @ A + 8 B ein affiner Unterraum ist.

Aussage (iii): Im Fall AN B = 0 ist nichts zu zeigen. Es sei also x € A N B. Wir konnen also gemaf
Aussage (i) (b) A=U + x und B =V + x darstellen. Folglich gilt ANB=(UNV)+x,unddaUNV
ein Unterraum von R” ist, ist A N B ein affiner Unterraum. O

Definition 15.9 (Affine Hiille). Es sei M € R™. Der Durchschnitt aller affinen Unterrdume von R", die
M enthalten, also

aff (M) = ﬂ{A CR” |A ist affiner Unterraum von R" und M C A}, (15.10)
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heift die affine Hiille von M. aff (M) ist also der kleinste affine Unterraum, der M enthdlt.

Beachte: Es gilt M C aff (M), daher der Name affine Hiille.
S——— —

,,Hiille“ affin

Definition 15.10 (Dimension einer Menge). Es sei M C R"™. Die Dimension von M ist dimM :=
dim aff (M).

Quizfrage: Ist diese Definition konsistent mit den bereits bekannten Definitionen der Dimension von
Unterraumen von R™ und von affinen Unterrdumen von R"?

Analog zu Lemma 13.5 und Lemma 13.7 gilt:

Lemma 15.11 (Charakterisierung affiner Unterrdume und der affinen Hiille).
Es sei M C R" eine beliebige Menge.

(i) Eine Menge M C R" ist genau dann ein affiner Unterraum, wenn sie alle Affinkombinationen ihrer
Elemente enthdlt.

(ii) aff(M) ist gleich der Menge aller Affinkombinationen von M.

(iii) Es gilt M C conv(M) C aff(M).
Beachte: A ist affiner Unterraum & A = aff (A).

Beweis. Aussage (i): ,=“: Es sei M ein affiner Unterraum von R”. Fir m € Nund xy,...,x, € M
sowie @y, ..., &y, € Rmit )7 o; = 1ist zu zeigen: x = ),1%, a; x; € M.

Induktion nach m: Fiir m = 1, 2 ist die Behauptung erfiillt. Es sei bereits gezeigt, dass M alle Affinkom-
binationen von hochstens m Elementen enthalt.

Schluss auf m +1 fiir m > 2: Es seien a; € R, X" oy = 1und x = X" a; x;. O.B.d. A. gilt oty # 1.
(Es konnen nur dann alle Koeffizienten «; = 1 sein, wenn m = 0 ist. Ansenstenistx—=—c7rrundnichts

m

zurzetgerr) Setze f; = 1_;’—’“ fari=1,...,m.Dannist )2, f; = 1. Der Vektor y = }\", B x; gehort zu
M, also auch x = (1 — @ms1) Y + A1 Xme1-

»<": Es seien x, x, € M. Nach Voraussetzung enthélt M alle Affinkombinationen a x; + (1— @) x5, d. h.,
M ist affiner Unterraum.

Aussage (ii): Es sei A die Menge aller Affinkombinationen von M. Natiirlich gilt dann M C A. Im Fall
M = 0 ist nichts zu zeigen, weil dann auch A = ) ist. Wir gehen also jetzt von M # 0 aus.
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Laff (M) € A": Wir zeigen: A ist ein affiner Unterraum. Damit kommt diese Menge im Durchschnitt
(15.10) vor, also gilt aff (M) C A.

Es seien x, y € A, also gibt es Zahlen m,f € Nund i, ..., S, € Rsowie y,...,yp € Rmit 372, fi =1
und Z§=1 yj =1, sodassx = 2,72, fixjund y = Z§=1 Y ¥j gelten mit irgendwelchen xy, .. ., x,,, € M und
Yi5---» Yr € M. Es sei a € R. Dann gilt

m ¢
ax+(1—a)y=aZﬁixi"‘(l_a)Z)’j}U’
i=1 J=1

d.h., ax + (1 - a) y ist Linearkombination der {x;}", U {y; 521. Die Koeffizienten ergeben in der
Summe 1. Damit ist e x + (1 — ) y € A, also A ist affiner Unterraum.

Laff (M) 2 A" Es sei x € A, also eine Affinkombination von M. Wegen M C aff(M) ist x auch eine
Affinkombination von aff (M). aff (M) ist ein affiner Unterraum, stimmt also nach Aussage (i) mit der
Menge seiner Affinkombinationen tiberein. Also ist x € aff(M).

Aussage (iii): Nach Lemma 13.7 gilt M € conv(M), und conv(M) sind gerade die Konvexkombinationen
von M. Da jede Konvexkombination auch eine Affinkombination ist, gilt weiter conv(M) C aff(M). O

Quizfrage: Welche Beziehung besteht zwischen aff (M; + M) und aff (M;) + aff (M) fur beliebige
Mengen M;, M, € R"?

Satz 15.12. Essei M C R" eine beliebige Menge der Dimension k. Dann existieren k +1 affin unabhdngige
Punkte xy, . . ., xx € M, die eine affine Basis von aft (M) bilden.

Beweis. Die affine Hiille aff (M) besteht aus den Affinkombinationen von M (Lemma 15.11). Da die
Dimension einer Menge von Affinkombinationen gleich der maximalen Anzahl affin unabhéangiger
Punkte ist, folgt die Behauptung. O

§ 15.3 ToPOLOGISCHE EIGENSCHAFTEN KONVEXER MENGEN

Wir geben jetzt einen wichtigen Satz der Konvexgeometrie an, der die Arbeit mit konvexen Hiillen
erheblich vereinfacht:

Satz 15.13 (Carathéodory). Es sei M C R”" eine beliebige Menge der Dimension k und x € conv(M) eine
Konvexkombination von Punkten xq, ..., xyn € M mitm > 0. Dann ist x bereits eine Konvexkombination
von hochstens k + 1 dieser Punkte.

Beachte: Dass jedes x € conv(M) eine Konvexkombination von Punkten xo, ..., %, € M mitm > 0
ist, ist durch Lemma 13.7 gesichert. Der Satz besagt, dass bereits eine Teilmenge von (hochstens) k + 1
dieser Punkte ausreicht, aus denen man x konvexkombinieren kann. Die Auswahl dieser Punkte héngt

12 https://tinyurl.com/scoop-gdo 2022-02-20


https://tinyurl.com/scoop-gdo

@®O®® Grundlagen der Optimierung

Abbildung 15.3: llustration des Satzes von Carathéodory 15.13 fiir eine Menge der Dimension k = 2.
Die schwarzen Punkte bilden die Menge M. Der rote Punkt x € conv(M) ist bereits
eine Konvexkombination der drei hervorgehobenen Punkte.

von x ab. Im Einzelfall kénnen auch weniger als k + 1 Punkte ausreichen. Das ist z. B. dann der Fall,
wenn x € M ist.

Beweis. Der Beweis findet sich als Ubungsaufgabe 3 auf Ubungsblatt 10. ]

Eine konvexe Menge C C R", deren Dimension dim C < n ist, besitzt keine inneren Punkte in R". Das
andert sich, wenn man zur Relativtopologie in aff(C) tibergeht. Dies fithrt zu folgenden Begriffen:

Definition 15.14 (Relatives Inneres). Es sei C C R” eine konvexe Menge.

(i) Ein Punkt x € C heifSt ein relativ innerer Punkt von C, wenn es ein ¢ > 0 gibt, sodass B,(x) N
aff (C) C C liegt. Die Menge aller relativ inneren Punkte von C heifit das relative Innere (englisch:
relative interior) und wird mit rel int(C) bezeichnet.

(ii) Ein Punktx € R™ heifit ein relativer Randpunkt von C, wenn x € C \ rel int(C) liegt. Die Menge

aller relativen Randpunkte von C heifst der relative Rand (englisch: relative boundary) und wird
mit rel d(C) bezeichnet.

Quizfrage: Was ist rel int(C), wenn die konvexe Menge C C R”" die volle Dimension n hat?
Quizfrage: Was ist rel int(A) fiir einen affinen Unterraum A C R"?
Quizfrage: Wenn C; C C, ist, gilt dann auch immer relint(C;) C relint(C,)?

Quizfrage: Wodurch ist das relative Innere des Epigraphen epi f einer konvexen Funktion f: R" —
R U {0} charakterisiert?

Quizfrage: Warum benétigen wir keinen Begriff des relativen Abschlusses?

Satz 15.15 (vgl. Jarre, Stoer, 2004, Satz 7.2.5). Jede nichtleere konvexe Menge C C R”" besitzt ein nichtleeres
relatives Inneres. Es gilt: dim rel int(C) = dim C.
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- aff(C)

’

L el int(C)

B.(x)

Abbildung 15.4: lllustration einer 1-dimensionalen konvexen Menge C = conv({xy, x1}) = {axo + (1 -
a) x; |« € [0,1]} und ihres relativen Inneren rel int(C) = {axo+ (1—a) x; |a € (0,1)}
in R%. Insbesondere der Punkt x ist ein relativ innerer Punkt.

Beweis. Es sei k := dim C. Da C nichtleer ist, gilt, k > 0. Es gibt also nach Satz 15.12 affin unabhéngige
Punkte xy, ..., x; € C. Nach Lemma 15.7 lasst sich jeder Punkt x € aff (C) eindeutig als Affinkombina-
tion x = Y%, a; x; schreiben, wobei sich die Koeffizienten aus der eindeutigen Lésung des linearen
Gleichungssystems (15.9) ergeben:

B'Ba = B'b.

Wir zeigen jetzt, dass der Mittelpunkt der Punkte {xy, ..., xx}

L&
T=— > x
k+1; !

ein relativ innerer Punkt von C ist. Dazu konstruieren wir eine abgeschlossene Kugel
Bl'=(%) = {x e R"| lx - Xlloo < ¢}

mit der Eigenschaft Bll'”“ (x) Naff(C) € conv({xy,...,xx}) € conv(C) = C. (Quizfrage: Warum gilt
die letzte Inklusion?)

Wir setzen dazu ¢ = 1/((k +1)||(B"B) 'B||« ). Dabei ist ||-|| die durch die co-Norm im Definitions-
und Bildbereich induzierte Matrixnorm, also3

l|A x|
[|Alleo = 2 = max [|A x]|co- (15.11)
x#0 |xlo lixllo=1

Es sei nun x € B!”"" (x) N aff (C). Wir bezeichnen mit « die Koeffizienten in der Affinkombination
x= Zf:o a; x;. Weiterhin sind @ die Koeffizienten von X, also o = ﬁl. Um zu zeigen, dass tatsachlich

x € conv({xy, ..., xx}) liegt, miissen wir fiir die Koeffizienten zeigen: a > 0. Es gilt

lle = @loo = [|B"B) B[ (1) = ()]s < BB BTlol| (1) = ()]s

1
= |(B'B) B[l llx = Xl < [[(B"B) B[l £ = k+1

3Diese ist auch als Zeilensummennorm bekannt, da fiir A € R™" die Beziehung

n
Al = max{ Y faij| |1 =1.....m]
J=1

gilt.
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Daraus folgt wie gewiinscht & > 0 mit Hilfe der Dreiecksungleichung.

Wir zeigen jetzt noch, dass die Dimension von rel int(C) ebenfalls gleich k ist. Dazu geben wir k+1 affin
unabhingige Punkte in rel int(C) an. Damit ist dim rel int(C) > k, und da aulerdem relint(C) C C die
Beziehung dimrelint(C) < dim C = k impliziert, ist dann die Behauptung gezeigt. Zur Konstruktion
der Punkte machen wir den Ansatz

% = fx+(1-f)x;

und wihlen f € (0,1) so klein, dass ||x; — X||cc < € bleibt fiir alle i = 0,...,k. Damit liegen alle
X; € Bﬂ'”"" (x) und auBerdem in aff (C) (Quizfrage: Begriindung?).

Um die affine Unabhéngigkeit der Punkte {xy, . .., Xk} zu zeigen, machen wir den Ansatz

M»
M»

vi(x+(1-p)xi - px - (1-p)xo)

i=1 i=1

k
= (1= B) > vilxi = xo).
i=1

Da die Punkte {xy, ..., xx} aber affin unabhangig sind, folgt y; = 0 fur alle i = 1,. .., k. Also sind auch
die Punkte {Xy, ..., Xx} affin unabhéngig. O

Lemma 15.16 (Accessibility lemma, vgl. Jarre, Stoer, 2004, Lemma 7.2.6).

Es seien C C R™ konvex, x; € C und x; € relint(C). Dann gilt a x; + (1 — @) x, € relint(C) fiir alle
a € [0,1), d. h., die gesamte Verbindungsstrecke (evtl. mit Ausnahme von x; selbst) gehért zum relativen
Inneren von C.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung x; € C gilt x; € C + B,(0) fir alle e > 0. Wegen x; € relint(C)
gibt es ein r > 0, sodass B,.(x2) Naff (C) C C liegt.

Es sei nun a € [0,1) beliebig und x := a x; + (1 — @) x,. Wir zeigen: Mit r(a) = 1
aff(C) C C, d.h,, x € relint(C). Dazu halten wir zunachst fest:

o T gilt B, (x) N
B, (4 (x) = B, g (@ x1+ (1~ @) x2)
=axi+(1-a)x; + B, (0)
C a(C+B, ) (0)) + (1- @) x + B, (0)
=aC+(1-a)x;+(1+a)B,,(0)
=aC+(1—-a) [Xz +Br(0)]
=aC+ (1-a)B,(x3).

Durch den Schnitt mit aff (C) folgt

)(x) Naff(C) C [aC+ (1-a)B, (Xz)] N aff (C).

r(a
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Wegen aff (C) = a aff (C) + (1 — ) aff (C) (Quizfrage: Begrindung?) gilt weiter

B, (o () Naff(C) ¢ a[CNaff(C)] + (1-a)[B,(x2) Naff(C)] € C.

——— —— —_—
cC cC
Die letzte Inklusion folgt aus der Konvexitat von C. O

Wir geben noch eine niitzliche Charakterisierung des relativen Inneren einer konvexen Menge an, die
es uns erlaubt, mit einzelnen Richtungen zu argumentieren statt gleichzeitig mit allen Richtungen in
einer Kugel:

Lemma 15.17 (Charakterisierung des relativen Inneren). Es sei C C R" konvex und nichtleer. Fiir einen
Punkt x € R" sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) x € relint(C).
(ii) Zu jedem y € aff (C) existiert ein e > 0, sodassx +¢(y —x) € Cundx — e (y — x) € C liegen.

(iii) Zu jedem y € C existiert eine > 0, sodass x + € (y —x) € Cundx — ¢ (y — x) € C liegen.
Quizfrage: Was bedeutet die Bedingung aus Aussage (iii) anschaulich?

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es seix € relint(C) und y € aff(C). Wir kénnen y # x annehmen,
sonst ist die Aussage klar. Wegen x € relint(C) gibt es ein & > 0, sodass B.(x) N aff(C) C C. Fir
€ = &/||y — x|| sind dann

x+e(y—x) €B;(x)Naff(C) CC und x-e(y—x) € B;(x) Naff(C) CC.

— —
=ey+(1-¢)xeaff (C) =—ey+(1+¢) x€aff (C)

Aussage (ii) = Aussage (iii): Klar, da C C aff(C) ist.

Aussage (iii) = Aussage (i): Nach Satz 15.15 konnen wir ein y € rel int(C) wihlen, insbesondere gilt
y € C. Nach Voraussetzung existiert ¢ > 0, sodass z := x — € (y — x) € C liegt. Das heifit aber auch

€
X=—2z+—1,
1+¢ 1+¢

d.h., x ist eine echte Konvexkombination von z € C und y € relint(C). Nach dem Accessibility
lemma 15.16 gehort also x zu rel int(C). |

Lemma 15.18 (Relatives Inneres des Epigraphen, vgl. Rockafellar, 1970, Lemma 7.3). Es sei f: R" —
R U {co} konvex. Dann gilt

relintepi f = {(x,y) €e R" xR |x € relintdom f, y > f(x)}. (15.12)
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Abbildung 15.5: Illustration der Inklusion B, @ (x) € aC+ (1— a)B,(x2) aus dem Beweis von Lem-
ma 15.16 fiir a € {0,0.25, 0.5, 0.75, 1}.

Beweis. O

Lemma 15.19 (Rockafellar, 1970, Theorem 6.2). Ist C € R” konve_x, dann sind das relative Innere
rel int(C) und der Abschluss C konvex. Die Mengen C, rel int(C) und C haben alle dieselbe affine Hiille,
also auch dieselbe Dimension.

Beweis. Es sei C C R" konvex. Wir zeigen zuerst, dass rel int(C) konvex ist. Es seien dazu x1, x; €
relint(C) und « € [0,1]. Dann gehort nach Lemma 15.16 auch die Konvexkombination a x; + (1 — ) x;
zu rel int(C), also ist rel int(C) konvex.

Der Abschluss von C erfiillt die Beziehung
C= ﬂ{C+B£(0) |e> o0}

Die Mengen, iiber die der Durchschnitt gebildet wird, sind nach Beispiel 13.2 und Satz 13.3 konvex,
also ist auch C konvex.
Wir zeigen jetzt noch aff relint(C) = aff C = aff C. Aufgrund von relint(C) C C C C folgt

aff relint(C) C aff C C aff C.

Wegen C C aff (C) gilt auch aff C C aff aff (C) = aff (C). Also bleibt noch aff rel int(C) = aff C zu zeigen.
Wir wissen aber bereits aus Satz 15.15, dass dimrel int(C) = dim C gilt, also muss aff rel int(C) = aff C
sein. m|
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Satz 15.20 (Rockafellar, 1970, Theorem 6.3).
Es sei C C R" konvex. Dann gelten:

(i) relint(C) = C, d. h., rel int(C) and C haben denselben Abschluss.
(ii) relint(C) = relint(C), d. h., C und C haben dasselbe relative Innere.

(iii) rel 9(C) = reld(C), d. h., C und C haben denselben relativen Rand.

Beweis. Wir konnen C # () annehmen, ansonsten sind alle Mengen leer.

Aussage (i): Die Inklusion relint(C) € C folgt unmittelbar aus relint(C) C C. Fiir die umgekehrte
Aussage sei nun x; € C und x; € relint(C). Dann ist nach Lemma 15.16 & x; + (1 — @) x3 € relint(C).
Der Grenziibergang o 1 zeigt x; € relint(C).

Aussage (ii): Aus C C C und der Tatsache, dass beide Mengen dieselbe affine Hiille haben (Lemma 15.19)
folgt relint(C) C relint(C). Fiir die umgekehrte Aussage sei nun x € relint(C), also existiert ¢ > 0
mit B, (x) N aff(C) C C. Es sei auerdem y € rel int(C) (Satz 15.15). Ist y = x, so sind wir fertig. Es sei
also jetzt y # x. Ziel ist die Konstruktion eines Punktes z € C, sodass x als echte Konvexkombination
von y € relint(C) und z € C geschrieben werden kann. Denn dann folgt aus Lemma 15.16, dass
x € relint(C) liegt.

Wir definieren

£

z=x+0(x - mit § = .
(=) =3l

Dannist ||z — x|| = 6 [|x — y|| = ¢, also gilt z € B.(x). Wegen B.(x) C (Quizfrage: Begriindung?)
folgt auch z € C. Wir kénnen nun x schreiben als echte Konvexkombination

1 1
x= 133 z+ (1 - m) y
mit z € C und y € relint(C). Nach Lemma 15.16 gilt x € relint(C), was zu zeigen war.
Aussage (iii): Nach Definition des relativen Randes gilt
rel 9(C) = C \ rel int(C)

und weiter
rel 9(C) = C \ rel int(C) = C \ rel int(C),

wobei die letzte Gleichheit aus Aussage (i) folgt. O

Folgerung 15.21 (Gleichheit der Abschliisse und der relativen Inneren konvexer Mengen).
Es sei C1,C; € R" konvex. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) G =G
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(ii) relint(Cy) = relint(Cy).

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Aus C; = C;, folgt rel int(C;) = rel int(C;). Satz 15.20 (ii) impliziert
relint(Cy) = relint(Cy).

Aussage (ii) = Aussage (i): Aus relint(C;) = relint(C,) folgt relint(Cy) = relint(Cy). Satz 15.20 (i)
impliziert C; = C,. |

Definition 15.22 (Algebraisches Inneres). Es sei M C R". Ein Punkt x, € M heif3t ein algebraisch

innerer Punkt von M, wenn gilt: Fiir jedes d € R" existiert ein ¢4 > 0, sodass
{xo+td|0<t<e}CM

liegt. Die Menge aller algebraisch inneren Punkte von M heifSt das algebraische Innere (englisch: alge-

braic interior oder englisch: core) von M, kurz: core M.

Es ist leicht zu sehen, dass int M C core M gilt. Die Umkehrung ist jedoch i. A. falsch. Es gilt aber:

Lemma 15.23 (Algebraisches Inneres konvexer Mengen). Es sei C C R" konvex. Dann gilt intC =
coreC.

Beweis. Esistnur core C C int C zu zeigen. Im Fall core C = 0 ist nichts zu zeigen. Es sei also x € core C.
Dannist dim C = nund damit aff C = R". (Quizfrage: Begriindung?) Nach Definition des algebraischen
Inneren ist die Bedingung aus Lemma 15.17 (ii) erfullt. Damit gehort xy zu relint C = int C. O

Ende der Woche 10

§ 15.4 TRENNUNGSSATZE

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 2.1.4

Ziel: Trennung konvexer Mengen durch eine Hyperebene, sodass jede der Mengen in einem anderen
Halbraum liegt

Definition 15.24 (Trennende Hyperebene). Es seien A, B € R” zwei nichtleere Mengen und H(a, f) =
{x € R"| a'x = B} eine Hyperebene.

(i) Wir sagen, H(a, f) sei eine trennende Hyperebene (englisch: separating hyperplane) fiir die
Mengen A und B, falls eine der Mengen in H™ (a, §) und die andere in H* (a, §) enthalten ist, wenn
also gilt

ad'x<f<ay firallex € Aundalley € B. (15.13)
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Abbildung 15.6: Zwei disjunkte konvexe Mengen (links) sind durch eine Hyperebene trennbar. Ist eine
der Mengen nichtkonvex, stimmt diese Aussage nicht mehr (rechts).

(ii) Wir sagen, die Hyperebene H(a, f) sei eine eigentlich trennende Hyperebene (englisch: properly
separating hyperplane) fiir die Mengen A und B, falls H(a, ) die Mengen A und B trennt, aber
nicht beide Mengen A und B enthdlt, wenn also gilt:

ax<pf<ay firalexecAundalleyecB (15.142)
und

a'x<ad?y fireinxe€ Aundeiny € B. (15.14b)

(iii) Wir sagen, die Hyperebene H(a, f) sei eine strikt trennende Hyperebene (englisch: strictly sepa-
rating hyperplane) fiir die Mengen A und B, falls genau eine der Mengen im offenen Halbraum
int H™ (a, §) und die andere in int H*(a, f§) enthalten ist, wenn also gilt

ax<pB<ay firallex € Aundalley € B. (15.15)

Beachte: Der ,Offset” f ist nicht die entscheidende Grof3e in der Definition 15.24. Gilt beispielsweise
a'x < a'y fur alle x € Aund alle y € B, dann lésst sich f§ in (15.13) immer nachtréglich passend
definieren.

Quizfrage: Wie kann man in den einzelnen Fillen der Definition 15.24 das f jeweils passend definie-
ren?

Wir beginnen mit einer Aussage zur Trennung eines Punktes und einer konvexen Menge.

Lemma 15.25 (Trennung von Punkt und konvexer Menge).
Es sei C € R" konvex und nichtleer und x € R" ein Punkt, sodass x ¢ int(C). Dann existiert eine
Hyperebene H(a, 5), die x von C trennt, also

a'x>f>ax firallex€C. (15.16)

Beweis. Wir wihlen eine Folge (x¥ ) mit der Eigenschaft x®) ¢ Cund x¥ — X gilt. Quizfrage:
Wieso ist das moglich? Die Menge C ist nichtleer, abgeschlossen und konvex. Nach Lemma 15.2
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existiert die orthogonale Projektion x*) := projE(x(k)), und nach Satz 15.3 ist diese charakterisiert

durch

(xR — x> (xF) = xF)T2®)  fir alle k € N und alle x € C
G )T ) )

— ||5C‘(k) — xR ”2 + (f(k) _ x(k))Tx(k)

> (X0 — xRy (k) (15.17)
Wir setzen
L) 7K _ ()
ECEFCI

Beachte: Der Nenner ist # 0, da x*) € C und x® ¢ C.

Damit erhalten wir aus (15.17)
a(k)Tx > a(k)Tx(k) fiir alle k € N und alle x € C,

d. h., mit dem Normalenvektor a’¥) kénnen wir jeweils den Punkt x*) von C trennen. Wegen ||a® || = 1
und der Kompaktheit der Einheitssphire in R" existiert eine konvergente Teilfolge a'* ) = q mit
lla]l = 1, und der Grenzibergang £ — oo zeigt die Behauptung

ax>ax firallexeC. O

Abbildung 15.7: lllustration von Lemma 15.25 in zwei Fallen.

Satz 15.26 (Trennungssatz).
Es seien Cy, C; € R" konvex und nichtleer sowie C; N C, = (0. Dann existiert eine Hyperebene H(a, ), die
Ci und C, trennt, also

a'x; <P <ax, fiirallex; €Cy undallex, € C,. (15.18)

Beweis. Wir betrachten
C=C-Ci={x;—x1|x1 € C, x2 € Cp},
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also die Minkowski-Summe von C, und —C;. Nach Satz 13.3 ist C konvex, und wegen C; N C; = 0 gilt
0 ¢ C, also erst recht 0 ¢ int(C). Aus Lemma 15.25 bekommen wir die Existenz einer Hyperebene
H(a, B), sodass 0 < a'x gilt fur alle x € C. Das heift aber

a'x; < a'x, firalle x; € C; und alle x, € C,.

\

Abbildung 15.8: Illustration der Aussagen von Satz 15.26 (Trennung disjunkter konvexer Mengen),
Satz 15.30 (eigentliche Trennung) und Satz 15.32 (strikte Trennung).

Fiir den folgenden, sogenannten eigentlichen Trennungssatz 15.30 benétigen wir zwei vorbereitende
Lemmas.

Lemma 15.27 (Abschluss und relatives Inneres unter linearen Transformationen, vgl. Rockafellar,
1970, Theorem 6.6).
Es sei C C R" konvex und A € R™". Dann ist AC C R™ konvex, und es gilt:

(i) AC C AC.
(ii) Arelint(C) = relint(AC).

Beweis. Im Fall C = 0 ist nichts zu zeigen. Wir gehen also ab jetzt von C # 0 aus. Die Konvexitat von
AC ist offensichtlich.

Aussage (i): Es sei X € C, dann existiert eine Folge ()ik) ) C C mit der Eigenschaft x*) — X. Das
impliziert Ax®) € AC und Ax®¥ — AX, also gilt Ax € AC.

Aussage (ii): Es gilt

Arelint(C) € AC C AC = Arelint(C) nach Satz 15.20
C Arelint(C) nach Aussage (i).

Die Bildung des Abschlusses in allen Termen dieser Ungleichung zeigt AC = Arel int(C). Aus Folge-
rung 15.21 folgt damit:

relint(AC) = relint(Arelint(C)) C Arelint(C).
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Um die umgekehrte Ungleichung zu zeigen, sei z € Arelint(C), d.h., z = Az’ fiir ein z’ € relint(C).
Weiter sei x irgendein Element von AC, d. h., x = Ax’ fir ein x” € C. Aus Lemma 15.17 (i) = (iii) folgt,
dass y’ := z’ £ ¢ (x’ — 2’) fiir ein geeignetes ¢ > 0 in C liegt, also

y=Ay =zxe(x—2z) € AC.

Das heifit aber, dass die Voraussetzung aus Lemma 15.17 (iii) fiir die Menge AC erfiillt ist, also gehort z
zu rel int(AC), was Arelint(C) C relint(AC) zeigt. m]

Beachte: Die Aussage (i) verwendet nur die Stetigkeit linearer Abbildungen und gilt auch fiir nicht-
konvexe Mengen.

Folgerung 15.28 (Relatives Inneres der Minskowski-Summe, vgl. Jarre, Stoer, 2004, Satz 7.2.8). Es
seien Cy, C, € R" konvex. Dann gilt

relint(Cy) + relint(C,) = relint(C; + Cy). (15.19)

Beweis. Setze C := C; xCy CR"XR"® 2 R und A = [Id Id], sodass also A( P ) = x1 + x; gilt. Dann
ist C nach Satz 13.3 konvex, und aus Lemma 15.27 folgt

relint(Cy) + relint(C,) = Arelint(C) = relint(AC) = rel int(C; + Cy). m|

Lemma 15.29 (Eigentliche Trennung von Punkt und konvexer Menge). Es sei C € R" konvex und
nichtleer. Falls 0 ¢ relint(C) liegt, dann lassen sich 0 und C durch eine Hyperebene H(a, ) eigentlich
trennen.

Beweis. Im Fall 0 ¢ C, wihlen wir a := proj=(0). Dann ist a # 0. Der Projektionssatz 15.3 impliziert
(a-0)"(x—a) >0 fiirallex€C,

also gilt a'x > ||al|> > 0 = a0 fiir alle x € C. Dies zeigt die eigentliche (und sogar die starke) Trennung
von 0 und C in diesem Fall.

Andernfalls gilt 0 € C \ relint(C) = rel 9(C). Wegen 0 € C C aff(C) ist U := aff(C) ein Unterraum
von R”. Da 0 ein relativer Randpunkt von C ist, schneidet jede Kugel B, (0) sowohl U als auch C als
auch das Komplement R” \ C. Durch Setzen von ¢ := 1/k kénnen wir also eine Folge (x®) c U
konstruieren mit der Eigenschaft x(*) ¢ C und x*) — 0. Wir setzen

xR = projE(x(k)).

Diese Folge erfiillt x*) # x®) und x*) — 0, und der Projektionssatz 15.3 impliziert

(0 —xNT(x =Ky > 0 fiiralle x € C. (15.20)
Wir setzen ~(k k
g0 o X=X
T xR — x|
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und schreiben (15.20) als
(@")x > (a™)'xF  fiir alle x € C. (15.21)

Wegen ||a®|| = 1 gibt es eine konvergente Teilfolge a® ) 5 g mit |la|| =1 und insbesondere a # 0.
Weiter gehort wegen x®) € U und x*®) € C C U auch a'® zu U, und damit gilt auch a € U. Der
Grenzitbergang auf der Teilfolge in (15.21) zeigt schliellich

adx>ada0=0 furallexeC

Es bleibt zu zeigen, dass es ein X € C gibt, sodass a'x > 0 gilt. Nehmen wir an, dies sei nicht der Fall,
d.h., es gelte a'x = 0 fir alle x € C. Weil a € U = aff (C) liegt, gibt es Punkte x; € C und Koeffzienten

a;, sodass
m
a= E aj Xi

i=0

gilt sowie )72 @; = 1. Das impliziert aber

m m
lall* = a” Z a; X; = Z aja’x; =0,
i=0 =0

=0

im Widerspruch zu ||a|| = 1. Folglich muss es ein X € C geben, sodass a'x > 0 gilt. O

Satz 15.30 (Eigentlicher Trennungssatz, vgl. Jarre, Stoer, 2004, Satz 7.2.8).
Es seien Cy,C, € R" konvex und nichtleer. Genau dann lassen sich C; und C, durch eine Hyperebene
H(a, p) eigentlich trennen, wenn relint(C;) N relint(Cy) = 0 gilt.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass C; und C, durch H(a, ) eigentlich getrennt werden. Es gilt
alsoa'x < f < a"y fiir alle x € C; und alle y € C;, und es gibt x € C; und y € Gy, fiir die a'x < @'y
gilt. Wir zeigen nun:

a'x <a'y fiiralle x € relint(C;) und alle y € relint(C,), (15.22)

woraus dann relint(Cy) N relint(Cy) = 0 folgt. Nehmen wir an, dass (15.22) unwahr ist, dann gibt
es ein x € relint(C;) und ein y € relint(C;) mit a'x = a'y. Fir hinreichend kleines ¢ > 0 sind
Xx=x—¢(x—x)€Cundy = y—e(y—y) € Cy. Dann ist aber

dx-y) =dx-ex-x)—y+e(y-y)=¢ca (y-%x) >0
im Widerspruch zu a'x < a"y fir alle x € C; und alle y € C,.
Umgekehrt nehmen wir nun an, dass rel int(C;) N relint(C;) = 0 gilt. Insbesondere ist dann
0 ¢ relint(Cy) — relint(Cy) = relint(C; — Cy),

wobei die Gleichheit der Mengen wie in Folgerung 15.28 folgt. Nach Lemma 15.29 kdnnen also 0 und
C = C; — C; eigentlich getrennt werden. Das heif3t, es gibt ein a € R", a # 0, sodass a'x < 0 gilt fiir
alle x € C, und es existiert ein x € C mit a"x < 0. Das bedeutet aber a"x; < a'x; fiir alle x; € C; und
alle x, € C;, und fur gewisse x; € C; und X, € C, gilt a'x; < a'x;. O
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Wir bereiten nun den strikten Trennungssatz vor.

Lemma 15.31 (Abgeschlossenheit der Minkowskisumme).
Es seien M;, M; € R", M; abgeschlossen und M, kompakt. Dann ist die Minkowski-Summe M; + M,
abgeschlossen.

Beachte: Die Konvexitit der beiden Mengen spielt hier keine Rolle.

Beweis. Wir setzen M = M;+ M;. Falls M; oder M, die leere Menge ist, dann ist M = 0 und die Aussage
klar. Es sei nun also M, M, # 0 und damit M # 0. Weiter sei (z(¥)) C M eine konvergente Folge mit
Grenzwert z. Es existieren also Folgen (x(*)) € M; und (y®) C M, mit z(0) = x(®) 4 (®),

M, ist beschrankt = ( y(k)) ist beschrinkt =  (x®) ist beschrinkt.

Es existieren also konvergente Teilfolgen x5 x und y(km) — ¥, sodass auch Z(K) = (k) 4
y(k(f)) — x+ y fur £ — oco. M; und M, sind abgeschlossen, also liegt x+ y € M;+ M, = M. Andererseits
konvergiert 2 auch gegen z, also gilt z = x + y € M, d.h., M ist abgeschlossen. O

Satz 15.32 (Strikter Trennungssatz, vgl. Geiger, Kanzow, 2002, Satz 2.24, S.36).
Es seien Cy, C; € R™ konvex und nichtleer sowie C; N C, = (). Weiter sei C; abgeschlossen und C, kompakt.
Dann existiert eine Hyperebene H(a, ), die C; und C; strikt trennt, also

a'xy < f<ax; firallex, € C, und allex; € C,. (15.23)

Beweis. Wir betrachten die Optimierungsaufgabe
Minimiere ||x; — x2||, (x1,x2) € C; X Cs. (15.24)

Eine Losung (xj, x;) dieser Aufgabe, sofern existent, realisiert den Abstand zwischen C; und C,, also
inf{[|x; — x|l | x1 € Gy, x2 € G}

Um die Existenz einer Losung zu zeigen, halten wir fest, dass die Menge C = C; — C, nichtleer
sowie nach Satz 13.3 konvex und nach Lemma 15.31 abgeschlossen ist. (15.24) ist also gleichzeitig eine
Projektionsaufgabe (15.1), und zwar projizieren wir den Vektor 0 € R" auf C. Es seinun (x7, x;) € C1XC;
die nach Lemma 15.2 eindeutige Losung von (15.24). Wir konstruieren daraus nun die Daten (a, ) der
Hyperebene und setzen dazu

* * * *
Xy — X X +x e
a:.= 2 # 0, x.:—2 . Pp=ax

Wir zeigen nun, dass

x; = proje, (%),  x; = proje, (X). (15.25)
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gilt. Dazu seien x; € C; und x; € C; beliebig, dann gilt

lxf =X+ lIx = x| = ||x] =X+ (X —x;)|, dennx] —X=X-x,
= llx; — x|
< lx1 = x2]l, denn (x7, x;) ist optimal fiir (15.24)

< |lx; = x|| + ||x — x2]] wegen der Dreiecksungleichung.
Setzen wir speziell x; = xJ ein, so folgt

lxf =X]| < |lx1 —X]| fur alle x; € C.
Setzen wir dagegen x; = x}, so folgt

lx; = X|| < |lx2 —X]|| furalle x; € C,.
Dies bestatigt (15.25). Aus dem Projektionssatz 15.3 folgt daher

—a"(x;—xf) = (xf = %) (31— x}) >0 fiir alle x; € C;.
Dies impliziert
axy<adx=ax+a(xj-%)=p-lal* <p firallex €C.

Analog zeigt man

a'x; > B+ |al|* > B fiiralle x; € Cy. o

Abbildung 15.9: Illustration der Lage der Punkte x;, x; und x im Beweis von Satz 15.32.

Quizfrage: Wie kann man die ,Liicke” inf{a"x; | x, € C,} — sup{a'x; | x; € C;} interpretieren?
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Bemerkung 15.33 (Der strikte Trennungssatz und das Farkas-Lemma). Das Farkas-Lemma 8.6 ist eine
spezielle Version des strikten Trennungssatzes 15.32, und zwar fiir den Fall, dass C; ein abgeschlossener,
konvexer Kegel (siehe Lemma 6.10)

Ci={B'¢[{e€R™ &> 0}

ist und C, die kompakte einpunktige Menge C, = {c}.

§ 16 DAS SUBDIFFERENTIAL UND DIE RICHTUNGSABLEITUNG KONVEXER
FUNKTIONEN

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 6.3, Rockafellar, 1970

Ziel: Verallgemeinerung der Ableitung fiir nicht-glatte konvexe Funktionen

§ 16.1  DAS SUBDIFFERENTIAL

Definition 16.1 (Subdifferential).
Essei f: R™ — R U {oo} eine konvexe Funktion.

(i) Ein Vektor s € R" heifst ein (Euklidischer) Subgradient von f im Punkt xo € R", wenn die
Subgradientenungleichung gilt:

f(x) > f(xo) +s"(x —xp) fiir allex € R™. (16.1)

Man sagt: Die rechte Seite in (16.1) ist eine lineare Minorante (mit Euklidischem Gradienten s),
die f in xq stiitzt, kurz: eine lineare Stiitzfunktion.?

(ii) Die Menge 9f (xo) aller Subgradienten im Punkt x, heifSt das Subdifferential von f in x.

(iii) f heif$t subdifferenzierbar (kurz: subdiffbar) im Punkt x, € R", wenn of (xo) # 0 ist.

Beachte: (16.1) verallgemeinert die Ungleichung (13.14), die fiir konvexe diffbare Funktionen gilt.
Beachte: Wenn 0 € 9f(x) gilt, dann ist x, ein globaler Minimierer von f.

Beachte: Wenn f eigentlich ist, also nicht f = oo, dann gilt 9f (xy) = 0 in allen Punkten xo ¢ dom f.
Quizfrage: Warum?

4Fine andere Anschauung: ( % ) ist Normalenvektor einer Hyperebene durch den Punkt (xg, f(x0))", die den (Epi-)Graphen
in diesem Punkt stiitzt.
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Bemerkung 16.2 (Zum Begriff ,Subgradient®). Die Bezeichnung Subgradient ist eigentlich irrefiihrend,
weil das Subdifferential die Ableitung ersetzt und nicht den Gradienten (der ja nichts anderes als eine
vom verwendeten Innenprodukt abhingige Darstellung der Ableitung ist). Konzeptionell besser wire
es daher, einen Vektor s € R, (Zeilenvektor) eine Subableitung von f im Punkt xo € R" zu nennen,
wenn f(x) > f(xp) + s (x — xo) fiir alle x € R" gilt, und das Subdifferential aus allen Subableitungen
bestehen zu lassen. Leider ist diese Bezeichnungsweise iiberhaupt nicht verbreitet. Wir folgen daher der
allgemein iiblichen Bezeichnung und sprechen von Subgradienten (hier stets im Sinne des Euklidischen

Skalarprodukts).

Quizfrage: Wie wiirde die Definition eines Subgradienten von f im Punkt x, bzgl. des M-Skalarprodukts

aussehen?

~

(a) f(x) = |x|, (b) f(x) = |x| + 5[0,00)» (c) f an der Stelle x, diffbar,
af(0) = [-1,1] 3f (0) = (—o0,1] af (x0) = {Vf(x0)}

Abbildung 16.1: Das Subdifferential df (x() besteht aus den Steigungen aller linearen Minoranten an f
im Punkt x,.

) = lix {r’!

N |
N g
',,// :\/1' 0 \}\\\l‘i,

l/

\ /
\/ N

Abbildung 16.2: Das Subdifferential der 1-Norm ||x||; = |x1| + |x2| (Beispiel 16.3) in zwei Punkten
derselben Levelmenge.

Beispiel 16.3 (Beispiele zum Subdifferential).
Wir betrachten als Beispiel fiir f verschiedene Normen auf R™.
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(i) f(x)=lxllh = X%;lxi|. Dann ists € df (x) genau dann, wenn gilt:

{-1}  fallsx; <0,
si€q[-1L1] fallsx; =0,
{1} falls x; > 0,

firallei=1,...,n.

. w1\ /2 .
(i) () = lixlls = (Siyxil?) . Dann gile

f (x) = {{ﬁ}’ falls x # 0,
(s e B[l <1}, fallsx = o.

(iii) f(x) = ||x|l0 = max;=1,_n|x;|. Dann gilt fiir x # 0

lIslly =1, s; > O fiir diejenigen i mit x; = ||x||,
of (x) =4seR" si < 0 fir diejenigen i mit — x; = || x|,
und s; = 0 fiir diejenigen i mit |x;| < ||x]|co

sowie

of (0) = {s e R"[[Isll: < 1}.

Das folgende Beispiel zeigt, dass das Subdifferential eigentlicher konvexer Funktionen auch in Punkten,
die zu dom f gehdren, leer sein kann.

Beispiel 16.4 (Leeres Subdifferential).
(a) Es sei
—V1-x? firxe[-11],
f(x) =
00 sonst.

Dann ist f eine eigentliche, konvexe, unterhalbstetige Funktion, aber 9f (1) = 9f (1) = 0.

(b) Es sei
1 firx=0,
f(x) ={x firx>o0,
oo fiirx < 0.

Dann ist f eine eigentliche, konvexe (aber nicht unterhalbstetige) Funktion, und es gilt df (0) = 0.

Dieses Beispiel deutet schon darauf hin, dass es die Punkte des relativen Randes von dom f sind, in
denen das Subdifferential leer sein kann. In der Tat gilt folgender Satz:

Satz 16.5 (Wann ist das Subdifferentials leer bzw. nichtleer?).
Essei f: R™ — R U {co} konvex und eigentlich.
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(i) Fiir alle xy ¢ dom f ist f (xg) = 0.

(ii) Fiir alle xy € relint(dom f) ist df (xo) # 0.

Beweis. Aussage (i): Es sei xo ¢ dom f, also f(x) = oo. Die Subgradientenungleichung (16.1), also

f(x) = f(xo) + " (x — x0)
——

=00

kann mit x € dom f fiir kein s € R” erfillt sein.

Aussage (ii): Betrachte den Epigraphen

epif ={(x,y) eR"xR|y = f(x)}.

Nach Satz 13.15 ist epi f € R"” XR konvex. Wir wenden den eigentlichen Trennungssatz 15.30 an, um die
Mengen C; = {(xo, f(x0))} und C; = epi f eigentlich zu trennen. Beachte, dass rel int(C;) Nrelint(C;) =
0 ist, da der Punkt (xo, f(xp)) nicht zu relint(epi f) gehort (Quizfrage: Begriindung?). Es existiert
also eine Hyperebene H(a, f) mit Normalenvektor a = —(s,0) € R" X R, (s,0) # 0, die den Punkt

(0, f(x0)) und epi f eigentlich trennt, also gilt

T T
(;) (;) < (;) (fZCJ(C)o)) fiir alle (x,y) € epif, (16.2)
und es existiert ein Punkt (X,¥) € epi f mit der Eigenschaft
s\' (% s\ x
0
—_| < . 6.
o) 6 <) ) s
Wir zeigen o < 0 und unterscheiden drei Falle:
(i) Ist f(x0) = 0, so folgt aus (16.2) mit der Wahl x = xo und y = 1:
s'xg+ 0 < s'xg +0.
(i) Ist f(xo) > 0, so folgt aus (16.2) mit der Wahl x = xp und y = 2 f(xy):
s'x0+20 f(x0) < s'x+0 f(x0).
(iii) Ist f(x0) < 0, so folgt aus (16.2) mit der Wahl x = xo und y = 0:
s'xo+0 < s"xg + 0 f(xp).
In allen drei Féllen folgt aus der jeweiligen Ungleichung o < 0.
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Wir zeigen jetzt, dass sogar o < 0 gilt, indem wir die Annahme ¢ = 0 zum Widerspruch fithren. Aus
o = 0 folgt mit (16.3) s"(x — x9) < 0. Da x, € rel int(dom f) war, existiert nach Lemma 15.17 ein ¢ > 0,
sodass auch x = xy — € (x — x¢) noch zu dom f gehéort. Durch Einsetzen von (X, f(x)) € epi f in (16.2)
erhalten wir den Widerspruch
s'xo—€ s (X — x0) < s'x.
~—_———
<0

Durch positive Skalierung des Normalenvektors a = —(s, o) konnen wir nun 0.B.d. A. ¢ = —1 anneh-
men. Dann ergibt sich aus (16.2) mit der Wahl y = f(x) die Folgerung

s'x — f(x) < s"xg — f(xo) fiir alle x € dom f.
Da dieselbe Ungleichung trivialerweise auch fiir x ¢ dom f gilt, erhalten wir schliefilich
f(x) = f(xo) +s"(x —xp) fiir alle x € R”,

d.-h., s € af (x0). O

(xo,f(xo))

Abbildung 16.3: Konstruktion eines Subgradienten aus dem Beweis von Satz 16.5 mit Hilfe des Norma-
lenvektors einer Hyperebene, die den Punkt (xo, f(x)) eigentlich von epi f trennt.

Satz 16.6 (Elementare Eigenschaften des Subdifferentials). Es sei f: R” — R U {co} eine konvexe
Funktion und xo € R™. Dann ist 3f (x) abgeschlossen und konvex.

Beweis. m]

Ein wichtiger Satz tiber das Subdifferential ist die folgende Summenregel, deren Beweis wiederum den
eigentlichen Trennungssatz 15.30 verwendet.

Satz 16.7 (Summenregel firr das Subdifferential, vgl. Rockafellar, 1970, Theorem 23.8). Esseien fi, fo: R" —
R U {oo} zwei konvexe Funktionen. Dann gilt

dfi(x0) + dfa(x0) € I(fi+ f2)(x0) fiir alle xo € R". (16.4)
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Falls
(relintdom f;) N (relintdom f5) # 0 (16.5)

erfiillt ist, dann gilt sogar

dfi(x0) + 3f2(x0) = A(fi + f2)(x0) fiir alle xo € R™. (16.6)

Beweis. Es sei xo € R" beliebig, aber fest. Falls dfi(x) = 0 oder dfz(x¢) = 0 ist, dann ist die linke Seite
in (16.4) die leere Menge und nichts zu zeigen. Es sei also s € dfi(xp) + df2(xp), d-h., s = s1 + s, mit
s1 € 3fi(xo) und s, € dfz(xp). Die Subdifferentialungleichung liefert

filx) = fi(xo) + 51 (x = x0),
fo(x) = folxo) + s5(x — xo)
fur alle x € R". Die Addition der Ungleichungen ergibt

(fi+ f2)(x) = (fi+ f2) (x0) + (514 52)" (x — x0),

fiir alle x € R", d. h., wir haben s = s; + 52 € 9(fi + f2) (x0).

Wir nehmen jetzt an, dass (relintdom f;) N (relintdom f;) # 0 und zeigen die umgekehrte Inklusion.
Es sei dazu weiterhin xo € R” beliebig, aber fest. Wir konnen von d(fi + f2) (xp) # 0 ausgehen, sonst ist
wegen (16.4) nichts zu zeigen. Es sei also s € 9(f; + f2) (x). Wir miissen zeigen, dass s zerlegt werden
kann in s = s; + s mit s; € 9f1(xp) und sy € Ifz(x0).

Wir setzen
gi(x) = fi(x +x0) — fi(xo) — s'x
ga(x) = fo(x + x0) — fo(x0).

Diese Funktionen erfiillen noch immer die Voraussetzung (rel int dom g;) N (rel int dom g;) # 0, und
s € d(fi+ f2)(xp) wird zu 0 € 9(g; +92) (%o) mit Xy := 0. (Quizfrage: Details?) Wir miissen jetzt zeigen:
Es gibt ein § € dg;(0), sodass —§ € dg2(0) ist.

Wir betrachten die konvexen Mengen®

Cr={(x,y) eR"XR|y 2 g1(x)} = epigs,
Cp = {(x,y) € R"XR|y < =g2(x)} = hypo —gs.

Quizfrage: Warum sind beide dieser Mengen nichtleer? Lemma 15.18 zeigt, dass

relintC; = {(x,y) € R" XR|x € relintdomg;, y > g1(x)},
relintC; = {(x,y) € R" XR|x € relintdomg,, y < —g2(x)}.

Wegen 0 € d(g; + g2)(Xp) ist Xy = 0 ein globaler Minimierer fir g; + g, mit (g; + ¢g2) (0) = 0. Daraus
folgt, dass relint C; N relint C; = 0 ist. (Quizfrage: Details?)

SDer Hypograph einer Funktion f := R" — R U {—oo} ist die Menge
hypo f:= {(x,y) e R* XR|y < f(x)}.

Der Hypograph ist konvex genau dann, wenn f konkav ist.
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Nach dem eigentlichen Trennungssatz 15.30 lassen sich C; und C; durch eine Hyperebene H(a, )
eigentlich trennen. Wir schreiben den Normalenvektor als a = (5, o) € R” X R. Es gilt also

(5) (xl) < (5) (xz) fiir alle (x1,y1) € Cy und (xz,y2) € Cy, (16.7)

o Y1 o Y2

und es existieren (X1, y;) € C; und (X3,y,) € Cy, fiir die die Ungleichung strikt ist. Die Komponente ¢
kann nicht gleich Null sein, denn sonst hétten wir C; und C, durch eine Hyperebene mit Normalenvektor
§ strikt getrennt, was aufgrund der Voraussetzung (rel int dom g;) N (rel int dom g,) # @ und Satz 15.30
aber nicht moglich ist.

Wegen (g + g2)(0) = 0 liegt 0 € C; N C,. Aus (16.7) folgt somit ¢ < 0. Da ¢ # 0 ist, konnen wir

a so skalieren, dass 0 = —1 wird. Auflerdem gilt wegen 0 € C; N Gy, dass die eigentlich trennende
Hyperebene H(a, ) den Offset f = 0 hat. Es folgt nun aus (16.7)

o\ T a\T
( s ) (xl) <0< ( : ) (xz) fiir alle (x1, y1) € Gy und (xz, y2) € G,
-1 }/1 -1 YZ

also
§x < y furalle (x,y) € Cy,

§'x >y fiiralle (x,y) € C,.
Wegen ¢1(0) = g2(0) = 0 und der Definition von C; und C; heif3t das aber

g1(x) = ¢1(0) +5"(x — 0) fiir alle x € R”,
g2(x) = g2(0) + (=5)"(x — 0) fiir alle x € R".

Also gilt § € 9g1(%) und —§ € dg2(%y), was zu zeigen war. ]

Wie das folgende Beispiel zeigt, ist die Gleichheit der Subdifferentiale (16.6) ohne eine Regularitéitsbe-
dingung wie (relintdom f;) N (relint dom f;) # @ im Allgemeinen falsch.

Beispiel 16.8 (Phelps, 1993, Bemerkung nach Theorem 3.16). Es seien fi := d¢, und f; = dc, zwei
Indikatorfunktionen aufR?, und zwar fiir die konvexen Mengen

Cr=A{(x,y) |y = x*} = epi(x — x?)
Cy = {(x1,x2) | x2 = 0}.

Dann ist 3£;(0,0) = {(s1,s2) | 51 = 0, s5 < 0} unddf;(0,0) = {(s1,s3) | s1 = 0}, jedoch d(fi+£)(0,0) = R?.
Die Regularitditsbedingung (16.5) ist nicht erfiillt, denn es gilt dom f; N dom f; = C; N Cy = {(0,0)}, und
dieser Punkt ist kein relativ innerer Punkt von C;.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit der Kettenregel, die wir hier ohne Beweis angeben.
Satz 16.9 (Kettenregel firr das Subdifferential, vgl. Rockafellar, 1970, Theorem 23.9). Es sei f: R™ —

R U {0} konvex und A € R™™. Weiter sei g: R" — R U {oo} definiert durch g(x) := f(Ax). Dann gilt:

ATof(Axo) C dg(xo) fiir alle xo € R". (16.8)
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Falls
(Bild A) N (relintdom f) # 0 (16.9)

erfiillt ist, dann gilt sogar
ATof (Axo) = dg(x) fiir alle xo € R". (16.10)

Weitere Eigenschaften des Subdifferentials folgen in § 16.3.

§16.2 DIE RICHTUNGSABLEITUNG

Frage: Gibt es einen Zusammenhang des Subdifferentials mit der Richtungsableitung?

Definition 16.10 ((Einseitige) Richtungsableitung).
Es sei f: R® — R U {oo} eine (nicht notwendigerweise konvexe) Funktion und xo € dom f. Weiter sei
d € R". Dann heifst der Grenzwert (sofern er in R U {+oo} existiert)

fxo+td) — f(xo)

t

f(x0;d) = }1{% (16.11)

die (einseitige) Richtungsableitung der Funktion f im Punkt x, in Richtung d.

Beispiel 16.11 (Beispiele zur Richtungsableitung).
Wir betrachten als Beispiel fiir f wie in Beispiel 16.3 verschiedene Normen auf R".

(i) f(x) = llxlh = i |xi|. Dann gilt

fl(x;d) = Zn: di — Zn: di + Zn:|di|-
i=1 i=1 i=1

x>0 x;<0 =0

. n 9 1/2 )
(i0) £() = lxlle = (Sibxil?) - Dann gilt

x'd
f(x:d) = TixTlz falls x # 0,
”dHZ; fallsx =0.

(iii) f(x) = ||x|l = max;=y._plx;|. Dann gilt fiir x # 0

f(x;d) = max{(sgnxi) d; |i =1,...,n |x| = ||x||oo}

sowie
£/(0;d) = |||l
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3| 1) t

Abbildung 16.4: lllustration der Monotonie des Differenzenquotienten g (Lemma 16.12).

Zur weiteren Untersuchung der Richtungsableitung fithren wir die Abkiirzung

Flxo + tdt) S COJ (16.12)

q(t) ==

fir den Differenzenquotienten ein.

Lemma 16.12 (Monotonie des Differenzenquotienten).
Es seien f: R — R U {oo} konvex, xo € dom f undd € R". Dann ist q(t) monoton wachsend auf R .

Beweis. Essei 0 < t; < ty. Aus
t t
xo+hd= —t;(x0+t2d) +(1- —t;)xo

und der Konvexitat von f folgt
5] 5] h h
f(X() + 5 d) = f(—(X() + 1y d) + (1 - —) Xo) < —f(xo + 1y d) + (1 — —)f(X())
1y ty 9} Iy

Daraus folgt
t t
flxo+tid) = f(x0) < ~f(xo +d) = —f(x0)
2 2

und damit g(t;) < q(22). m|

Quizfrage: An welcher Stelle im Beweis geht die Voraussetzung x, € dom f ein?

Im folgenden Satz erlauben wir ausnahmsweise in Erweiterung von Definition 13.12, dass eine konvexe
Funktion g: R” — R U {+o0} auch den Wert —co annehmen kann. Das macht keine Schwierigkeiten,
wenn man definiert, dass eine solche Funktion konvex ist, wenn ihr Epigraph eine konvexe Menge ist.
Beachte: Es gilt

g(x) = inf{y € R| (x,y) € epig} (16.13)
unabhingig davon, ob g(x) = —oo, g(x) € R oder g(x) = oo ist. Die bisherigen Resultate aus Satz 16.5,
Satz 16.6 und Lemma 16.12 gelten weiter.
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Satz 16.13 (Existenz und elementare Eigenschaften der Richtungsableitung).
Es seien f: R"™ — R U {oo} konvex und xo € dom f. Dann existiert die Richtungsableitung f’(xy;d) (mit
Werten in R U {+oo}) fiir alle Richtungen d € R". Es gilt

F(x) = f(x0) + f'(x0;x —x0) fiir allex € R™. (16.14)

Die Richtungsableitung hat folgende Eigenschaften:

(i) Die Funktion
R">d— f'(x0;d) € RU {+o0} (16.15)

ist positiv homogen und konvex.

(ii) Folglich ist die Funktion (16.15) subadditiv:
f’ (X(); di + dz) < f'(xo; dl) + f'(xo; dz) fur alled;, d, € R". (16.16)

Den auf der rechten Seite moglicherweise vorkommenden Fall co+(—o0) oder (—oo)+oo interpretieren
wir als oo.

(iii) Es gilt f"(x;0) = 0.

(iv) Es gilt
—f"(x0;—d) < f'(x0;d) firalled € R".

(v) EsseiU der Richtungsraum von aff dom f und x, € relintdom f. Dann ist f'(xo;d) € R fiir alle
d € U und f'(x;d) = o fiiralled ¢ U.

Beweis. Aus der Monotonie von g (Lemma 16.12) folgt
f/(x05d) = }1{1% q(t) = infq(t) € R U {£co}.

Mit x € R" beliebig und d = x — x, folgt aulerdem aus der Monotonie von g

fxo+1d) = f(xo)
1

f'(x03d) = }iir(l)q(t) <q(1) = = f(x) = f(x0)

und damit die Ungleichung (16.14).

Zu Aussage (i): Fir « > 0 und d € R" gilt

fxo+tad) - f(xo) — limf(xo+l‘0!d)—f(xo) -0y
t \,0 at

f'(x0:d),

f(xo;ad) = }1{1%

d.h.,d — f’(xo;d) ist positiv homogen. Um die Konvexitat zu zeigen, seien d;, d, € R" und « € [0,1].
Fir t > 0 folgt

flxo+t(adi+(1—a)dy)) — f(x0)

= fla(xo+td)+(1—a) (xo+tdz)) — f(x0)
<a [f(xo+td1) —f(xo)] + (1—a)[f(x0+tdz) —f(xo)]
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aus der Konvexitit von f. Die Division durch ¢t > 0 und der (monotone) Grenziibergang lim;\ o auf
der linken Seite zeigen weiter

f(xo;adi+ (1—a)dy)
< flxo+t(adi+(1—a)dy)) — f(x0)

t
< g Lo+ td) — fxo) +(1-a) f(xo +tdz) = f(x0)

t t

fiir beliebige ¢t > 0. Beachte: Wir kénnen den Grenziibergang auf der rechten Seite nicht vollziehen,
da dann der undefinierte Ausdruck co — co entstehen konnte. Wir kénnen aber wie folgt argumentieren:
Es seien (dy, y1) und (ds, y2) in epi f’(xo; -). Dann gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0, sodass

fxo+td) — f(xo) f(xo+tdy) — f(xo) <
t t =V

<y +¢ und

+e
fir alle t € (0, 9) gilt. Fiir diese t haben wir also
f(xpsadi+(1—a)dy) <ay+(1—a)ys +¢,

und da ¢ > 0 beliebig war, gilt dieselbe Ungleichung auch mit ¢ = 0. Das heifSt aber a (dy, y1) + (1 —
@) (da, y2) € epi f’(xp; ), was zu zeigen war.

Zu Aussage (ii): Es seien d;, d; € R™. Wir haben eben mit Aussage (i) insbesondere gezeigt, dass

{Yl ‘; Y2 ’ (di,11), (da, y2) € epi f(xo; )} C {},‘ (dl "2' dz, )/) € epi f(xo: )} (16.17)

gilt. Es folgt:

fl(xoidl +dy)

1
=2 f"(xo; E(dl +dy)) positive Homogenitét
di+d
=2 inf {y ( 1-; z,y) € epi [’ (x0; -)} wegen (16.13)
+

< 2inf ("2 | (dyy0), (o 12) € epi f (05} wegen (16.17)

= inf{y; | (d, 1) € epif’(xo;)} +inf{y; | (ds y2) € epif’(xo;)} siehe unten

= f'(x0;dy) + f(x05 d2) wegen (16.13).

Wenn kein (dy, y1) inepi [’ (xo; -) liegt, also f”(x¢; d1) = oo ist, dann ist die linke Menge in (16.17) leer, also
das Infimum dariiber co. Damit die nachfolgende Gleichheit auch dann stimmt, wenn f”(xo; dz) = —oc0
ist, muss hier co + (—c0) als co interpretiert werden. Dasselbe gilt natiirlich bei Vertauschen der Rollen
von d; und ds.

Zu Aussage (iii): Fir d = 0 gilt

fxo+10) = f(x0) _

t

0.

f'(x0:d) = }1{1})
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Zu Aussage (iv): Aus Aussage (iii) und Aussage (ii) folgt
0=f"(x0;d—d) < f'(x0;d) + ' (x0; —d).

Wenn beide Ausdriicke f”(xo; d) und f”(x¢; —d) endlich sind, dann folgt die Behauptung —f’(x¢; —d) <
f’(x0; d) unmittelbar. Wenn einer oder beide der Ausdriicke f’(xp;d) und f’(x¢; —d) gleich co sind,
dann ist die Aussage —f"(xo; —d) < f”(xo;d) ebenfalls klar. Der Fall, dass einer oder beide der Aus-
driicke —f”(x; —d) < f’(x0;d) gleich —oo sind, kann wegen der obigen Ungleichung nicht vorkommen.

Zu Aussage (v): Es sei xy € relintdom f und d € U, dem Richtungsraum von aff dom f. Dann ist
Xo + ¢d € dom f fur hinreichend kleines ¢ > 0, siehe Lemma 15.17. Folglich sind

f(xo+td) — f(xo) und fxo—td) - f(xo)

t t

fir hinreichend kleine ¢t > 0 endlich, und aufgrund der Monotonie des Differenzenquotienten folgt
[ (x0;d) < cound f’(xp; —d) < o0. Zusammen mit Aussage (iv) ergibt sich also

—00 < —f"(x0;=d) < f'(x0;d) < o0,

d.h. f"(xo;d) ist endlich.

Andererseits gehort, falls d ¢ U liegt, xo + td fiir allet > 0 nicht zu aff dom f und damit auch
nicht zu dom f. In diesem Fall ist also f(x¢ + td) = oo fiir alle ¢+ > 0 und damit g(¢) = oo, folglich
17 (x05d) = o0. a

Folgerung 16.14 (Endlichkeit der Richtungsableitung). Ist xy € intdom f, dann ist die Richtungsablei-
tung f'(xo;d) fiir alled € R" endlich.

Beweis. Da int dom f nichtleer ist, ist dimdom f = n und damit der Richtungsraum U = R". Die
Behauptung folgt nun aus Satz 16.13 (v). O

§ 16.3 ZUSAMMENHANG ZWISCHEN SUBDIFFERENTIAL UND RICHTUNGSABLEITUNG

Das wesentliche Resultat, in dem sich Subdifferential und Richtungsableitung einer konvexen Funktion
gegenseitig charakterisieren, ist der folgende Satz.

Satz 16.15 (Zusammenhang zwischen Subdifferential und Richtungsableitung, vgl. Rockafellar, 1970,
Theorem 23.2 und 23.4).
Essei f: R" — R U {oo} konvex.

(i) Fiir jedes xo € R gilt:
f (xp) = {s e R" |sTd < f'(x0;d) fiir alled € R"}. (16.18)

(Méglicherweise sind beide Mengen leer.)
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(ii) Fiur jedes xq € relintdom f und d € R" gilt:
f(x0;:d) = sup{s'd|s € 9f (x0)} € RU {oo}. (16.19)

Genauer: Es sei U der Richtungsraum von aff dom f. Ist d € U, dann sind beide Seiten in (16.19)
endlich, und das Supremum ist ein Maximum. Ist d ¢ U, dann sind beide Seiten in (16.19) gleich co.

Die Aussage (16.19) ist in der Literatur auch als max formula bekannt.
Beweis. Aussage (i): Es sei zundchst s € df (xp). Dann ist notwendigerweise f(x() endlich (Satz 16.5).

Es sei d € R" beliebig, aber fest. Aus der Subgradientenungleichung (16.1) folgt

flxo+td) > f(x0) +s'(td)
fir alle t > 0. Sortieren der Terme und Division durch t ergibt

fGottd) - fl) | o
: >

5

und durch Grenziibergang folgt f’(xo;d) > s'd fiir d € R" beliebig.

Nun seis € R” ein Vektor mit der Eigenschaft s'd < f’(xo; d) fiir alle d € R”. Weiter sei x € R" beliebig
und d := x — x¢. Aus der Monotonie des Differenzenquotienten (Lemma 16.12) folgt insbesondere

fxo+1d) = f(xo)
1 ,

s'(x —xp) =s'd < f'(x0;d) = }1{1(1) q(t) <q(1) =

d.h,, es gilt
fx) 2 f(x0) +T(x = xo).-

Da x € R" beliebig war, folgt s € 9f (x).

Aussage (ii): Es sei xy € relintdom f. Dann ist df(xy) # 0 nach Satz 16.5. Es sei d € R" beliebig,
aber fest. Die Richtungsableitung f”(x¢; d) existiert (mit Werten in R U {+co}) nach Satz 16.13. Nach
Aussage (i) gilt f'(xo;d) > s'd fiir alle s € 9f (xp), also auch

f(x0;d) > sup{sTdfs € df (x0) }. (16.20)

Die rechte Seite kann nicht gleich —co sein. (Quizfrage: Warum?)

Wir miissen zeigen, dass in (16.20) Gleichheit gilt. Es sei dazu U der Richtungsraum von aff dom f.
Wir unterscheiden zwei Félle. Falls d ¢ U liegt, dann ist f’(xy;d) = oo nach Satz 16.13 (v). Wir miissen
zeigen, dass dann auch die rechte Seite in (16.20) gleich oo ist. Wir kénnen d eindeutig darstellen als
d =d; +d, mitd; € U und d, € U*. Nach Annahme ist d; # 0. Es sei 5 irgendein festes Element von
9f (xo); es gilt nach Aussage (i) also 5"y < f’(xo; y) fiir alle y € R™. Wir zeigen, dass 5 + a d, fiir alle
a € Rin 9f (x¢) liegt. Dazu zeigen wir:

G+ady)'y < f'(x0;y) (16.21)
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fir alle y € R"™ Falls y ¢ U liegt, dann ist die rechte Seite in (16.21) gleich oo, die linke Seite aber
endlich. Falls dagegen y € U liegt, dann ist d;y = 0, also gilt (16.21) auch in diesem Fall. Fiir die rechte
Seite in (16.20) erhalten wir nun

sup{s'd|s € 9f (xo)} > sup{(5+ady)'d|a € R} =5'd + sup{ct ||da|* |« € R} = oo.

Damit ist in diesem Fall die Gleichheit in (16.20) gezeigt.

Im anderen Fall ist d € U. Wir definieren die Funktion g(d) = f”(x¢;d). Diese ist nach Satz 16.13 (i)
konvex mit Werten in R U {co}, da der Wert —co oben bereits ausgeschlossen wurde. Ihr eigentlicher
Definitionsbereich ist dom g = U, siehe Satz 16.13 (v). Da U ein Unterraum von R” ist, gilt rel int U = U.
Nach Satz 16.5 (ii) existiert also ein Element 5 € dg(d), d. h., es gilt

' (x0;9) = f'(x0;d) +5 (y —d) fiir alle y € R". (16.22)
Setzen wir speziell y = 0 ein, so folgt
0> f'(x0;d) —5'd.
Setzen wir andererseits y = 2d ein, so ergibt sich
f'(x0;2d) =2 f'(x0;d) = f(x0;d) +5'(2d - d),

d.h. f’(x¢;d) > 5'd. Durch beide Ungleichungen zusammen erhalten wir also f’(x,;d) = 5'd. Es bleibt
zu zeigen, dass 5 zu 9f (xo) gehort. Aus (16.22) folgt nun aber f’(x; y) = f'(x0;d) +5 (y —d) =5y
fiir alle y € R™. Nach Aussage (i) gilt damit tatsachlich s € df (xp), und wir haben gezeigt:

f'(x0:d) > sup{sTd|s € df (x0)} > 5'd = f'(x0 ).

Insbesondere ist das Supremum ein Maximum. O

Folgerung 16.16 (Unbeschrinktheit des Subdifferentials). Es sei f: R™ — R U {co} konvex. Weiter sei
xo € dom f und df (xy) # 0. Dann gehort mit jedem s € df (xy) auch s + UL zu df (xy), wobei U der
Richtungsraum von aff dom f und U+ sein orthogonales Komplement ist. Wenn also dim dom f < n ist,
dann ist 9f (xo) unbeschrankt.

Quizfrage: Wie kann man sich diese Tatsache vorstellen?

Beweis. Es seis € af (xo) und d € U+. Nach Satz 16.15 gilt s'd < f’(xo; d) fiir alle d € R". Wir zeigen,
dass diese Ungleichung auch fiir s + d gilt. Es sei dazu d € R" beliebig. Wir kénnen d eindeutig
darstellen als d = d; + d, mit d; € U und d, € U~. Falls d, # 0 gilt, dann ist f”(x;d) = o0, und damit
ist

(s+d)'d < f'(x0;d)
gezeigt. Andernfalls ist d, = 0, also d € U, und daher gilt

(s+d)'d=s"d < f'(x0;d)

nach Voraussetzung. O
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§ 16.4 WEITERE EIGENSCHAFTEN KONVEXER FUNKTIONEN

Lemma 16.17 (Lokale Beschrinktheit nach oben impliziert lokale Lipschitz-Stetigkeit).
Essei f: R"™ — R U {oo} konvex und xy € dom f. Wenn f auf einer Kugel B, (xy) nach oben beschrdinkt
ist, dann gilt:

(i) f ist auf B,(xo) auch nach unten beschrdnkt.
(i1) f ist aufBr/Z (x0) Lipschitz-stetig.

Beweis. Aussage (i): Es gelte f(x) < M auf der Kugel B, (x) fiir ein M € R.Esseix € B, (x0) ein
beliebiges Element und y := 2 xy — x. Dann ist y ebenfalls in B, (x¢), und es gilt

xX+y

fe0 = F(F22) < 2f@)+ 27 ().

Durch Umstellen ergibt sich f(x) > 2 f(x) — f(y) = 2 f(x) — M.
Aussage (ii): Aufgrund von Aussage (i) ist
M := sup{|f(x)|[x € B.(x0)}

endlich. Es seien x, y € B, (xo) und x # y Wir definieren z == x + £ =% Dannistz € x + 3B,(0) C

2 Tx=yI"
xo +rB;(0) = B,(xo). W1r setzen a = ¢ Also ist z = x + a (x — y) und daher

2 ||x vl

1 a

X=——2+—y.
a+1 a+1y

Die Konvexitét von f ergibt
f(x) < —f( )+ —f(y)
und damit

2Mlx—yll _4M

=oM< " x— .
a+1 r+2|x -yl r Il =1

flx) - f(y)<—[f() fy] <

Durch Vertauschen den Rollen von x und y erhalten wir ganz analog f(y) — f(x) < % [x — ||, also
zusammen

£ = F)l < 5 =yl (629

fur alle x, y € Br/2 (x0). O

Beachte: Es sieht hier zunichst so aus, als wiirde die Lipschitz-Konstante in (16.23) fir r ™\, 0
sexplodieren®. Jedoch gilt natiirlich eine Abschatzung (16.23) mit derselben Lipschitz-Konstanten auch
auf allen Kugeln um x, mit kleinerem Radius.

SEs gilt a € (0,2/3), wobei @ ~ 0 ist fiir y ~ x und @ ~ 2/3, falls ||y — x| = 8.
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Es stellt sich die Frage, in welchen Punkten x;, € dom f die Voraussetzung von Lemma 16.17 gilt,
also dass f in einer Umgebung von xj nach oben beschrankt (und damit bereits in einer kleineren
Umgebung von x, Lipschitz-stetig) ist. Dazu muss natiirlich notwendigerweise x; € intdom f sein.
Das ist aber auch bereits hinreichend, wie das folgende Resultat zeigt.

Satz 16.18 (Stetigkeit konvexer Funktionen). Es sei f: R” — R U {co} konvex. Folgende Aussagen sind
fiir xo € R" dquivalent:

(i) xo € intdom f.
(ii) f ist in einer Umgebung von xo nach oben beschrinkt.
(iii) f ist in einer Umgebung von xo Lipschitz-stetig.

(iv) f ist im Punkt x, stetig.

Beachte: Konvexe Funktionen sind also genau im (moglicherweise leeren) Inneren ihres eigentliches
Definitionsbereiches lokal beschrinkt und lokal Lipschitz-stetig.

Beweis. Aussage (ii) = Aussage (iii): Das wurde in Lemma 16.17 gezeigt.
Aussage (iii) = Aussage (iv): Das ist offensichtlich.
Aussage (iv) = Aussage (i): Das folgt sofort aus der e-5-Definition der Stetigkeit.

Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei x € intdom f. Wir kdnnen affin unabhingige Vektoren v, ..., v,
und r > 0 so wihlen, dass mit A := conv({vo, ...,v,}) gilt: B,(x9) € A € dom f. (Zur Konstruktion
siehe nachfolgendes Lemma 16.19.) Jeder Punkt x € B, (x;) € A hat dann eine eindeutige Darstellung
als Konvexkombination .
x = Z a;jv;
j=0

mit Koeffizienten a; > 0 und 7, @; = 1. Aus der Jensenschen Ungleichung fiir die konvexe Funktion

f folgt nun

n

f(x) :f(iajvj) < Zajf(vj) < jirolaxnf(vj) iaj =M.
=0 = =
=M

fiir alle x € A und insbesondere fiir alle x € B, (xo). |

Lemma 16.19 (Zwischen eine Menge und einen inneren Punkt passt immer ein Simplex7?).

Es sei M C R" eine Menge und xo € int M, sodass By(xo) C M liegt. Dann existieren affin unabhdngige

Punkte vy, ...,v, € M und einr > 0, sodass mit der konvexen Hiille A = conv({vy, . ..,v,}) gilt:
B,(x9) € A C Bg(x) € M.

7Ein Simplex (Plural: Simplizes) im R” ist die konvexe Hiille affin unabhéngiger Punkte im R".
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Quizfrage: Wie kann diese Aussage veranschaulicht werden?

Beweis. Wir gehen zur Vereinfachung der Notation von xg = 0 und R = 1 aus, was wir durch Ersetzen
von M durch (M — x7) /R immer erreichen kénnen.

Die gesuchten Punkte kénnen wir nun beispielsweise wihlen als

! 1 d 1 1 =1
Uy = ——— un v =ei———1, =1...,n.
0 n+1 J | J

Hierbei ist e; der j-te Einheitsvektor im R". Die affine Unabhéngigkeit der v; sowie die Eigenschaft
lloj|| < 1fir j=0,...,n priift man leicht nach. Da B, (0) konvex ist, folgt bereits

A C B,(0) C M.

Aufgrund der affinen Unabhingigkeit lasst sich jedes x € R" eindeutig als Affinkombination x =
Xj=o @j vj schreiben mit Koeffizienten, die }}7_, a; = 1erfiillen. Der Ursprung ist gerade der Mittelpunkt

von vy, .. ., Uy, hat also den Koeﬂﬁmentenvektor @ =1/(n+1)1, denn es gilt
. 1 [ n+l, < 1 7 n+1
Za,o,_ jz—[——1+ ej]z———1+1 =0.
n+1 n+1l n+1 = n+1l n+1
Insbesondere ist der Ursprung also eine echte Konvexkombination der Punkte vy, .. ., v,. Aufgrund der

stetigen (linearen) Abhéngigkeit der Koeffizienten o vom Punkt x gilt fiir eine ganze Umgebung B, (0)
mit geeignetem Radius > 0 die Eigenschaft &« > 0, d. h., B.(0) C A, was zu zeigen war.

Genauer: Wir kénnen wie im Beweis von Satz 15.15 vorgehen. Das lineare Gleichungssystem, das die

Koeflizienten der Darstellung eines beliebigen Punktes x als Affinkombination der Punkte vy, ..., 0,
ermittelt, vgl. (15.8), lautet
1 1] (o 1
\ \ o P
[0 Up : X
| [\, \
| ——
=B =b

Durch die Wahl ¢ = 1/((n+1)||B™!||«) erreichen wir zunichst Bél,l'”"" (X) € A. (Quizfrage: Warum
miissen wir hier, anders als im Beweis von Satz 15.15, nicht ||(B"B) "'B||., nehmen?) Die Aquivalenz
der Normen ||| und |||z im R" zeigt schlieBlich, dass wir r := p+/n wiihlen kénnen, sodass sogar fiir
die abgeschlossene r-Kugel gilt:

B,(0) C A C B,(0) C M. O

Aus dem Satz 16.18 folgen weitere Konsequenzen fiir das Subdifferential und die Richtungsableitung
konvexer Funktionen. Wir wissen bereits aus Satz 16.13 (v), dass in Punkten x, € intdom f gilt, dass
f’(x0; d) fiir alle Richtungen d € R" endlich ist. Es gilt jedoch mehr:

https://tinyurl.com/scoop-gdo 143


https://tinyurl.com/scoop-gdo

R. Herzog @O®S

X2
X2

X3

[ ]
X1 X1 X1

Abbildung 16.5: Simplizes der Dimensionen 0, 1 und 2 im R?.

Lemma 16.20 (Lipschitz-Stetigkeit der Richtungsableitung). Es seien f: R — R U {oo} konvex und
xo € intdom f. Weiter sei L eine Lipschitz-Konstante von f in einer Kugel B,(x,), siehe Satz 16.18. Dann
gilt

If" (x05d1) = f'(x05d2)| < L|ldy— dall  fiir alle dy, d, € R" (16.24)

und insbesondere | f'(xo;d)| < L ||d|| fiir alled € R".

Beweis. Es seid € R" beliebig. Fiir hinreichend kleines ¢t > 0 gilt

|f (xo +td) = f(xo)| < L]ld]l.

Die Division durch ¢ und der Grenziibergang t \, 0 zeigt |f”(xo;d)| < L||d]|.

Um die Lipschitz-Stetigkeit zu zeigen, schatzen wir ab:

[ (x05d1) = f' (03 d2)
= f'(x0sd1) — f'(x05d1 + (dz2 — d))
> f'(x0;d1) — f'(x0;d1) — f'(x05d2 —d1) wegen der Subadditivitat, siehe (16.16)
> —L||d — dp||.

Analog gilt auch

[/ (x03d1) = f'(x05 d2)
= f'(x0;dz + (di — d2)) — f'(x0; d2)
< f(x0;d2) + f'(x0;d1 — d2) — f'(x0;d2) wegen der Subadditivitit, siehe (16.16)
< Ll|dy = da]l.

Das zeigt die Behauptung (16.24). O

Wir wissen bereits aus Satz 16.5 und Satz 16.6, dass das Subdifferential einer eigentlichen, konvexen
Funktion f: R" — R U {co} in Punkten x, € rel int dom f nichtleer, abgeschlossen und konvex ist. Im
folgenden Satz wird das Subdifferential noch genauer charakterisiert.

Satz 16.21 (Kompaktheit des Subdifferentials). Es sei f: R®™ — R U {oo} konvex. Es sei weiter x, €
intdom f und L eine Lipschitz-Konstante von f in einer Kugel B, (x,), siehe Satz 16.18. Dann ist df (xo)
kompakt, und es gilt ||s|| < L fiir alle s € 9f (xy).
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Beweis. Fur s € 9f (x¢) gilt nach Satz 16.15 und Lemma 16.20:
s'd < f'(xo;d) < L||d|| fiir alle d € R™.

Mit der Wahl d = s folgt ||s|| < L. O

Bemerkung 16.22 (Verallgemeinerung von Satz 16.21). Wenn x, € relintdom f ist, dann gilt

9f (x0) = U™ + 9(f latt dom ) (x0)- (16.25)

Hier ist U der Richtungsraum von aff dom f und U+ sein orthogonales Komplement. Der Ausdruck
I(flat dom £) (x0) ist das Subdifferential der Einschrinkung von f auf aff dom f. Fiir diese Funktion ist x,
ein innerer Punkt, und man kann zeigen, dass 9(f |af dom r) (x0) kompakt ist.

Satz 16.23 (Beschrianktheit des Subdifferentials, vgl. Geiger, Kanzow, 2002, Lemma 6.19). Es sei
f:R" - RU {0} konvex und B C intdom f eine kompakte Menge. Dann ist die Bildmenge

of B) =[] af (x)

x€B

ebenfalls beschrdinkt.

Beweis. Wir betrachten die Uberdeckung von B durch offene Kugeln

B,

x€B

wobei die Radien r, > 0 so gewihlt werden, dass B, (x) C int dom f bleibt. Aufgrund der Kompaktheit
von B sind endlich viele Kugeln ausreichend, sagen wir

Bc | ) B,xp< | B, (x) Cintdomf.
Jj=L...m j=1,...m

Nach Satz 16.18 ist f stetig auf int dom f und damit auf jeder der endlich vielen kompakten Kugeln
B, (x;) beschrinkt. Somit ist f auch auf der Vereinigung ;- By, (x;) beschrénkt.

Es sei nun s € df (x;) fur ein x; € B. Es gilt also

f(x) = f(xs) +s"(x —x;) fiir alle x € R”.
Der Punkt x; gehore zur Kugel B, (xj). Im Fall s # 0 setzen wir x = xs + ﬁs € B, _(xj) in die
Subgradientenungleichung ein und erhalten

Fx) > flxy) + ﬁ = f(xo) + 77 sl
also

sl < }j[ﬂx) ~ f)]-

Da x und x; zu Uy, B, (x;) gehdren, wo f beschrénkt ist, und s € f(B) bis auf die Bedingung
s # 0 beliebig war, folgt, dass 9f (B) \ {0} beschrankt ist und damit auch af(B). O
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Satz 16.24 (Subdifferential einer konvexen diffbaren Funktion, vgl. Rockafellar, 1970, Theorem 25.1).
Essei f: R" — R U {oo} konvex und xy € dom f.

(i) Wenn f an der Stelle x, diffbar ist, dann ist df (x¢) = {Vf(x0)}, und es gilt xy € intdom f.

(ii) Wenn das Subdifferential of (x,) einelementig ist, dann gilt xy € intdom f, und f ist an der Stelle

xo diffbar.

Beweis. Aussage (i): Es sei f an der Stelle x, diftbar. Dann sind die Richtungsableitungen gegeben
durch f’(x9;d) = Vf(x0)"d. Gemaf Satz 16.15 ist s € df (x) genau dann, wenn s'd < f’(x¢;d), also

s'd < Vf(x)'d

fur alle d € R" ist. Diese Bedingung ist genau fiir s = Vf(x) erfullt. (Quizfrage: Warum?) Weiter
folgt aus der Diftbarkeit von f an der Stelle x, auch die Stetigkeit von f an dieser Stelle. Nach Satz 16.18
ist also x( € intdom f.

Aussage (ii): Es sei df (xg) = {s}. Wir zeigen zuerst, dass dann x, € int dom f folgt. Aus Folgerung 16.16
ergibt sich zunéchst, dass dom f notwendigerweise volle Dimension haben muss, da sonst df (xg)
unbeschrankt ist. Angenommen, xy ¢ intdom f, dann gilt auch x ¢ core dom f nach Lemma 15.23.
Es gibt also eine Richtung d € R",d # 0, sodass x; € dom f liegt, aber x, + ed ¢ dom f fiir alle ¢ > 0.
Daraus folgt f/(xo;d) = co.

Wir zeigen unter Verwendung von Satz 16.15, dass dann auch s + d € 9f(x) gilt, im Widerspruch
zu Voraussetzung, dass df (xy) einelementig ist. Es sei dazu d € R” beliebig. Wir kénnen d eindeu-
tig darstellen als d = d; + d, mit d; L d und dy € span{g}, alsod = d; + ad. Wir machen eine
Fallunterscheidung nach dem Vorzeichen von a. Wenn « > 0 ist, dann gilt

£/ (x0:d) < f'(x0:dh) + af(x0;d) = o0
wegen Satz 16.13. Damit ist in diesem Fall (s + d)d < f’(x0; d) klar. Andernfalls ist ¢ < 0 und daher
(s+d)d=s'd+d (d+ad) =s'd+a|d|? <s'd < f(x0;d)
nach Satz 16.15. Wir haben also gezeigt, dass
(s+d)'d < f'(xp;d) fiiralled € R"

gilt. Aus Satz 16.15 folgt damit s + d e df (x¢), Widerspruch. Folglich gilt notwendigerweise x, €
intdom f.

Wir definieren die konvexe Funktion

g(8x) = f(xo + 6x) — f(x0) — s"6x.

Fiir diese gilt dann g(éx) > 0 (Quizfrage: Warum?) sowie 0 € int dom g und dg(0) = {0}. Wir miissen
zeigen:
g(6x)
m =0
5x—0 ||0x]||

(16.26)
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Es sei R > 0 so, dass B,(0) C domg liegt. Lemma 16.19 zeigt, dass es affin unabhingige Punkte
0o, ...,0, und ein r > 0 gibt, sodass mit A := conv({vy,...,v,}) gilt: B,(0) € A C B,(0) € domg.
Folglich gilt ||v;|| < R fir alle j =0,...,n.

Jedes Element in A und insbesonderes jedes y € B, (0) hat eine (eindeutige) Darstellung als Konvex-
kombination

n
y = Z a;jv;j (16.27)
7=0
mit Koeffizienten a; > 0 und 37 ; = 1.
Es sei nun dx € R” beliebig, aber fest, mit ||dx|| < %2 und éx # 0. Daraus folgt @ llojll < r.

Wir schitzen nun ab:

|6x||  Ox
9(6x) = g( )
ro lléx]]
16xll <
= 0 6.
g( . JZ:(; aj vj) wegen (16.27)
s  Uleict
< a;g " vj Jensensche Ungleichung
j=0
1)
< max (H all vj) (16.28)
j=0,...,n r
Die Funktionswerte sind alle endlich, da, wie bereits gezeigt, @ vj € B.(0) C dom g liegt.
Nach Satz 16.15 gilt wegen dg(0) = {0}:
g'(0;d) = max{s'd|s € dg(0)} = 0
fir alle d € R™. Zusammen mit der Monotonie des Differenzenquotienten erhalten wir
td) —g(0 td td
0=¢'(0;d) = lim 9(td) ~9(0) = lim 9(td) < g(td) (16.29)
\,0 t 1NO T t
fir alle t > 0 und alle d € R". Wir kénnen nun (16.26) zeigen: Wegen (16.28) haben wir
(6) o(13Lo))
glox r
0< < max ———,
6x|| = j=orin  ||6x]|
und wegen (16.29) gilt
18x]l t
I\ Y 9(7 2))
im lim =0
loxiNo  [|6x]| Nt
furalle j=0,...,n. O

Ende der Woche 12
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§17 KEGEL

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 2.2.1

Definition 17.1 (Kegel).
Eine Menge K C R" heift ein Kegel (englisch: cone), wenn fx € K gilt fiir x € K und alle f > 0. Kurz:
BK C K fiir alle p > 0. Der Kegel K heif3t spitz, wenn 0 € K ist, ansonsten stumpf.

Beachte: Mit jedem Punkt x € R” enthilt ein Kegel bereits die ganze Halbgerade {fx : f > 0}.

Beispiel 17.2 (Kegel).
Beispiele fiir Kegel sind:

(i) offene Halbgerade{fa|f > 0} mitac R",a+ 0
(ii) abgeschlossene Halbgerade {fa|f > 0} mitac R",a# 0
(iii) offener Orthant {x € R" |x > 0}
(iv) abgeschlossener Orthant R} = {x € R" | x > 0}
(v) der Lorentzkegel K = {(x,t) €e R" xR |||x]|| < ¢t}
(vi) die Menge der symmetrisch positiv semidefiniten Matrizen ST in R™" .
Beachte: Kegel sind i. A. nicht konvex.
Satz 17.3 (Operationen auf Kegeln).
(i) Essei{K;};jcj eine beliebige Familie von Kegeln. Dann ist () ;c; K; ein Kegel.

(ii) Esseien K; C R™,i=1,...,k Kegel. Dann ist das kartesische Produkt K; X - - - X Ky ein Kegel in
R™M x ... x R,

(iii) Essei f: R" — R™ eine lineare Abbildung und K C R" und K C R™ Kegel. Dann sind das Bild
f(K) € R™ und das Urbild f~1(K) C R" Kegel. Quizfrage: Gilt das auch, wenn f affin-linear ist?

(iv) Sind K3, K> € R™ Kegel, dann sind

ﬁKlz{ﬁx1|x1€K1} furﬁER

sowie die Minkowski-Summe
K+ K,

Kegel.
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(v) Das Komplement K° = R" \ K eines Kegels K € R" ist ein Kegel.

(vi) Ist K C R" ein Kegel, dann sind das Innere int(K), der Abschluss K und der Rand 9K wieder Kegel.
Beweis. Ubung i

Lemma 17.4 (Konvexe Kegel).
Essei K C R"™.

(a) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) K ist ein konvexer Kegel.

(if) Es gilt ay x1 + ap x5 € K fiir alle x1,x, € K und ay, az > 0.
(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) K ist ein spitzer konvexer Kegel.

(if) Es gilt &y x1 + az x2 € K fiir alle x1,x, € K und aq, 2 > 0.

Beweis. Aussage (a): Es sei zunédchst K ¢ R” ein konvexer Kegel und x;, x; € K sowie a3, @, > 0. Dann
sind a; x; und a3 x5 in K und

€K (Konvexitit)
—

X +ayx, =2 (%alxl + %0{2 xz) € K.
~—— S~
€K eK

Umgekehrt seien xj, x; € K und a € (0,1). Nach Voraussetzung ist & x; + (1 — ) x; € K, also K konvex.
Es sei weiter x € K und f > 0. Wahle a1 = a2 = /2 und x; = x, = x. Nach Voraussetzung ist
ax=ax;+(1—a)x; € K, also K ein Kegel.

Aussage (b): analog. ]
Beachte: Der Rezessionskegel (6.9) eines Polyeders in Normalform sowie die konische Hiille (6.13)
cone{by,...,b,} einer Menge von Vektoren sind konvexe Kegel, die zudem abgeschlossen sind.

Fiir den Rest dieses Abschnitts werden wir uns mit Kegeln beschiftigen, die in der konvexen Optimie-
rung eine besondere Bedeutung haben.
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§ 17.1 RADIALKEGEL UND KEGEL ZULASSIGER RICHTUNGEN

Definition 17.5 (Kegel zulassiger Richtungen). Es sei M C R" eine beliebige Menge und x € M . Dann
heift
Fm(x) = {d € R" | es gibt ein € > 0, sodass x + t d € M liegt fiir allet € [0, ¢]} (17.1)

der Kegel der zulidssigen Richtungen (englisch: cone of feasible directions) der Menge M im Punkt x.
Ein Vektor d € Fp(x) heifst zuldssige Richtung von M im Punkt x. Man definiert Fa(x) = 0 fiir
x & M.

Definition 17.6 (Radialkegel). Es sei M C R" eine beliebige Menge und x € M . Dann heif3t

Ku(x) = {B(y-x)|yeM p>0}=JpM-x) (17.2)
£>0

der von M — x erzeugte Kegel oder der Radialkegel (englisch: radial cone) an die Menge M im Punkt x.
Ein Vektord € Ky (x) heifit radiale Richtung von M im Punkt x. Man definiert Ky (x) := 0 fiirx ¢ M.

Quizfrage: Warum sind % (x) und K (x) Kegel?

Quizfrage: Was sind Fr(x) und Ky (x) fur x € int(M)?

Abbildung 17.1: Kegel der zuldssigen Richtungen Fs(x) (griin) und Radialkegel Ky (x) (rot) einer
nichtkonvexen Menge M in einem Punkt x. Dargestellt ist jeweils der verschobene
Kegel x + Fpr(x) bzw. x + K (x).

Satz 17.7 (Eigenschaften von F(x), K (x) und deren Zusammenhang).
Es sei M C R" beliebig und x € M. Dann gilt:

(i) Fm(x) und Kn(x) sind spitze Kegel.
(i) Fm(x) € Ku(x).
(iii) M C x + Ku(x).

(iv) Essei C € R" konvex und x € C. Dann ist Kc(x) ein spitzer konvexer Kegel, und es gilt Fc(x) =
Ke(x).
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Beweis. Ubung. i

Quizfrage: Beispiel fiir eine nichtkonvexe Menge M und einen Punkt x € M, sodass dennoch F(x) =
K (x) gilt?

Lemma 17.8 (Richtungsableitung der Indikatorfunktion). Es sei C C R" eine nichtleere konvexe Menge

und x € C. Dann gilt:

0, fallsd € Fc(x) oder dquivalent: d € Kc(x),

oo sonst.

S-(x;d) = { (17.3)
Beweis. Der Differenzenquotient fir ¢t > 0

_Sc(x+td)—Sc(x)  Sc(x+td) -0
t t

q(t)
wird entweder gleich null fiir ein ¢, > 0 (und dann wegen der Konvexitit von C auch fiir alle ¢ € [0, ],

oder esist q(t) = co fiir alle t > 0. Der erste Fall ist genau der Fall d € F(d), siehe (17.1). Die Gleichheit
Fe(x) = Ke(x) wurde in Satz 17.7 gezeigt. O

§17.2 NORMALENKEGEL

Definition 17.9 (Normalenkegel).
Es sei M C R" eine beliebige Menge und x € M . Dann heifjt

Nu(x) = {s e R"|s"(y — x) < 0 fiir alle y € M} (17.4)
der Normalenkegel (englisch: normal cone) von M im Punkt x. Ein Vektor s € Ny(x) heifst Norma-

lenrichtung von M im Punkt x. Man definiert Ny(x) = 0 fiirx ¢ M.

Beachte: s ist genau dann eine Normalenrichtung von M in x € M, wenn M enthalten ist im Halbraum
{y € R"|s"y < B = s"x} mit Normalenvektor s. Mit anderen Worten: Die Normalenrichtungen im
Punkt x sind (bis auf s = 0) gerade die Normalenvektoren von Hyperebenen, die den Punkt x von M
trennen.

Quizfrage: Was ist Njy(x) fiir x € int(M)?

Lemma 17.10 (Eigenschaften des Normalenkegels).
Es sei M C R" eine beliebige Menge und x € M. Dann gilt:

(i) Der Normalenkegel Ny(x) ist ein konvexer abgeschlossener Kegel.
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Abbildung 17.2: Normalenkegel Ny (x) (blau) einer konvexen Menge M in einem Punkt x. Dargestellt
ist der verschobene Kegel x + Ny (x).

(ii) Es gilt
Ny (x) = Ky (x)° == {s e R"|s'd < 0 fiir alled € Ky (x)}.

Man sagt: Der Normalenkegel ist der Polarkegel® des Radialkegels.

Beweis. Ubung. mi

Lemma 17.11 (Normalenkegel und Subdifferential der Indikatorfunktion). Es sei C C R” eine nichtleere
konvexe Menge. Dann gilt:

96c(x) = Ne(x) (17.5)

fir alle x € R", d. h., das Subdifferential der Indikatorfunktion einer konvexen Menge ist gerade der
Normalenkegel von C im Punkt x.

Beweis. Falls x ¢ C ist, dann ist d6c(x) = 0 (Quizfrage: Warum nochmal?) und Nc(x) = 0 per
Definition. Im Fall x € Cist s € d6¢(x) genau dann, wenn gilt:

Sc(y) = 6c(x) +s"(y—x) firalle y € R".
———
=0

Da diese Ungleichung fiir y ¢ C trivialerweise erfiillt ist, reicht es, sie fiir y € C zu fordern. Es ist also
s € dd¢c(x) genau dann, wenn

0>0+s(y—x) firalleyeC

gilt. Das ist aber gerade die Definition dafiir, dass s zum Normalenkegel Nc(x) gehort, siehe (17.4). O

8 Allgemein ist der Polarkegel einer beliebigen Menge M C R” gegeben durch

M® = {s € R"|s"y < 0 fiir alle y € M}.
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Quizfrage: Stimmt die Aussage von Lemma 17.11 auch noch im Fall C = (?

§ 18 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN DER KONVEXEN OPTIMIERUNG

Literatur: Rockafellar, 1970, Section 27

Wir betrachten wieder die konvexe Optimierungsaufgabe aus (14.1)
Minimiere f(x) uber x € R" (18.1)
mit konvexer Zielfunktion f: R" — R U {co}. Desweiteren nehmen wir in diesem Abschnitt durch-

gangig f als eigentlich an. Das ist keine Einschrankung, denn wenn f = oo ist, dann ist die Aufgabe
(18.1) nicht interessant.

Satz 18.1 (Notwendige und hinreichende Optimalitidtsbedingungen). Es sei f: R* — R U {oo} konvex.
Dann sind die folgenden Aussagen fiir einen Punkt x* € R" dquivalent:

(i) x* ist ein (globaler) Minimierer fiir (18.1).
(ii) Esgilt f'(x*;d) > 0 fiir alled € R™.

(iii) Es gilt 0 € 9f (x*).

Beweis. Die Bedingung 0 € df (x*) ist 4quivalent dazu, dass

fx) 2 f(x") +0(x - x")

fir alle x € R" gilt. Das ist aber wiederum nach Definition dquivalent dazu, dass x* ein globaler
Minimierer ist. Nach Satz 16.15 ist weiterhin 0 € df (x*) dquivalent dazu, dass f’(x*;d) > 0"d = 0 fiir
alle d € R™ ist. m]

Beachte: Dieses Resultat verallgemeinert die notwendigen Optimalitatsbedingungen der unrestrin-
gierten Optimierung aus Satz 3.1.

Folgerung 18.2. Essei f: R — RU{oo} konvex. Dann sind die folgenden Aussagen fiir einen Punkt x* €
R”, an dem f diffbar ist, dquivalent:

(i) x* ist ein (globaler) Minimierer fiir (18.1).
(if) Esgilt f’'(x*)d = 0 fiir alled € R™.

(iii) Es gilt Vf(x*) = 0.
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Beweis. Das Resultat folgt sofort aus Satz 16.24 und der Tatsache, dass wegen der Diftbarkeit von f in
x* gilt: f'(x*;d) = f'(x*)d = Vf(x*)"d. ]

Da f eigentlich ist, kann die Aufgabe (18.1) bereits implizite Beschrankungen dadurch beinhalten, dass
f moglicherweise nicht tiberall endlich ist. Jeder globale Minimierer x* liegt notwendigerweise in

dom f.

Mochte man aber weitere Beschrankungen hinzufiigen, so kann man dies durch Betrachtung der
Aufgabe
Minimiere f(x) + dc(x) tuber x € R" (18.2)

tun, wobei C eine nichtleere konvexe Menge ist. Wir sprechen hier von ,abstrakten Nebenbedingungen®
im Gegensatz zu Nebenbedingungen, die in Form von Gleichungen oder Ungleichungen gegeben sind,
vgl. (1.1). Effektiv findet die Minimierung dann tiber C N dom f statt. Wir geben eine Version von
Satz 18.1 fiir diese Aufgabe an. Zuvor benétigen wir jedoch eine Aussage tiber die Richtungsableitung
von Funktionen der Bauart wie in (18.2).

Lemma 18.3 (Richtungsableitung von f + 8¢). Es sei f: R® — R U {oo} konvex, C eine nichtleere
konvexe Menge sowie x € C. Dann gilt:

f'(xd)  fird € Ke(x),
o sonst.

(f +0c) (x;d) = f'(x;d) + 5¢(x;d) = { (18.3)

Den im mittleren Term moglicherweise vorkommenden Fall (—oco) + oo interpretieren wir also als co.

Beweis. Unter Beachtung von dc(x) = 0 betrachten wir den Differenzenquotienten fiir f + §¢ an der
Stelle x in Richtung d und mit ¢ > 0:

fx+td) - f(x) N dc(x+td)
t t

= (1) +q2(1).

Wir unterscheiden verschiedene Fille. Falls f’(x;d) € R oder f’(x;d) = oo ist, so konnen wir direkt
den Grenziibergang t ™\, 0 durchfithren und erhalten (18.3). Ist f'(x;d) = —oco und 6/.(x;d) = 0,
dann ist g, (t) = 0 fur alle hinreichend kleinen ¢ > 0, und wir kénnen ebenfalls den Grenziibergang
durchfiithren. Der verbleibende Fall f’(x;d) = —co und §/.(x;d) = oo bedeutet, dass g;(¢) fiir alle
hinreichend kleinen ¢ > 0 endlich ist, aber g, (t) = co. Damit ist q;(t) + g2 (t) = oo fuir alle hinreichend
kleinen t > 0, also auch der Grenzwert. Damit ist die erste Gleichheit in (18.3) gezeigt. Die zweite folgt
sofort aus Lemma 17.8. O

Satz 18.4 (Notwendige und hinreichende Optimalitdtsbedingungen unter abstrakten Nebenbedingun-
gen). Es sei f: R — R U {oo} konvex und C C R" konvex und nichtleer. Dann sind die folgenden
Aussagen fiir einen Punkt x* € C dquivalent:

(i) x* ist ein (globaler) Minimierer fiir (18.2).

(ii) Esgilt f’(x*;d) > 0 fiir alled € Kc(x").
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(iii) Es gilt f’(x*;x —x*) > 0 fiir allex € C.
(iv) Esgilt0 € o(f + d¢c)(x").

Ferner gilt: Die beiden folgenden Aussagen sind untereinander dquivalent, und jede der Aussagen ist
hinreichend fiir jede der Aussagen (i) bis (iv).

(v) Esgilt0 € 9f (x*) + Ne(x™).
(vi) Es gibt eins € 3f (x*) mit der Eigenschaft s"(x — x*) > 0 fiir alle x € C.

Falls die Regularitdtsbedingung rel int dom f Nrelint C # 0 gilt, dann ist jede der Aussagen (v) und (vi)
auch notwendig fiir jede der Aussagen (i) bis (iv).

Beweis. Wir setzen g := f + d¢c. Nach Satz 18.1 sind folgende Aussagen dquivalent: Aussage (i);
0 € dg(x*), also Aussage (iv); und (f + 8¢)’(x;d) = 0 fir alle d € R”, was nach (18.3) gleichbedeutend
ist mit

f'(x;d) 20 fird € Ke(x), (18.4)

also Aussage (ii). Aus Aussage (ii) folgt aber sofort Aussage (iii), weil
x—x"eKe(x*)={f(x—x")|xeC, >0}

ist. Umgekehrt folgt aus f’(x*;x — x*) > 0 mit der positiven Homogenitat auch f’"(x*; 8 (x — x¥)) =
B f'(x*;x —x*) > 0 fiir alle § > 0, also impliziert Aussage (iii) auch Aussage (ii). Die Aquivalenzen
von Aussagen (i) bis (iv) sind damit gezeigt.

Aufgrund der Summenregel fir das Subdifferential aus Satz 16.7 gilt 9f (x*) + d5c(x*) € a(f + 5c) (x™),
wobei nach Lemma 17.11 wiederum 9¢(x*) = N (x™) ist. Wir haben also gezeigt, dass Aussage (v)
hinreichend fiir Aussage (iv) ist.

Aussage (v) bedeutet, dass ein s € df (x*) existiert mit der Eigenschaft —s € N¢(x*). Die Definition 17.9
zeigt sofort die Aquivalenz mit Aussage (vi).

Aus Satz 16.7 folgt sogar df (x*) + dd¢c(x*) = I(f + 8¢)(x*), also die Aquivalenz von Aussage (iv)
und Aussage (v), falls die Regularitiatsbedingung (rel intdom f) N (rel int dom §¢) = (relint dom f) N
(relint C) erfiillt ist. Damit ist alles gezeigt. ]

Folgerung 18.5 (Projektionsaufgabe). Wir betrachten nochmals die Projektionsaufgabe (15.2). Es sei
also C eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge und p € R". Dann gilt nach Satz 18.4 (iii): x* € C
ist genau dann gleich proj.-(p), also der eindeutige Minimierer von

1
Minimiere f(x) = 5||x —pll* +8c(x) iiberx € R",

wenn f’(x*;x —x*) > 0 gilt fiir alle x € C, also

(x* =p)'(x—x") >0 firallex € C.
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Das ist genau die Bedingung, die wir bereits aus Satz 15.3 als notwendige und hinreichende Bedingung
kennen, vgl. (15.4).

Quizfrage: Ist die Regularititsbedingung erfiillt? Wie lautet die Bedingung aus Satz 18.4 (iii) ausge-
schrieben?

Quizfrage: Wofiir benétigt man denn hier die Abgeschlossenheit von C?

§ 19 BUNDLE-VERFAHREN

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 6

Wir besprechen in diesem Abschnitt ein Verfahren fiir allgemeine konvexe Optimierungsaufgaben
ohne weitere Struktur. Genauer betrachten wir Aufgaben der Form

Minimiere f(x) tuber x € R" (19.1)

mit konvexer Zielfunktion f: R" — R. Wir nehmen also der Einfachheit halber an, dass f iiberall
endlich ist.

Fir Aufgaben mit mehr Struktur, etwa
Minimiere g(Ax) + h(x),

wobei g: R™ — R U {co} und h: R® — R U {co} konvexe Funktionen sind und A € R™" ist, gibt
es geeignetere Verfahren, die diese Struktur ausnutzen. Diese verwenden aber i.d.R. eine andere,
aquivalente Formulierung als Sattelpunktaufgabe

Minimiere max p'Ax + h(x) — g"(p)
peER™

bzw. die zugehorigen Optimalitatsbedingungen in der Form

Ax € ag*(p),
—A"p € dh(x),
wobei g* die sogenannte Fenchel-konjugierte (auch: konvex konjugierte) (englisch: Fenchel conju-
gate, convex conjugate) Funktion zu g ist. Mehr zu Fenchel-konjugierten Funktionen, dualen Aufgaben

und Sattelpunktaufgaben, deren Optimalitdtsbedingungen und darauf aufbauende Losungsverfahren
erfahrt man in Vorlesungen zur konvexen Optimierung.

§ 19.1  DIE RICHTUNG DES STEILSTEN ABSTIEGS

Warum benétigen wir iiberhaupt spezielle Verfahren fiir Optimierungsaufgaben (19.1), in denen die
Zielfunktion konvex, aber i. A. nicht diffbar ist? Wir wollen dies an einem Beispiel motivieren. Dazu
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fithren wir zunéchst, analog zu (4.9), die Richtung des steilsten Abstiegs von f im Punkt x, als
Losung der Aufgabe
Minimiere  f’(x¢;d) tberd € R”

19.2
unter ||d|| €1 (9.2)

ein.? Da die Zielfunktion d — f”(x¢;d) nach Lemma 16.20 stetig und B, (0) kompakt ist, existiert nach
dem Satz von Weierstrafl bzw. Satz 1.4 eine globale Losung von (19.2). Aufgrund der Konvexitét der

Zielfunktion (Satz 16.13) existieren keine lokalen Minimierer, die nicht gleichzeitig globale Minimierer
sind.

Lemma 19.1 (Eindeutigkeit der Richtung des steilsten Abstiegs). Essei f: R" — R konvex undx, € R".
Falls ein d € R" existiert, sodass f’(xo;d) < 0 ist, dann ist die Losung von (19.2) eindeutig.

Beweis. m|

Wir werden in Satz 19.3 die Richtung des steilsten Abstiegs charakterisieren. Dazu benétigen wir
folgendes Hilfsresultat.

Lemma 19.2 (Minimax-Lemma). Es seien M;, M, C R" beliebige nichtleere Mengen. Dann gilt

sup inf x'y < inf sup x'y. (19.3)
XEM; yEM, yEM; x€M,;
Beweis.
x'y < supX'y fiir alle x € My, y € M,
xeM;
= inf X'y < sup X'y fir alle x € My, y € M,
yeM, xeM
= inf x'y < inf sup X'y fiir alle x € M,
YeM, yeM, XeM;
= sup inf X'y < inf sup x'y.
xeM; yEMz yEMz xeM;
O

Sogenannte Minimax-Theoreme beschiftigen sich mit der Frage, unter welchen Voraussetzungen
in (19.3) die Gleichheit gilt.*®

9Statt ||d|| < 1koénnten wir wie in (4.9) auch ||d|| = 1 schreiben. (Quizfrage: Begriindung?)
°Minimax-Theoreme haben Anwendungen u. a. in der Spieltheorie. Ein klassisches Resultat ist das von von Neumann,
1928, das besagt: Wenn C; C R" und C; € R™ beide konvex und kompakt sind und f: C; X Cz — R stetig und
konkav-konvex ist, also
f(, y): C; = Rist konkav fiir alle y € Cy,
f(x,-): C2 — R ist konvex fur alle x € Cy,
dann gilt

max min f(x,y) = min max f(x, y).
xeClyEsz( y) yEszeclf( y)

Dieses Resultat ist mittlerweile in zahlreiche Richtungen verallgemeinert worden.
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Satz 19.3 (Richtung des steilsten Abstiegs). Es sei f: R" — R konvex und x, € R" kein globaler
Minimierer von f. Dann ist die eindeutige Losung von (19.2) gegeben durch

g ; . .
d = _M’ wobei g = prO]af(xO)(O) ist. (19.4)

Es gilt ' (x0;d) = —||gl|.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit der Lésung von (19.2). Da xj kein globaler und damit
auch kein lokaler Minimierer von f ist, gibt es ein d € R"” mit f’(x¢;d) < 0. (Quizfrage: Genaue
Begriindung?) Die Eindeutigkeit der Richtung des steilsten Abstiegs folgt nun aus Lemma 19.1.

Da x kein globaler Minimierer ist, gilt weiter 0 ¢ df (xo). Da df (x,) nichtleer ist (Satz 16.5) sowie abge-
schlossen und konvex (Satz 16.6), existiert g := proj of (xo) (0) # 0 nach Satz 15.3 und ist charakterisiert
durch

(g—0)'(s—g) =0 firalles € df(xo).

Mit der Definition d := —g/||g|| folgt also
s'd <d'g=—|g|| fiiralles € af(xo).
Nach Satz 16.15 folgt also (Quizfrage: Warum ist (16.19) anwendbar?)
F'(x03d) = max{s'd | s € 9f (x0)} < ~lgll
Wir kénnen also den Optimalwert der Aufgabe (19.2) schreiben als

min f'(xo;d) = min max s'd < —||g]|. 0.
IIdIISIf( 0:d) lld|l<1s€af (xo) gl (19.5)

Wir betrachten jetzt die Aufgabe nach Vertauschung von min und max, also

max min s'd.
s€af (xo) lld|l <1
Zunachst ist noch unklar, ob wir hier tiberhaupt max bzw. min schreiben diirfen oder sup bzw. inf
verwenden missen. Die innere Aufgabe hat, fiir gegebenes s € df(xy), aber offenbar d = —s/||s||
als eindeutigen Minimierer mit Optimalwert —||s||. (Quizfrage: Warum ist s # 0?) Wir kénnen die
Aufgabe also auch schreiben als

Maximiere — ||s|| iber s € 9f (xo). (19.6)

Da df (x¢) nichtleer und kompakt ist und —||s|| stetig, wird das Maximum angenommen. Die Aufgabe
ist weiter dquivalent zu
Minimiere ||s — 0] tiber s € 9f (xo),

deren (eindeutige) Losung wir bereits kennen: s = proj af (x0) (0) = g. Der Optimalwert von (19.6) ist
also —||g]l.

Wir fassen zusammen und erhalten unter Zuhilfenahme des Minimax-Lemmas 19.2:

—|lgll = max min s'"d < min max s'd < —||g].
s€af (xo) lld|l <1 ldll<1s€af (xo)
Es gilt also iiberall Gleichheit, und aus (19.5) folgt wie behauptet f'(x;d) = —||g]|. O
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Abbildung 19.1: Darstellung der Funktion aus Beispiel 19.4 mit Linien der Nichtdifferenzierbarkeit
(links) und Ausschnitt mit den ersten Iterierten des Verfahrens des steilsten Abstiegs
mit exakter Liniensuche, ausgehend von x(®) = (9, —3)" (rechts).

Es folgt nun das eingangs erwihnte Beispiel, das zeigt, dass man unter Verwendung der Richtung
des steilsten Abstiegs (19.4) selbst mit exakter Liniensuche ein Abstiegsverfahren erhilt, das gegen
,2uninteressante“ Punkte konvergieren kann.

Beispiel 19.4 (aus Bonnans u. a., 2003, Example 9.1). Die konvexe Funktion f: R> — R sei gegeben

durch f (x) = max{fo(x), f1(x), f-2(x), i(x), f2(x)} mit

fo(x) == =100, fig(x) :=3x%£2x5, fia(x) :=2x1 5.

m

Der Optimalwert von f* = —100 wird auf der konvexen Menge der globalen Minimierer {(x1, x;)
R? | x; < =50, |xz| < 0.4x; + 20} angenommen, vgl. Abbildung 19.1.

Man kann zeigen, dass das Verfahren des steilsten Abstiegs mit exakter Liniensuche, gestartet bei x (%)
(9,-3)", die Iterationsfolge

x(k) — (32—k’ (_1)k31—k)T

erzeugt. Das Subdifferential ist jeweils

6f(x(k)) = conv{( (_1)3k+12 ) ( (_1)2k+15 )} .

Wir erhalten also g% = pI‘Ojaf(x(k))(O) = (3, (—1)"“2)T mit ||g™®|| = V13 und Suchrichtungen d'® =
-g%® /1lg® .

Die Funktionswerte f(x®)) = 11 - 3% sind streng monoton fallend. Die Folge (x*)) konvergiert (q-
linear) gegen den Punkt x* = (0,0)" mit f(x*) = 0, der ein nicht-optimaler, ,nichtglatter” Punkt der
Zielfunktion f ist.

Die Schwierigkeiten lassen sich auf folgende Beobachtungen fiir reellwertige, konvexe Funktionen f
zuriickfithren:
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(1) Das Subdifferential of : R" — £ (R") ist als mengenwertige Funktion zwar auflerhalbstetig
(englisch: outer semicontinuous), d. h.:

Fiir alle Folgen x'¥) — x und alle Folgen s® e of (x®) mit s g gilt s € 9f (x),

(Quizfrage: Beweis?) jedoch nicht innerhalbstetig (englisch: inner semicontinuous). Die In-
nerhalbstetigkeit wiirde bedeuten:

Fiir alle Folgen x'¥) — x und alle s € 9f (x) gibt es eine Folge s € af (x®) mit s* — .

(Quizfrage: Beispiel, das die fehlende Innerhalbstetigkeit von df zeigt?)

(2) Die fehlende Innerhalbstetigkeit von df bedeutet, dass bereits kleine Anderungen in x grofie
Anderungen in 9f (x) hervorrufen kénnen. Da die Richtung des steilsten Abstiegs an einer
Tterierten x%) gemifB (19.4) aus af (x¥)) berechnet wird, ergibt sich kein stabiles Verfahren.

Weitere praktische Nachteile von Verfahren des steilsten Abstiegs fiir (19.1) sind:

(3) Die Bestimmung von g‘*) = proj af (x®ky (0) und damit die Bestimmung der Suchrichtung d (k) =
—g%® /11g® || erfordert i. W. die Bestimmung des gesamten Subdifferentials.

§19.2 DAs BUNDLE-TEILPROBLEM

Wir entwickeln im Folgenden einen einfachen Vertreter der Klasse der Bundle-Verfahren, einer
Familie leistungsfahiger Verfahren fiir allgemeine konvexe Optimierungsaufgaben (19.1), die die oben
genannten Nachteile nicht aufweisen. Bundle-Verfahren basieren auf der Idee, Subgradienten s/ €
df (x)) einer Reihe von Punkten x/), j = 0,1,.. ., k zu sammeln (daher der Name Biindel) und daraus
ein stiickweise lineares, konvexes Modell der Zielfunktion f zu erstellen:

P (x) = max{f(x(j)) + () (x = x) li=01... .k} (19.7)

Dieses sogenannte Schnittebenenmodell (englisch: cutting plane model) hat folgende Eigenschaf-
ten:

Lemma 19.5 (Eigenschaften des Schnittebenenmodells). Es sei f: R" — R konvex, x/) € R" und
s e af(xD) fir j = 0,1,...,k. Dann ist fF: R* — R konvex, und es gilt fF(x) < f(x) fir alle
x € R" sowie fP (x)) = f(xD) firj=0,1,...,k.

Beweis. f<F ist als Maximum konvexer (linearer) Funktionen konvex nach Satz 13.16. Nach der Subgra-
dientenungleichung (16.1) gilt

fx) = FxD) + (YT (x —xW)  fiirallex e R" und alle j = 0,1,.. ., k,
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G ) L@ %

Abbildung 19.2: lllustration des Schnittebenenmodells (19.7).

also auch
f(x) > max{f(x(j)) + (s (x = x) |i=01....,k} = f"(x) fiirallex € R".
Speziell fiir x = x/) folgt
£ 2 max{F9) + (sO) (0 = xD) [ = 0,1,... k) = FP(D)
> FeD) 4 (D) (D) = x 0y
= ),
also die Gleichheit. O

Das Schnittebenenmodell (19.7) und Varianten davon werden gleich als Zielfunktion eines Ersatz-
problems fiir (19.1) verwendet. Zur Vereinfachung der Notation wihlen wir einen Referenzpunkt X
und ersetzen die Variable x durch die Richtungsvariable d := x — x. Zur Abkiirzung fithren wir die
Linearisierungsfehler

a¥ = f@) - fF(xD) - (s (x-xD) >0, j=01... .k (19.8)
ein, die an der Stelle X die Differenz zwischen dem tatsachlichen Funktionswert und dem Wert des auf
dem Subgradienten s/) basierenden linearen Modells messen.

Beachte: Die Eigenschaft ¥ >0 folgt sofort aus Lemma 19.5.

Um das Modell (19.7) auf die Richtungsvariable d umzuschreiben, nutzen wir
F(xD) + (s (x = xD) = F(xD) + (s (x —x+x—xD)
— f(x(j)) + (s(j))T(d +x% — x(j))
= (sd -a¥ + f(x).

Da bei der Minimierung bzgl. d die von j unabhéngige Konstante f(x) keine Rolle spielt, setzen wir
als Schnittebenenrichtungsmodell jetzt die Funktion

m<t(d) = max{(s(j))Td —z) |j =0,1.. .,k} (19.9)
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an. Um die Minimierung dieser stiickweise linearen, konvexen Funktion (19.9) durchzufiihren, ist es
ginstig, zur sogenannten Epigraph-Reformulierung (19.10) iiberzugehen:

Lemma 19.6 (Epigraph-Reformulierung"). Der Vektor d € R" ist ein (globaler) Minimierer von (19.9)
genau dann, wenn (d, £) € R" X R ein (globaler) Minimierer der Aufgabe

Minimiere ¢ iber (d,¢) e R" xR

) . (19.10)
unter (sY)7d —a¥ < & j=0,1,...k

ist.
Beweis. O

Wir haben also die Nichtglattheit von (19.9) gegen Nebenbedingungen in (19.10) ,eingetauscht®. Die Auf-
gabe (19.10) ist nun ein LP. Wir untersuchen jetzt das dazu duale LP.*> Wir kénnen leicht nachrechnen,
dass dieses durch die (Minimierungs-)Aufgabe

k
Minimiere ZEU )\ ; tuberle RK+1

=0
k
unter A > 0 und Z Aj=1 (19.11)
j=0
k
sowie ZA‘,-S(") =0
=0

gegeben ist.

Das LP (19.10) kann unbeschrankt sein, was genau dann der Fall ist, wenn (19.11) unzuléssig ist (Satz 8.7).
Letzteres ist genau dann der Fall, wenn sich der Nullvektor nicht aus den Subgradienten s) konvex-
kombinieren lésst, also insbesondere dann, wenn nur wenige Subgradienten verwendet werden.

Um diese Schwierigkeit zu umgehen, wollen wir das primale Problem (19.10) durch Hinzufiigen eines
Terms der Bauart ||d||? in der Zielfunktion regularisieren. Die Aufgabe ist dann kein LP mehr, sondern

"Wie sich aus dem Beweis ergibt, ist die Epigraph-Reformulierung immer moglich, wenn die Zielfunktion als das punktweise
Maximum endlich vieler konvexer Funktionen definiert ist.
2Mit den Kenntnissen aus Kapitel 2 kénnen wir leicht herleiten (siehe auch Ubungsaufgabe 1 auf Ubungsblatt 6), dass das zu

Minimiere c¢'x iiber x € R
unter Ax <b
duale LP durch
Maximiere —b'A iiber x € R"
unter A"l=-—c
und A>0

gegeben ist. (Quizfrage: Begriindung?) Die notwendigen und hinreichenden Optimalitatsbedingungen bestehen neben
der primalen und der dualen Zuléssigkeit aus der Komplementarititsbedingung AT(A x — b) = 0.

162 https://tinyurl.com/scoop-gdo 2022-02-20


https://tinyurl.com/scoop-gdo

@®O®® Grundlagen der Optimierung

ein konvexes [QP]quadratisches Programm (vgl. Definition 1.2). Auch fiir solche QPs gibt es eine
Dualitatstheorie, die wir hier aber nicht im Detail ausfithren. Stattdessen stellen wir ohne Beweis
oder Herleitung die primalen und dualen Aufgaben fiir (19.10) und zwei Varianten davon in Tabelle 19.1
zusammen. Dabei verwenden wir fiir die in den dualen Aufgaben stets vorkommenden Bedingungen
A > 0und Z’;:O Aj = 1die Abkiirzung 1 € A (Einheitssimplex, vgl. Beispiel 13.2). Auflerdem fithren wir
zur Vermeidung von Summensymbolen die Matrix

\ \
Si= g0 ... | e Rk
\ \

sowie den Vektor

z:=@,...,a®)" e R¥

ein. Die Parameter 7 und ¢ sind positive Zahlen.

Beachte: Auch die dualen Aufgaben sind hier immer in Minimierungsform angegeben.

Minimiere ¢ tber (d,¢) e R" xR Minimiere @'l iiber 1 € RF*!
unter S'd-a@ < &1 unter 1€ A
(19.12) und SA=0 (19.13)

Komplementaritat: (S'd—a—&1)"A=0

. T .. _ 1
Minimiere ¢+ EHd”Z tiber (d, &) e R* xR Minimiere @'\ + 2—||S A2 iber 1 e RF*
T

unter S'd-a <¢é1 (19.14) unter 1 €A (19.15)

Komplementaritat: (S'd—a—&1)"A=0

c . T .. 1
Minimiere &+ E||d||2 +en uber (d, &) € R" x R® Minimiere 2—||S A2 iiber 2 € RF*
T

unter S'd-na < &1 unter 1A€A
und 7 >0 (19.16) und a'A<e (19.17)

Sd-a-1)"A=0

Komplementaritat:
P n@i-¢e) =0

Tabelle 19.1: Zusammenstellung primaler und dualer Varianten der Epigraph-Reformulierung (19.10)
des Schnittebenenproblems.

Bevor wir die Interpretationen und den Nutzen der verschiedenen Varianten angeben, bendtigen wir
weitere Informationen. Zunichst geben wir (ohne Beweis) ein bemerkenswertes Resultat fiir QPs,
analog zum Existenzsatz fiir LPs 6.9 an.
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Satz 19.7 (Frank-Wolfe lemma'3, Existenzsatz fiir QPs).
Es seien Q € R ¢ € R", y € R sowie A € R™" und b € R™ mit m € Ny. Wir betrachten das QP

1
Minimiere f(x) = ~x'Qx+c'x+y iiberx € R"
2 (19.18)
unter Ax <b

mit zuldssiger Menge F. Ist der Optimalwert

f*=inf{f(x)|x € F}

endlich, also die Aufgabe (19.18) weder unzuldssig (f* = +o0) noch unbeschrinkt (f* = —o0), so besitzt
(19.18) mindestens einen globalen Minimierer.

Beachte: Der Satz gilt natiirlich auch fiir QPs, die lineare Gleichungsnebenbedingungen enthalten, da
man diese ja immer in der Form zweier Ungleichungen schreiben kann.

Mit Satz 19.7 kénnen wir zeigen, dass die Aufgaben (19.14) und (19.15) jeweils mindestens einen globalen
Minimierer besitzen (Quizfrage: Details?), wihrend das fir die LPs (19.12) und (19.13) ja nicht not-
wendigerweise der Fall war. Auch fiir (19.16) und (19.17) kénnen wir die Existenz von Losungen unter
einer gewissen Bedingung zeigen. (Quizfrage: Welche Bedingung ist das?) Da die Zielfunktionen und
zulédssigen Mengen jeweils konvex sind, gibt es jeweils keine lokalen Minimierer, die nicht bereits
globale Minimierer sind.

Um die Aufgaben aus Tabelle 19.1 besser einordnen zu kénnen, benétigen wir einige weitere Begriffe.

Definition 19.8 (¢-Subdifferential, vgl. Definition 16.1). Es sei f: R* — R U {co} eine konvexe Funktion
und e > 0.

(i) Ein Vektor s € R" heif3t ein (Euklidischer) ¢-Subgradient von f im Punkt x, € R", wenn die
e-Subgradientenungleichung gilt:

f(x) = f(xo) +s"(x —x0) —¢ fiir allex € R™. (19.19)

(ii) Die Menge 0. f (xo) aller e-Subgradienten im Punkt x, heifit das e-Subdifferential von f in x,.

(iii) f heifst e-subdifferenzierbar (kurz: e-subdiffbar) im Punkt xo € R", wenn 9. f (xy) # 0 ist.
Das e-Subdifferential hat u. a. folgende Eigenschaften:

Satz 19.9 (Eigenschaften des e-Subdifferentials).
Essei f: R" — R U {oo} eine konvexe Funktion und x, € R". Dann gilt

3Djeses Resultat wurde urspriinglich in Frank, Wolfe, 1956 fiir konvexe QPs bewiesen. Ein direkter Beweis, der auch den
nicht-konvexen Fall einschliefit, findet sich in Blum, Oettli, 1972.
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(i) 9fo(x0) = of (xo).
(ii) 9fe(x0) € dfw(x0) fiir alle 0 < € < ¢’ und insbesondere 9f (xo) C df(x).
(iii) Firallee > 0 ist 9, f (xo) abgeschlossen und konvex und im Falle von x, € intdom f sogar kompakt.

(iv) Ist f: R"™ — R konvex und reellwertig, dann ist df,: R" — P(R") fiir alle ¢ > 0 aufSerhalbstetig
und innerhalbstetig.

Beweis. =

Mit dem e-Subdifferential an Stelle des Subdifferentials konnte man im Prinzip ein Abstiegsverfahren
mit Liniensuche aufbauen, wobei die Suchrichtung an einer Stelle X an Stelle von (19.4) durch

= —“;ﬁ mit g := proj,, r(x) (0) (19.20)

bestimmt wird.’* Jedoch muss man fiir (19.20) das gesamte e-Subdifferential d, f (x) berechnen kénnen,

was fur viele Zielfunktionen unrealistisch ist.

Praktischer wire es, eine implizit gegebene konvexe Teilmenge von 9, f(X) zu verwenden, auf die man
einfach projizieren kann. Wir zeigen jetzt, dass die Nebenbedingungen in (19.17) genau eine solche
Teilmenge

G.(x) ={SA|Ae Aunda'A < ¢} C o, f(X) (19.21)

beschreiben. Aufgrund von s eq f (x(k)) gilt ndmlich
fG) 2 fED) + (DY (x -2
= fx) = fF@) + () (x —x+x - x))
=@ -a? + (V) (x - %)

fiir alle x € R", d. h., s/) gehort zu d(» f (x). Unter Beriicksichtigung von 4 € A ergibt die Summation
dieser mit A; gewichteten Ungleichungen:

f() 2 f(X) -2 A+ (S (x = X).
Die Nebenbedingung @'\ < & sichert also gerade

SAedf(x). (19.22)

Wir kénnen nun unsere Interpretation der einzelnen Aufgaben (19.12)-(19.17) in einer Bemerkung
festhalten:

M Die so festgelegte Richtung d minimiert dann gerade die e-Richtungsableitung

flx+td) - f(x)+e

t

!(x;d) = li
fz (x3d) Yimy

vgl. (19.2).
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Bemerkung 19.10 (zu den Aufgaben (19.12)—(19.15)).

(i) Die Aufgabe (19.14) entspricht einer Minimierung des Schnittebenenrichtungsmodells (19.9), wobei
jedoch zur Zielfunktion der oft als Proximalterm (englisch: proximal term) 7 ||d I? bezeichne-
te Term hinzugefiigt wurde. Dieser bestraft Richtungen d mit grofser Norm. Im urspriinglichen
Schnittebenenmodell (19.7) mit der Variable x entspricht dies dem Hinzufiigen des Terms % ||x — x||%.

(ii) Die eindeutige (Quizfrage: Warum eindeutig?) Losung (d, &) von (19.14) kann man aus einer Losung
A des dualen QPs (19.15) erhalten, indem man

1 1
di=-=S) und ¢&:=—||SA|I®>-a"A=—1|ld||*-a"A (19.23)
T T
setzt.
Beachte: Wihrend A méglicherweise nicht eindeutig ist, ist es SA doch. (Quizfrage: Warum?)

(iii) Das duale QP (19.17) ist (und zwar fiir beliebiges T > 0) gerade die Aufgabe der orthogonalen
Projektion der Null auf die kompakte Menge

Gq(x) C 9:.f(x).

Dabei ist G.(x) genau dann nichtleer, wenn ¢ > ||a||o gilt.

(iv) Die dualen Aufgaben (19.15) und (19.17) sind eng verwandt. Wihrend in (19.17) die Nebenbedingung
@'A < ¢ explizit gefordert wird, werden in (19.15) grofie Werte von a' A bestraft, und zwar umso
mehr, je grofier der Parameter T ist.

Man kann zeigen, dass eine Losung von (19.15) auch eine Losung von (19.17) ist, wenn man e = @ A
wdhlt. Umgekehrt ist eine Losung von (19.17) auch eine Losung von (19.15) fiir geeignetes t > 0.

§ 19.3 EIN BUNDLE-VERFAHREN

Wir werden uns mit einem Bundle-Verfahren beschiftigen, das auf (19.15) basiert und damit gleicherma-
en auf der Proximalpunkt-Regularisierung des Schnittebenenrichtungsmodells (19.9). Das Sammeln
von Subgradienten s/) an vorangegangen Iterierten dient also gleichzeitig dem Zweck, das Schnit-
tebenenrichtungsmodell anzureichern, wie auch der besseren Ausschépfung des e-Subdifferentials
0: (%) durch G, (x) (fur implizit festgelegtes ¢). Gemeinsames Ziel ist es dabei, eine ausreichend gute
Abstiegsrichtung zu erhalten.

Das Verfahren unterscheidet zwei Sorten von Iterierten, x¥) und y®). Die sogenannten wesentlichen
Iterierten (englisch: serious iterates) x*) oder auch Stabilititszentren (englisch: stability centers)
dienen als Referenzpunkte und treten an die Position der bisher mit x bezeichneten Stelle. Ausgehend
von der aktuellen wesentlichen Iterierten x ¥) wird ein neuer Kandidat oder Versuchspunkt (englisch:
trial iterate) y*+Y := x(*) 4 d bestimmt, basierend auf der Lésung von (19.14) bzw. gleichwertig von
(19.15). Falls y**) geniigend Abstieg liefert, so wird dieser Punkt die nichste wesentliche Iterierte,
also x(k*V) := y(k+1) gegetzt. Das nennt man einen wesentlichen Schritt (englisch: serious step) des
Verfahrens.
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Andernfalls bleibt die wesentliche Iterierte unverindert, also x ¥tV := x(%) aber die Subgradienteninfor-
mation an der Stelle y** flieft in das aktuelle Modell ein. Diesen Fall nennt man einen Nullschritt
(englisch: null step).

Algorithmus 19.11 (Ein Bundle-Verfahren, vgl. Geiger, Kanzow, 2002, Algorithmus 6.72).

Eingabe: Startschitzung x(©) € R"

Eingabe: Parameter m € (0,1)

Ausgabe: ein globaler Minimierer von (19.1)
1 Setzek =0

. Setze y(© = x(0)

3: Bestimme ein s*) € af (y(?)

4 Setze JO = {0}

5 Setze S0 = [s(j)]

6

7

8

N

jeJ©
: Setze ) =0
: repeat
Bestimme eine Losung AX) der Aufgabe

1
Minimiere (a'®)"A + E||S(k)/1||2 iiber 1 € RV

(19.24)
unter A €A
9: Setze (k) = §(0) 1 (k)
10: Setze d¥) = —g)
1 Setze eK) = (o(F))TA)
12: Setze £F) = —||g0)||2 — ¢(B)
13: if§(k) < 0 then
14: Setze y(k+1) = x(k) + d(k)
15° if f(y*) < f(x®) +mEX then
16: Setze x(k+V .= y(k”) / wesentlicher Schritt
17: else
18: Setze x (k1) = x (k) / Nullschritt
19: end if
20: Bestimme ein stV ¢ af(y(kﬂ))
—(k
21: Setze]( ) = {] c J(k) |/1](k) > 0}
—(k
2z Setze JO = 75U {k +1)
23: Setze S = [s(j)]jeﬂk)
24: Setze aj(.kﬂ) = f(x(k+1)) —f(y(j)) _ (s(j))T(x(kH) _ y(j)) fiir j ](k+1)
25: Setzek =k +1
26 end if

27: until f(k) =0

Bemerkung 19.12 (zu Algorithmus 19.11).

(i) Wie oben motiviert baut das Bundle-Verfahren implizit innere Approximationen G u (x*)) wie in
(19.21) aus dem Biindel der aktuell verwendeten Subgradienten {s/) | j € J®} auf
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(ii) Das Teilproblem (19.24) entspricht der oben besprochenen Aufgabe (19.15), d. h., der Projektion der
Null auf die Menge G, (x®) mit implizit gegebenem e und t = 1.

(iii) In Zeile 22 wird der neue Subgradient ins Biindel aufgenommen, und die nicht verwendeten Subgra-
dienten werden ein fiir alle Mal aus dem Biindel entfernt.

(iv) Fir die Losung des konvexen QPs (19.24) iiber dem Einheitssimplex gibt es mafigeschneiderte

Lésungsverfahren. Die Dimension dieses QPs entspricht der Anzahl der Subgradienten im aktuellen
Biindel.

Zur Durchfithrung des Verfahrens aus Algorithmus 19.11 werden folgende problemspezifische Routinen
bendtigt:

(1) Routine zur Auswertung der Zielfunktion f(x).

(2) Routine, die einen beliebigen Subgradienten s € df (x) bestimmt.
Wir analysieren jetzt noch die Konvergenz des Verfahrens. Dies erfordert einige Hilfsresultate, bis
wir mit Satz 19.20 schlieflich das Hauptresultat erhalten. Es bezeichnen jeweils -} die durch den

Algorithmus 19.11 erzeugten Folgen.

Wir beginnen mit einem einfachen Resultat iiber die Zugehérigkeit zu gewissen e-Subdifferentialen.

Lemma 19.13 (erzeugte e-Subgradienten, vgl. Geiger, Kanzow, 2002, Lemma 6.73).

(i) a](.k) >0 unds\) e 8aj(_k)f(x(k))ﬁir alle j € J® und k € N,.

(ii) €% >0 undg® e 8g<k>f(x(k))ﬁ;lr alle k € N.

Beweis. Wir erinnern zunéchst an die Definition des Linearisierungsfehlers aus Zeile 24:
k . . .
o = f0) = FU) = (<YW -y, (19.25)

vgl. (19.8). Die Eigenschaft a](.k) > 0 wurde in (19.8) gezeigt, wir wihlen einfach den Referenzpunkt

¥ = x) und beachten, dass die Subgradienten s/ zu den Punkten y) gehéren.

Fir k = 0 gilt
s eaf(x?) = af(x?) = %é@f(x(o)),

d.h., die Aussage (i) gilt fiir k = 0, da JO = {0} ist.
Fir k > 0 folgt aus der Definition (19.25)

k j ; ,
a; +) . f(x(k“)) _f(y(l)) — (s (kD — y(J))
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und aus s € 9f (y\/)) die Ungleichung

ORNEORICONCESTD
= f(x(k+1)) + (s (xx = xF+)y — [f(x(k+1)) —f(y(j)) — (s)T(x*+D — y(j))]

— f(x(k+1)) + (s(j))T(x _ x(k+1)) _ a,](k‘“)

fiir alle x € R”. Das heif3t aber s/) € 8a(k+1)f(x(k+1)) fiir j € JU). Damit ist Aussage (i) gezeigt.
i

Zu Aussage (ii): Wegen der Nebenbedingungen 1K) > 0, der gerade gezeigten Aussage a®) > 0 sowie
der Definition ¢® := (a®)TA®) folgt £(K) > 0. Weiterhin folgt wegen s) € aa(k)f(x(k)) fir j € J:
J

f(x) = FPy + (s (x = xR - a](.k) fiir alle j € J®
und alle x € und k € Nj. Unter Verwendung der Definitionen von und £\’ ergibt sich weiterhin
dall R" und k € Ny. Unter Vi dung der Defi g™ und £ ergibt sich h

f= > AP fx)

jeJ®
= Z /1]@ [F(x®) + (9T (x = xP)) - aj(.k)]
jeJ®
=fEF)+ Y [ARsD) = x®)] = 1 AW

jeg® jeJ®
= F9) + (g0 = x0) — 0

fiir alle x € R" und k € Ny. Das heiit aber g% € 9, f(x¥)). m|
Die Abbruchbedingung é¥) = 0 in Algorithmus 19.11 wird durch folgendes Resultat motiviert:

Lemma 19.14 (Interpretation der Abbruchbedingung, vgl. Geiger, Kanzow, 2002, Lemma 6.74).

(i) & <0 firallek € N,.

(ii) Ist &) =0, so ist x'¥) ein Minimierer von (19.1).

Beweis. Die Aussage (i) folgt sofort aus der Definition £ := —||g®||2 — ¢®) im Verfahren und
¢ > 0, siehe Lemma 19.13. Im Fall von é® sind g'®) = 0 und ¢®) = 0. Aufgrund von Aussage (ii) in
Lemma 19.13 gilt also 0 € 60f(x(k)) = 8f(x(k), d.h., x® ist ein globaler Minimierer von (19.1). O

Lemma 19.15 (Eigenschaften der Iterierten, vgl. Geiger, Kanzow, 2002, Lemma 6.75). Es gelte f (x(k)) >
f fiir alle k € Ny. Dann gelten:

(i)
Fx®y = Fx*Vy 50 fiirk — oco.
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(ii)

(o)

22t (g9 +e ) < () = f)fm.

k=0

Dabei ist t'*®) := 0 fiir Nullschritte und t*®) := 1 fiir wesentliche Schritte.

(iii) Falls es unendlich viele wesentliche Schritt gibt und wir die entsprechende Teilfolge von Indizes mit
(k(l)) bezeichnen, dann giltg(k([)) — 0 und &) 0 fiir £ — oo.

Beweis. Aussage (i): Per Konstruktion ist die Folge (f(x*))) monoton fallend. (Quizfrage: Details?)
Da sie nach Voraussetzung nach unten beschrankt ist, konvergiert sie. Damit konvergiert die Folge der
Differenzen f(x*) — f(x**V) gegen Null.

Aussage (ii): Aus Zeile 15 im Algorithmus 19.11, also der Entscheidung, ob ein wesentlicher oder ein
Nullschritt durchgefithrt wird, ergibt sich unter Beriicksichtigung der Definition von ¢ ¥

f(x(k+1)) < f(x(k)) +mt® §(k)

fir alle k € Ny, also
f(x(k)) _f(x(k+1)) >—m (k) ér(k)'

Durch Aufsummieren erhalten wir

k-1
f(x(o)) _]_c > f(x(o)) —f(x(k)) > _mz +) g(j)

Jj=0

und im Grenziibergang
Fx©)— > _mZ ) gD = ’"Z tD (g7 + ).
j=0 j=0

Die Division durch m € (0,1) ergibt die Behauptung.

Aussage (iii): Die wesentlichen Schritte sind genau die mit t(*) = 1. Ist dies fiir unendlich viele Indizes,
die die Teilfolge (k([)) bilden, der Fall, dann folgt aus der gerade gezeigten Summierbarkeit von

Z £ (k) (”g(k)llz +g(k)) — Z t(k(t’)) (”g(k(l))Hz +€(k(¢’)))’

k=0 =

dass notwendigerweise g(km) — 0und e*”) 0 gelten. O

Lemma 19.16 (unendlich viele wesentliche Schritte, vgl. Geiger, Kanzow, 2002, Lemma 6.76). Es gebe
unendlich viele wesentliche Schritte in der Folge (x(k)). Dann ist jeder Haufungspunkt ein Minimierer von

(19.1).
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Beweis. Es sei x* ein Haufungspunkt der Folge (x(k>). Da (f (x(k))) monoton fallend ist und auf einer
Teilfolge gegen f(x*) konvergiert, gilt f(x*)) > f(x*) = f* fiir alle k € Ny und f(x®) — f(x*).

Nach Lemma 19.13 (ii) gilt weiter
g® e ag(k)f(x(k)). (19.26)

Da x* ein Haufungspunkt der Folge (x(k)) ist und sich x¥) in einem Nullschritt nicht andert, ist x*
ebenfalls ein Haufungspunkt der Teilfolge (xk([)) der wesentlichen Schritte, also der Grenzwert einer

k(0

Teilfolge von (x* ). Um Dreifach-Indizierung zu vermeiden, bezeichnen wir diese einfach weiter mit

(xk(e) ). Es gilt also
x®D o fiir £ — oo, (19.27)
Wegen f(x(*)) > f* fiir alle k € Ny gilt nach Lemma 19.15 (iif)

)

g(k([)) — 0 und

Die e-Subgradientenungleichung fiir (19.26) ergibt
FG) 2 fEE) 4 (%) (e =) - K

fiir alle x € R” und ¢ € N. Der Grenziibergang { — oo zusammen mit der Stetigkeit von f (Satz 16.18),
(19.27) und (19.28) zeigt nun

fx) =2 f(x)+0-0

fir alle x € R™, d. h., x* ist ein globalerer Minimerer von (19.1). O

Lemma 19.17 (nur endliche viele wesentliche Schritte, vgl. Geiger, Kanzow, 2002, Lemma 6.77). Die
in Algorithmus 19.11 erzeugte Folge beinhalte nur endlich viele wesentliche Schritte, also gilt x®) = x(¥")
fiir alle k > k*. Dann ist x* = xK) ein Minimierer von (19.1).

Beweis. Nach Voraussetzung gilt x**) = x(¥) fiir alle k > k,. Wir haben also

(k+1) = f(xtD)y - f‘(y(J)) — (sDYT(x®D — 3Dy iy j e JEHD,
a}(k) - f(x(k)) _f(y(J)) — (s (x® — y(])) fir j e J.

Wegen j( c J® und Jk+D = U {k + 1} ist die Schnittmenge beider Indexmengen gerade ]
Es gilt also
—(k
N R ]( )
J J
Es folgt
N ST S T Yl (1920
ek je® e ®

fur alle k > k.
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Es sei nun 1 € [0,1] beliebig. Wir definieren den Vektor A mit Komponenten 7[]- fir j € J® =

(k 1)U{k} (disjunkte Vereinigung) gemafy

T o I falls j = k,
T a- A%, falls je 70

_ —(k—
Dabei sind die /1](.k Y fiir jej (k=0 gerade die echt positiven Komponenten der Lésung A%~V von

(19.24) in der Iteration k — 1. Dann ist A zuldssig fiir (19.24) in der Iteration k (Quizfrage: Begriindung?)

Wir bezeichnen zur Abkiirzung die Zielfunktion von (19.24) in Iteration k mit

1 k 1 NIk
@) = @A SISO = Y alae o] D a0
jeJ® jeJ®
Da A®) ein globaler Minimierer von (19.24) ist, gilt

q(k) (A(k)) < q(k) (Z)

Wir werten nun die Terme in der rechten Seite aus:

(k 1)

DT AsD = hes® e YA, da JO = Uik}
jej® J(k 1)
= ,us(k) + Z 1- )/lj(.k_l) s") nach Definition von A
G

RUR Z (1= A0, da A% Z o fir j e g0\ FE

jeJky

=us® 4+ (1-p) gk nach Definition von g~V
und
- - - k—
Z a;k)/lj = algk) A + Z aj(.k) Aj, da J® = ( 1)U{k}
je](k) jej(kfl)

=u a,ik) + Z (1-p) A](k_l) a](.k) nach Definition von A

k k- k k- (k-1
:,uocli)+ Z (1—/1)/1](. 1>ocj(. ), da)t( 1)_0ful’]€](k 1)\]

Ej(k 1)

(k=1) (k=1)

=p algk) +(1-po nach Definition (19.29) von o

Damit ergibt sich
— _ 1 —2
g0 < qO@) = pal + 1= o® V4 fus® + (1= ) g "I = hip).
Da dies fiir alle i € [0, 1] gilt, haben wir sogar

q® (%) < min{h(y) | p € [0,1]}.
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Beachte: Es ist h(y) > 0 fur alle g € [0,1], da alik) = 0 und o*V = ¢ > 0 nach (19.29) und
Lemma 19.13 gilt.

Es sei y'®) die eindeutige Losung dieser Aufgabe (Quizfrage: Warum ist diese eindeutig?) mit Opti-
malwert y®) := h(y®) > 0. Dann haben wir also

g® ARy <y ® = h(u®) < h(p) fir alle y € [0,1].
Zusammen mit (19.29) erhalten wir fir alle k > ko:

y® < h(0)
_ G- Ly ey 2
- ot 4 L)

- _ 1 _ 112
- Z SIS +5” Z Ak 1)S(J)H nach (19.26) und Definition von g(*)

jejty jeJ&y
- q(k—l) (A(k—l))
<y, (19:30)
Es gilt also
0<y® <y*D <y®) fiiralle k > k
und somit )
Ellg(k)llZ <y*) und o® <& firalle k > k. (19.31)
Mit ) )
Sl VI < Sl P+ o < 5, (19.32)
siehe (19.30), erhalten wir
1
h(p) =p alik) +(1—p) ok 4 E”y s 41— 1) g(k_l)”2 nach Definition von h

k _
- a4 (1= ) o0

2 2 1
s = g 25— g )T e

7 2

<u (a’(c/d — kD) 4y (kD)
2 2 gD s (s gD — 4 P nach (19.32)
fur alle k > k.
Aus x%) = x(ko) fiir alle k > ko, der Beziehung

o = f0) = F(yO) = ()T =y
= f(x(k)) —f(y(k)) — (s (xF) = x (=D _ g (k)
=) = fF) + (s1)a®
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fiir alle k > ko sowie f(y®) > £(x*D)4m % fir alle k > ko (der Bedingung fiir einen Nullschritt)
folgt

k — _
o+ (YTl = £y - )
>m f(k_l) =-m (||g(k_1) % + O'(k_l)) nach Definition von f(k_l) und (19.29)

fir alle k > ko. Mit d*~) = —g(*~V kénnen wir die Ungleichung umformen zu
_ _ - k
(s(k))Tg(k 1) <m (”g(k 1)”2 +O_(k 1)) _ a]i )

Wir erhalten somit fiir alle k > ko

h < (0 = D) 480 4 B D (0 gt
<y (“lik) _ o.(k—l)) + },(k—l) + ”;Hs(k) _g(k—l)HZ +um (“g(k—l)Hz " O,(k—l)) _ ;ux,fk) _p ||g(k‘1)||2
=0+ o g 1= m) 0 = 1= m g 09.33)

Nach (19.31) sind die Folgen (¢®)) und (¢¥') beschrinkt und daher auch (d®) und (y*)). Wegen
s € af (y'®) und Satz 16.23 ist auch (s*)) beschrinkt. Wir halten also fest, dass es eine Konstante ¢
gibt, fiir die wir 0. B.d. A. als ¢ > 1/2 annehmen kénnen, sodass

lg® N <e, N1s®)<e und o® <e¢
fiir alle k > ky gilt. Das zeigt

_ — 2
s — g®D12 < (Is® ) +11g%V])? < 4,

und Einsetzen in (19.33) ergibt

2
h(p) < Y(k_l) + %”s(k) _ g(k—l)HZ —u(1-m) k=D _ 4 (1—m) Hg(k_l)”z

(k=1) (k-1) ”2

—p(1-mllg
=262 = (1=m) [o® D +|lg® ||+ y* = 0(p)

<y* Vo2t —p(i-myo

fur alle k > kj. Die Minimalwerte von 6 tiber R und iiber [0,1] stimmen iiberein und sind gleich
(Minimalstelle ausrechnen) 6* = y*=) — (1 - m)?[o*k~) + ”g(k_l)“z] /(8c?).

Wir fassen zusammen:

y(k) = h(,u(k)) nach Definition von y(k)
= min{h(p) | p € [0,1]}
< min{0(p) | p € [0,1]}
= 0"

oy @=m)? e _
— Y(k 1) _ W[G(k 1) + ”g(k 1)“2]'
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Das Aufsummieren dieser Ungleichung fiir j = ko +1,..., k + 1 liefert
k
(1-m)? B .
e Z(Hg(k D)2 + okD) < yko — (D)
Jj=ko

Mit y*+1 folgt daraus

(c® D +1lg* D ?) < co.
J=ko
Daraus folgt nun schlielich g*» — 0 und ¢*) = ¢(¥) — 0 fiir k — . Eine solche Situation hatten
wir schon im Beweis von Lemma 19.16. Wie dort folgt, dass x* ein Minimierer von (19.1) ist. O

Aus Lemma 19.16 und Lemma 19.17 erhalten wir sofort die folgende vorldaufige Konvergenzaussage:

Satz 19.18 (Haufungspunkte sind Minimierer, vgl. Geiger, Kanzow, 2002, Satz 6.78). Jeder Hdaufungs-
punkt einer von Algorithmus 19.11 erzeugten Folge (x(k)) ist ein globaler Minimierer von (19.1).

Um das Ergebnis noch zu verbessern, wollen wir zeigen, dass solche Haufungspunkte bereits unter
einer schwachen Voraussetzung existieren.

Lemma 19.19. Die Aufgabe (19.1) besitze mindestens einen globalen Minimierer. Ist x* einer der Minimierer
und (x(k)) eine von Algorithmus 19.11 erzeugte Folge, dann gelten:

(i)
k-1
™ —x*||? < []xt™ = x*|12 + Z(Hx(”l) —xD 242D 5(])) fiir allem € Ny und alle k > m.
j=m
(if)

Z(quﬂ) —xD)? +2tW g(j)) ist endlich.
=0

(iii) Die Folge (x(k)) ist beschrdnkt.

Beweis. Aussage (i): Wir nutzen ¢ € 9,40 f(x*)) (Lemma 19.13) und die Voraussetzung f(x*)) >
f(x*) und erhalten
0> f(x*) = f(x™) 2 (¢")(x" = x ) =¥

und somit
(g(k))T(x* _ x(k)) < RO

Mit x &+ — x () = (R g(k) = _(0) oK) ynd t(*) > 0 erhalten wir

—(x* = xNT(xFD) _ x(B) < B0 fijr alle k € N,
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Das impliziert
”x* _ x(k+1)”2 — ||x>k _ x(k) +x(k) _ x(k+1)”2
— ||x* _ x(k)HZ -2 (X* _ x(k))T(x(k+1) _ x(k)) + ”x(k+l) _ x(k)”Z

<l = x B2 4 o FD — B2 42 4R o (R),

Durch Summation erhalten wir die Aussage.

Aussage (ii): Die Aussage
[lacE#) — R 2 = (100211 g B2 = (102 g2 < 2 (1(K))2] 0 2

und t*®) € [0, 1] ergibt zusammen mit Lemma 19.15

[ee)

(||x(j+1) x| +2tW g(j)) <2 ) (2 (t1))? ”g(l) I? + ¢ (J))

j=0 JZ:(;
<2 Z( tD gD |2+t D D)
Jj=0
< oo.
Aussage (iii): Die Behauptung folgt aus Aussagen (i) und (ii). O

Es folgt nun unser Hauptergebnis zur Konvergenz des Bundle-Verfahrens aus Algorithmus 19.11.

Satz 19.20 (Konvergenzsatz fiir Algorithmus 19.11). Die Aufgabe (19.1) besitze mindestens einen globalen
Minimierer. Dann konvergiert jede von Algorithmus 19.11 erzeugte Folge (x'¥)) gegen einen globalen
Minimierer von (19.1).

Beweis. Nach Lemma 19.19 ist die Folge (x(k)) beschrinkt. Es existiert also mindestens ein Haufungs-
punkt x*. Nach Satz 19.18 ist dieser ein globaler Minimierer von f. Es bleibt zu zeigen, dass die gesamte
Folge (x(k)) gegen x* konvergiert.

Es seie > 0.Da (x(k)) auf einer Teilfolge gegen x* konvergiert und die Reihe aus Lemma 19.19 (ii)
konvergiert, gibt es ein m € N mit

™ — x*|| < g und Z(”xum —xD|2 424D D) < g
=m
Damit ergibt sich aus Lemma 19.19 (i)
lx® — %12 < [l — x*||% + £ < Ly
2 2 2
fiir alle k > m. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O
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e-Richtungsableitung, 165
e-Subdifferential, 164
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e-Subgradientenungleichung, 164
e-subdifferenzierbare Funktion, 164
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abgeschlossene e-Kugel, 10
abgeschlossene e-Umgebung, 10
abhéngige Variable, 47
Ableitung, 10

Abschluss einer Menge, 10
Abstiegsrichtung, 15
Accessibility lemma, 115

affin unabhéangig, 109

affine Basis, 109

affine Hiulle, 111

affiner Unterraum, 107
Affinkombination, 109

aktive Ungleichung, 5
algebraisch innerer Punkt, 119
algebraisches Inneres, 119
Anfangsknoten, 79
Angebotsknoten, 81
Armijo-Bedingung, 16
Armijo-Parameter, 16
aufBerhalbstetige mengenwertige Funktion, 160

Backtracking-Parameter, 17
Backtracking-Strategie, 17
Basis, 47
Basislosung, 47
Basismatrix, 47
Basisvektor, 47
benachbart, 50
Bedarfsknoten, 81

beidseitige Richtungsableitung, 10
Box-Beschrankungen, 7
Bundle-Verfahren, 160

CG-Verfahren, 25

differenzierbare Funktion, 10
Digraph, 79

Dimension einer Menge, 111
Dimension eines affinen Unterraums, 108
diskrete Optimierung, 5

dual zulassige Basis, 67

duale Schlupfvariablen, 60
duales LP, 60

duales QP, 163

duales Simplex-Verfahren, 66, 67
Dualitéatsliicke, 67
Durchflussknoten, 81

echte Konvexkombination, 92

Ecke, 45

eigentlich trennende Hyperebene, 120
eigentliche Funktion, 104
eigentlicher Definitionsbereich, 96
einfacher Digraph, 79

einseitige Richtungsableitung, 10, 134
Endknoten, 79

entarteter Basisvektor, 54

Epigraph, 98
Epigraph-Reformulierung, 162
Erhaltungsbedingung, 81

erweitert reellwertige Funktion, 95
exakte Liniensuche, 16
Extremalpunkt, 45

Farkas-Lemma, 62, 127

Fluss, 81
Flusserhaltungsgleichungen, 81
Flussnetzwerk, 81

Flussvektor, 81
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freie Optimierungsaufgabe, 7
freie Variable, 39

ganzzahlige lineare Optimierungsaufgabe, 71
ganzzahliges lineares Programm, 71
Gaufi)klammer
obere, 72
untere, 72
gerichtete Kante, 79
gerichteter Graph, 79
gleichungsbeschrankte Optimierungsaufgabe,
7
Gleichungsnebenbedingung, 5
global optimale Losung, 6
globale Minimalstelle, 6
globaler Minimalwert, 6
globaler Minimierer, 6
globales Minimum, 6
Gradient, 10
Gradientenverfahren, 15
Grundmenge, 5

Halbraume, 39

Hessematrix, 11
Hyperebene, 39
Hypograph, 132

inaktive Indizes, 45

inaktive Ungleichung, 5

Indikatorfunktion, 96

Inneres einer Menge, 10

innerhalbstetige mengenwertige Funktion, 160
Inzidenzmatrix, 8o

Jacobimatrix, 11

kanonische Form, 38
Kantenkapazitat, 81
Kantenkostenvektor, 81
Kapazitatsbeschrankungen, 81
Kegel, 148

Kegel der zuléssigen Richtungen, 150
Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix, 79
Knotenbilanz, 81

Knotenbilanzen, 81
Konditionszahl, 24

konische Hille, 44

konkave Funktion, 94

kontinuierliche Optimierung, 5
konvexe Funktion, 94, 96

konvexe Hiille, 92

konvexe Menge, 9o

konvexe Optimierungsaufgabe, 8, 104
Konvexkombination, 92
kostenminimaler Fluss, 81
kostenminimaler Transport, 81
Kostenvektor, 36

Laplacematrix, 8o

lineare Minorante, 127

lineare Optimierungsaufgabe, 7
lineare Stiitzfunktion, 127
lineares Modell, 26

lineares Programm, 7, 36
Linearisierungsfehler, 161
Liniensuche, 16
Liniensuchfunktion, 16
Liniensuchverfahren, 35

lokal beschréinkte Funktion, 142
lokal Lipschitz-stetige Funktion, 142
lokal optimale Losung, 6

lokale Minimalstelle, 6

lokaler Minimalwert, 6

lokaler Minimierer, 6

lokales Minimum, 6
Lorentzkegel, 148

LP, siehe lineares Programm
l6sbare Optimierungsaufgabe, 6

Matrixnorm, 27

max formula, 139

Mehrgiiterflussprobleme, 88
Mehrgiitertransportprobleme, 88

MILP, siehe ganzzahliges lineares Programm
Minimax-Theorem, 157

Minkowski-Summe, 91

Mittelwertsatz, 11

monotoner Operator, 99

Netzwerk-Simplex-Verfahren, 83
Newton-Richtung, 27

Nichtbasis, 47

Nichtbasismatrix, 47

nichtlineare Optimierungsaufgabe, 8
nichtlineares Programm, 8

NLP, siehe nichtlineares Programm
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Normalenkegel, 151 Rezessionskegel, 42

Normalenrichtung, 151 Richtung des steilsten Abstiegs, 15, 157
Normalenvektor, 39 Richtung des steilsten Abstiegs im M-Skalarprodukt,
Normalform, 39 22

Nullschritt, 167 Richtungsableitung, 134

Richtungsraum, 107
obere Schranke, 7

offene e-Kugel, 10 Schattenpreis, 78

offene e-Umgebung, 10 Schleife, 79

Optimalwert, 5 Schlupfvariable, 40

Optimierungsvariable, 5 Schnitt durch eine Funktion, 17

orthogonale Projektion, 105 Schnittebenenmodell, 160
Schnittebenenrichtungsmodell, 161

partielle Ableitung, 10 schwache Dualitit, 61

Phase-I-Problem, 58 Senken, 81

Phase-II-Problem, 59 Simplex, 142

Polarkegel, 152 Simplex-Schritt, 52

Polyeder, 39 Spektralnorm, 27

Polyeder in Normalform, 41 spitz, 148

pricing, 51 Stabilitatszentrum, 166

pricing im dualen Simplex-Verfahren, 68 stark konkave Funktion, 94

primal zuldssige Basis, 67 stark konvexe Funktion, 94, 96

primal-duales Paar, 60 stark monotoner Operator, 100

primales LP, 60 starke Dualitat, 67

primales Simplex-Verfahren, 66 stationdrer Punkt, 13

Proximalterm, 166 strikt konkave Funktion, 94

strikt konvexe Funktion, 94, 96
strikt monotoner Operator, 100
strikt trennende Hyperebene, 120
strikter globaler Minimierer, 6
strikter lokaler Minimierer, 6
stumpf, 148

Subableitung, 128

Subdifferential, 127
subdifferenzierbare Funktion, 127
Subgradient, 127
Subgradientenungleichung, 127
Suchrichtung, 17

g-lineare Konvergenz, 29

g-quadratische Konvergenz, 29

g-superlineare Konvergenz, 29

QP, siehe quadratisches Programm

quadratische Optimierungsaufgabe, 8

quadratisches Ersatzmodell, 32

quadratisches Programm, 8

quadratisches Wachstum, 14

Quellen, 81

Quotiententest, 52

Quotiententest im dualen Simplex-Verfahren,
68

Teilfolge, 9

total unimodulare Matrix, 85

Transportnetzwerk, 81

trennende Hyperebene, 63, 119

Trust-Region-Verfahren, 35

radiale Richtung, 150
Radialkegel, 150
reduzierte Kosten, 51
relativ innerer Punkt, 113
relativer Rand, 113

relativer Randpunkt, 113 Umladeknoten, 81
relatives Inneres, 113 unabhéngige Variable, 47
Residuum, 26 unbeschréankte Optimierungsaufgabe, 5
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ungleichungsbeschrankte Optimierungsaufga-

be, 7
Ungleichungsnebenbedingung, 5
unimodulare Matrix, 85
unldsbare Optimierungsaufgabe, 6
unrestringierte Optimierungsaufgabe, 7
untere Schranke, 7
unterhalbstetige Funktion, 8
Untermatrix, 85
unzuldssige Optimierungsaufgabe, 5

Variationsungleichung, 106
verallgemeinertes Eigenwertproblem, 24
Verfahren der konjugierten Gradienten, 25
Verfahren des steilsten Abstiegs, 15
verletzte Ungleichung, 5

Versuchspunkt, 166

von M — x erzeugter Kegel, 150

von unten halbstetige Funktion, 8
vorkonditioniertes Gradientenverfahren, 22
Vorkonditionierung, 22

wesentliche Iterierte, 166
wesentlicher Schritt, 166

Zeilensummennorm, 114
Zielfunktion, 5

zulédssige Menge, 5
zuldssige Richtung, 150
zuldssiger Basisvektor, 47
zuldssiger Fluss, 81
zuldssiger Punkt, 5

Uberschussvariable, 40
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